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RESUMEN

En la presente investigacion “Una representacion del teorema de
Weierstrass para superficies de Lorentz”, el uso del teorema de Weierstrass
es de suma importancia como en muchas de las demostraciones trabajadas
en matematica. En nuestra investigacion la representacion clasica del
teorema de Weierstrass se usa en la relacion entre las funciones
holomorfas y las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales

elipticos exactos, temas poco estudiados en pre grado.

Una caracteristica de la investigacion es el uso del &algebra “L” de los
nameros de Lorentz los cuales tienen muchas propiedades similares con
los numeros complejos. Consideraremos las funciones L —diferenciables y

una variedad modelada en L.

El interés se centra en motivar el estudio de los temas trabajados, donde

existen teorias que seran Utiles para futuras investigaciones.

Las superficies de Lorentz estan orientadas en dos dimensiones reales de
variedades seudo - Riemanianna, las cuales estan naturalmente
modeladas en el algebra de los nimeros de Lorenz. Usaremos funciones L
diferenciables para obtener las soluciones de las variedades minimales

en R3.

Nuestra investigacion esta en el area de las Matematicas, es asi como
seguiremos la linea de investigacion correspondiente a la Geometria y

topologia diferencial.



ABSTRACT

In the present investigation "A representation of the Weierstrass theorem
for Lorentz surfaces", the use of the Weierstrass theorem is of great
importance as in many of the demonstrations worked in mathematics, in our
research the classical representation of the Weierstrass theorem is used in
the relation between the holomorphic functions and the solutions of the

exact elliptic partial differential equations, subjects little studied in pre grade.

A feature of the research is the use of the " L " algebra of Lorentz numbers
which have many similar properties with complex numbers. We will consider

the L -differentiable functions and a variety modeled in L.

The interest focuses on motivating the study of the topics studied, where

there are theories that will be useful for future research.

The Lorentz surfaces are oriented in two real dimensions of pseudo-
Rimannian varieties, which are naturally modeled in the algebra of the
Lorenz numbers. We will use differentiable L functions to obtain the

solutions of the minimum varieties in.

Our research is in the area of Mathematics is how we will follow the line of
research corresponding to Geometry and differential topology.



INTRODUCCION

El estudio de las superficies minimales en R® se remonta a los origenes del
calculo Variacional y de la Geometria Diferencial clasica, en tiempos de
Euler y Lagrange (s. XVIII). Por aquellas fechas, estas superficies se veian
como los puntos criticos del funcional area, lo que lleva a que, si z = u(x, y)
es la expresion local de la superficie como grafo, entonces la superficie sera
minimal si se cumple: (14 u2)wer — 2uuyuyy, + (1 +uduy, =0

@)

(La cual llamaremos ecuacién de los grafos minimales), donde los

subindices x, y denotan las correspondientes derivadas parciales.

Posteriormente, Meusnier interpreto geométricamente estas superficies
diciendo que en ellas, la curvatura media es constantemente cero; y esto

es lo que se ha tomado posteriormente como definicion.

La investigacién en esta tesis es importante pues aplicaremos nuestra
representacion del teorema para construir inmersiones explicitas
minimales, es decir para realizar la representacion del teorema de

Weierstrass para superficies de Lorentz.

En el desarrollo de la tesis cubrimos temas como los nimeros de Lorentz y
superficies minimales. Es asi como se amplia el campo de conocimiento de
los estudios de pre grado por lo que este trabajo permitira conocer,

aprender y despertar el interés de los estudiantes de nuestra facultad.



CAPITULO |
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de larealidad problematica.

En 1866, Karl Weierstrass nos presentd un método de representacion de
superficies minimas a través de integrales que involucran un par de
funciones complejas que se denominan Representacion de Weierstrass de
superficies minimas, este método requiere de funciones holomorfas. Se
han realizado estudios sobre la representacion de Weierstrass sobre
superficies minimales, sin embargo, los estudios han sido realizados sobre

los complejos o sobre espacios como Minkowsky.

Es entonces que Jerzy Konderak en 1999, realiz6 una investigacion para
realizar la representacion del teorema de Weierstrass para superficies de

Lorentz.

En nuestra investigacion los numeros de Lorentz, los cuales tienen muchas
propiedades similares con los numeros complejos, seran usados de
manera intensiva, junto con la teoria de las inmersiones minimales y los

mapas armonicos.

Las superficies de Lorentz estan orientadas en dos dimensiones reales de
variedades pseudo-Riemannianas o semi-Riemannianas, las cuales estan

naturalmente modeladas en el algebra de los numeros de Lorenz.

Usaremos funciones L — diferenciables para obtener las soluciones de las
variedades minimales en R3, nos preguntamos entonces si es posibles
obtener un resultado global, ya que estudios locales ya se han realizado,
es asi como nuestra problematica gira entorno a encontrar una
representacion global nos preguntamos entonces, ¢es posible encontrar
dicha representacién del teorema de Weierstrass para superficies de

Lorentz?.



1.2. Formulacion del problema

1.2.1. Problema general

¢ Es posible realizar una representacion del teorema de Weierstrass para

las superficies de Lorentz?
1.2.2. Problemas Especificos

e (Es posible realizar una inmersibn minimal en la superficie de

Lorentz?

e ¢ Es posible realizar una representacion del teorema de Weierstrass
sobre una variedad semi-Riemanniana (M, [g] ).

1.3. Objetivos de lainvestigacion

1.3.1. Objetivo General

Determinar una representacion del teorema de Weierstrass para

superficies de Lorentz.
1.3.2. Objetivos Especificos
e Determinar una inmersion minimal en la superficie de Lorentz

e Verificar la representacion del teorema de Weierstrass sobre una

variedad semi-Riemanniana (M, [g] ).
1.4. Limitantes de la investigacion

1.4.1. Tebrico

Las limitaciones de esta investigacion se dan a raiz de la poca bibliografia
y que no hay muchos estudios sobre una representacion del teorema de

Weierstrass para superficies de Lorentz.

Por lo que nosotros realizaremos una demostracion de la representacion

de teorema de Weierstrass para superficies de Lorentz.

Tenemos también que los conceptos desarrollados no han sido estudiados

en pregrado, sin embargo, ello nos motiva a realizar un mayor esfuerzo.



1.4.2. Temporal

La presente investigacion se llevard a cabo en un plazo de 3 meses, este
periodo estara comprendido del mes de setiembre al mes de noviembre del
2018.

1.4.3. Espacial

La presente investigacion se llevara a cabo en la Universidad Nacional del
Callao en la Facultad de Ciencias naturales y Matematica en la escuela
profesional de Matematica, con el apoyo del asesor de tesis y los

profesores de cada médulo del ciclo de tesis.



CAPITULO Il
MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

El presente trabajo de investigacion trabaja con los siguientes aportes.
2.1.1 Antecedentes internacionales

Ritoré (1994) en su tesis “Superficie con curvatura media constante” se
plante6 que las superficies minimales y con curvatura media constante

constituyen un campo muy activo de investigacion.

Para superficies compactas conseguimos probar: Sea M < N es una
superficie minimal compacta orientable sin auto intersecciones con indice
uno en un cociente orientable de R3. Si el género de M es cuatro o cinco, o
M es una superficie hiper eliptica de género tres, entonces N es un toro
llano tridimensional [9].

Nos apoyaremos en este antecedente por el uso del concepto y

demostracion de las superficies minimales con indice uno.

Fernandez (2006) en su tesis “Superficies maximales con singularidades
aisladas” se plante6 el objetivo principal de esta investigacion, al estudio de
las superficies minimales propiamente embebidas (esto es, sin auto-
intersecciones) con singularidades aisladas en L® y mas generalmente en
3-variedades Lorentzianas completas y llanas. Es asi como se concluye
concretamente que clasificamos las singularidades aisladas en espaciales
y luminosas, dependiendo del comportamiento de la estructura conforme

de las superficies en la singularidad. [3]

Nos apoyaremos en este antecedente por el uso del concepto del espacio

de Lorentz.



Mezzera (2014) en su tesis “Geometria Lorentziana y singularidades" quien
se plante6 como objetivo principal de esta monografia el estudiar un
resultado de la relatividad general, para ello estudiaremos variedades semi-
riemaniannas y las caracteristicas principales a ser utilizadas como
geodeésicas y curvatura, finalmente demostraremos el teorema de Hawking

y Penrose desde un punto de vista matematico. [8]

Nos apoyaremos en este antecedente por el uso de los conceptos y
demostraciones de la geometria Loretziana y las variedades semi-

Riemannianas.

Alarcon (2008) en su tesis “Superficies Minimales Completas en el Espacio
Euclideo”. Las aportaciones mas importantes son el teorema de Densidad
para superficies minimales completas y de tipo hiperbdlico y también se

estudié el helicoide simplemente peridédico de género uno.

Nos apoyaremos en este antecedente por el uso del concepto y

demostracion de las superficies minimales. [1]
2.1.2. Antecedentes Nacionales

Berrocal (2007) en su tesis “Representacion candnica de Weierstrass para
superficies minimas". Uno de los objetivos de su investigacion mostrar la
representacion canodnica de Weierstrass para superficies minimas, ello
entonces nos da inicio al estudio de las superficies minimas desde un
enfoque mas amplio y utilizando técnicas de la teoria compleja para mostrar
resultados mas avanzados en esta area que son desenvueltas en temas

mas avanzados.

Nos apoyaremos en esta investigacion en la demostracion que ha realizado

de la representacion canonica.

10



2.2. Marco
2.2.1. Tedrico
Forma Bilineal
Definicion 2.2.1. La aplicacion g: V X V — R se denomina

e Forma bilineal, si es lineal en cada una de sus variables, es

decir
g (au + Bv,w) = ag(u,w) + Bg(v,w)
g W,av + pw) = agu,v) + Bg(u,w)
para cualesquierau,vyw € Vy cualesquieraa,f € R.
e Simétrica, sig(v,w) = g(w,v) paratodov,w € V.
e No degenerada, siparav € V fijoy paratodow € V
g(wv,w) = 0entoncesv = 6
¢ Definida positiva (respectivamente negativa)
Siu # 0, entonces g(u,u) >0 (resp g(u,u) <0),YuevVv
e Indefinida:
Sidu,v €V talque glu,u) >0,g(v,v) <0

Definicion 2.2.2. Una forma bilineal, simétrica y no degenerada ¢ : V X

V — R, se denomina producto escalar en V.
Primera forma fundamental

Estudiamos la estructura geométrica de una superficie regular. Hasta
ahora, hemos visto las superficies desde el punto de vista de la
diferenciabilidad. Ahora introducimos la Primera Forma Fundamental, que
es una forma cuadratica en los diferenciales de las coordenadas en la
superficie y determina la geometria intrinseca de la superficie en una

vecindad de un punto dado. La Primera Forma Fundamental es la métrica

11



que la superficie hereda del producto interno de R3: Mas precisamente,
cuando una superficie S sea parametrizada por X (u; v); y W € T,S es un

vector tangente a S en P, entonces W es de la forma:

W = aX, + bX,, para algunos numeros reales a; b: La norma al cuadrado

de W como vector en R? esta dada por:
W.W = (aX, + bX,).(aX, + bX,)
= a?(Xy. Xy,) + 2ab(Xy. X)) + b%(X,.X,)
= a’E + 2abF + b%G (D
Donde E = X,.X,, F=X,X,, G=X,X,

La ecuacion (1) define una forma cuadratica en a; b con coeficientes E; F;
G: Esta forma se llama La Primera Forma Fundamental. A menudo es
conveniente expresar estos coeficientes como entradas de una matriz

simétrica.
a?E + 2abF + b2G = [a, b] [I’f: g] N

O como una forma diferencial de orden 2
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
La curvatura

La curvatura de una curva es una medida de qué tan rapido esta
girando la curva. Para ser mas precisos, es la tasa de cambio, con respecto
al parametro de longitud de arco, del vector tangente unitario de la curva.

Entonces podemos expresar la curvatura de una curva a(s) como k(s) =
ar .
|5 = |a"(s)|, donde s es la longitud del arco y T es el vector tangente

unitario.

Definicion 2.2.3. Sea C una curva suave con vector a(s) de posicion,

donde s es el parametro de longitud de arco. La curvatura k de C en el

12



a'(s)

la’ ()]

punto a(s) se define por k(s) = |a"(s)| = |Z—§|, donde T =a'(s) =

un vector unitario.

Observe que la curvatura de «a en cualquier punto dado, es igual a la
magnitud de la aceleracion de una particula que atraviesa la curva a con

una velocidad de 1.

Teorema 1 Sea C una curva suave con el vector de posicién a(t) donde t

es cualquier parametro. Luego la curvatura,

— |T®

1 k= |a(t)

|’ (®)xar’ ()]
la' ()13

2. k=

. dT dT d dT d
Prueba de 1: Aplicando la regla de la cadena — = == ===
dt dt ds ds dt

.. . d .
Por definicion se tiene d—i = |a’(t)|, asi tenemos:

dT dT d aT
dt
—=—a'(t)| > =
TR TR Ol P poresy
Por lo tanto, & = T, © ysando la definicion tenemos:
ds la’ ()]
B dT| I T'®]
~ldsl T e’ (@)
. . / _ds ’ _ Ea’(t) ’ _ Ea’(t)ﬁ
Prueba 2: ya que: |a'(t)| = - = la'(t)] = et (t) = TPTGYT

a'(s)

la’ ()]

Tenemos que T = , ahora tomaremos la segunda derivada de a'(t) =
ds
ET para obtener

dst(t) + ds T'(t
dt? t (©)

a”(t) — y

Aplicando el producto cruzado entre a’ y a’’ para obtener

13



2

ds d*s
a'(t)yxa'(t) = —T(t) X (

e T(t) + — T (t))

2 2

ds ds
a'(t) xa'(t) = —T(t) e T(t) Ir2 T(t) X < T(t) 10 T(t) + —T (t))

Usando las propiedades del producto cruz tenemos

2
a'(t) X a"(£) _d—tﬁ(m) T(0)) X ( di) (T() X T'(©))

2

a’(t)xa”(t)=(—) (T(O) x T'(D)) = ( ) @I @)lsens

Donde 6 es un angulo entre T(t) y T'(t) y también tenemos que T(t) X
T'® =0 ya que son perpendiculares, y |T(t)] =1 ya que es el vector

tangente unitario, asi que ahora tenemos,

ds\* 2
() xa" ] = (3) 1T = (@©) 1T
Asi,

|T )] = |a’ ()xa (©)]

i _ |m®
PIOE ,asique k = |w(t)| por lo tanto

_la(xa )]
[ ©F

Geometria y curvatura

El ejemplo mas sencillo del espacio tiempo lo constituye el llamado
espacio Lorentz —Minkoswski, modela la teoria de la relatividad espacial.
En dimension 3, dicho espacio lo denotamos con L3 = R? y lo podemos
visualizar geométricamente como el espacio euclideo usual (R3, < , >) con
sus coordenadas habituales (x,y, z) pero es donde la coordenada z juega
aqui el papel de de coordenada temporal, de longitud negativa. La métrica

Lorentziana de L3 se escribe entonces de la siguiente manera:

dx? + dy? — dz?

en contraste con la métrica usual euclidea de R3, que vendria dada por:

14



dx? + dy? + dz*?

En esta métrica Lorentziana, la luz esta confinada a viajar en direcciones

luminosas en lo que constituye el llamado cono de luz. (ver fig.)
A= {(x,y,2) € L3: x2+y*—2z% = 0}

Fig 1. Cono de luz

o

s
4

\ ¥=1 S /
"\ CoNo pE Lz FUTUV\?/

TIEMPO

N

~ CONO DE Lz PASADO

-

Formas diferenciales

Una 1-forma (uno forma) definida en U € R™ es una expresion del

tipo:
w = fldxl + fdez + .- +fndxn
Donde f;, ..., fn: U € R™ = R son funciones reales diferenciables.

Las expresiones dx;,i = 1, ...,n es una 1-forma w de clase € definido en

R*sifi=1yfi=0conj#i

Un 2-forma (dos forma) definida en U € R" es una expresion del tipo

n
w = qudxldx]
ij

15



Donde f;;: U € R" - R,i <j , j < n, son funciones diferenciables.

Las formas diferenciables aparecen las integrales de linea:

f F.dx
y)

Superficie Regular

Un subconjunto S ¢ R3 es una superficie regular si, para cada p € S,
existe una vecindad Ven R3 y un mapa x: U —» V N S de un conjunto abierto

U c R? sobre V n S c R3 tal que:

1. x es diferenciable, es decir de clase C®
2. x es un homeomorfismo.

3. Paracada q € U, la diferencial dx,: R* - R*® es uno a uno.
Llamamos al mapa x una parametrizacion o un sistema de coordenadas
(locales) de S en p y a x(U) c S una vecindad coordenada de p. Nos

. . . dx 0x .
referimos a las derivadas parciales de X, =5~ POr Xy , Xy, respectivamente.

Hay otro tipo de superficies, las superfcies parametrizadas, que definiremos

a continuacion.
Superficie parametrizada

Una superficie parametrizada x:U c R> >R3> es un mapa
diferenciable x de un conjunto abierto U ¢ R? en R3. El conjunto x(U) c R3

se llama la traza de x.
La superficie parametrizada x es regular si la diferencial dx,: R* -

dx 0
R3 es uno a uno para que todo g € U (esto es, los vectores ﬁ,a—’; son

linealmente independientes para todo g € U). Un punto p € U donde dx, no

es uno a uno se llama punto singular de x.

16



Superficie minima

Se dice que una superficie parametrizada regular es minima si la curvatura

media (H) se anula en todos los puntos (H = 0).
Para demostrar que H = 0 necesitaremos de los conceptos de:

e Parametrizacion regular de una superficie
e Variacion normal
e Los coreficientes de la primera forma fundamental: E, F, G

e Area de una region contenida en una superficie
Sea

X: UcR? - R3
(u,v) > Xwv) = (x(wv),y(wv),z(u,v))

Una superficie parametrizada regular
Tomemos un conjunto acotado D c U y una funcion diferenciable
h:D-R
La variacion normal de X(D) determinada por h es la aplicacion
¢ :Dx(-ge) - RS
(wv),t) » p(u,v,t)
Para (u,v) EDYyt € (—¢¢)

Definido por ¢ (u, v, t) = X(u,v) + th(u, v)N(u,v)

17



Fig 2: Una Variacion normal de X (D)

hN

thiN

— thiN

(X + thN)(D)

La nueva parametrizacion para t € (—¢,¢), es la aplicacion X*:D - R3,

definia por:
Xt(u,v) = dp(u,v,t)
= X(u,v) + th(w,v)N(u,v)

Y ahora derivar con respectoau y a v:

oxt
E = Xu + thNu + thuN

Xt
W = Xv + tth + tth

Ahora hallaremos los coeficientes dela primera forma fundamental:

oxt ox*t

— ’W> = (X, + thN, + th,N , X, + thN, + th,N )

Et =

= (X, X)) + th(X,, N) + th,(X,, N) + th(N,, X,,) + t*h?(N,, N,,)
+ t2hh,(N,, N) + th,(N, X,,) + thh,(N,N,) + t?h2(N, N)

Et = E + th({X,, Ny) + (N, X,,)) + t?h?*(N,, N,)) + t>h h,

18



Realizando un similar producto interno se obtiene:

oxt oxt
Ft = %;W) =F+ th((Xu; Nv) + (Xv'Nu)) + t2h2<Nu;Nv) + tzhuhv
oxt axt
Gt = (%,W> =G+ th(<Xv; Nv) + (Xv, Nu)) + tzhz(Nv' Nv) + tzhvhv
(1
Utilizando las siguientes relaciones
(Xﬁ'AhJ = —e
(Xu' Nv) + (Xv;Nu) = —2f (2)
(Xv'Nv) =—g

y sabiendo que la curvatura media H esta dado por:

_1Eg —2fF + Ge
2 EG-F?

(3)
Para la parametrizacion X y mediante (1), (2) y (3) se obtiene:
EtGt — (FY)? = EG — F> — 2th(Eg — 2fF + Ge) + R
=EG — F? — 4thH(EG — F?) + R
= (EG — F?)(1 — 4thH) + R
donde, ltl_I;I(‘)lé =0

Como ¢ es pequefio, Xt es la parametrizacion de una superficie regular,

donde el area A(t) de la region X¢(D) es:

At) = U JEEGE=(F)? dudv
D

A(t) = H J1—4thH + R.EG — F2 dudv,
D

R

donde: R——
EG-F
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. dA
Derivamos respecto at A'(t) = —

1—4thH +R

—4hH
A'(t) = ff VEG — F? dudv
2
D

Como ¢ es pequefo, A(t) es una funcion diferenciable y su derivada en

t=0es:

A'(0) = ff —2hH+EG — F? dudv
D

Por el calculo diferencial X: U ¢ R? - R3 es minima si y solo si 4'(0), de

agui se obtiene que H = 0.

Variedades semi-riemannianas

A continuacion, se muestran resultados sobre variedades semi-
riemannianas que, en el caso particular de los espacios de Lorentz, son de

gran utilidad en el analisis posterior en este trabajo.

Definicidon 2.2.4. Sea M una variedad diferenciable. Un tensor métrico g
en M es un campo tensorial (0,2) no degenerado, simétrico y de indice

constante.

Es decir, g asigna a cada p € M un producto escalar g, sobre el espacio

tangente T, (M), y el indice de g, es igual para todo p.

No degenerado significa que para cada vector v # 0y v € T, (M), existe

w € T, (M) tal que g, (v,w) # 0.

Definicion 2.2.5. Una variedad semi-riemanniana es un par (M, g), donde

M es una variedad diferenciable y g un tensor métrico.

En adelante, salvo en los casos en que se pueda generar confusion, nos

referiremos a la variedad semi-riemanniana (M, g) y a M indistintamente.
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Definicion 2.2.6. Sean M una variedad semi-riemanniana y p € M. El

indice v de g, esllamado el indice de M: 0 < v < n = dimM.

En otras palabras, una métrica semi-riemanniana en una variedad
diferenciable M es un campo tensorial simétrico del tipo (0,2) sobre M que
asigna a cada punto p € M un producto interno no degenerado g, de

T,(M) X T, (M) en R de signatura ( +,...,+,—,...,— ).

n—-v v

Observacién 1

En particular, si v = 0,M es una variedad riemanniana; siv = 1yn > 2,

M es una variedad de Lorentz.

Recordemos que dadas M y N variedades diferenciables, ¢ : M — N una
aplicacion diferenciable y h un campo tensorial (0,s) sobre N, cons > 1,

entonces ¢*(h) queda definido por

¢ (W) (vy, ..., vs) = h(do,vy, ..., dPyvs)
para todo v; € T,(M),peM. ¢*(h) es llamado pullback de h por ¢.
Isometria

Una isometria es un tipo especial de aplicacién que vincula los tensores

métricos de variedades semi-riemannianas.

Definicién 2.2.7. Sean (M,gM™) y (N,g") dos variedades semi-
riemannianas en el sentido de la Definicién 5. Una isometria de M en N es
un difeomorfismo ¢ : M — N que preserva los tensores métricos en el

siguiente sentido: ¢*(g") = g™

Explicitamente, para todos v,w € T,(M) yp € M
¢ (@M (w,w) = g"(dp (), dp(W)) =< dg,(v), dpp(W) >gy=< v, W >,

=g"(v,w)
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Dado que ¢ es un difeomorfismo, cada diferencial d¢,, es un isomorfismo

lineal de T,(M) en Ty, (N).
El espacio de Lorentz-Minkowski

El espacio de Lorentz-Minkowski .2 es el espacio R3, es decir, R* con el

producto escalar Lorentziana o la métrica Lorentziana:
((uq, up,u3), (V1, V2, V3)) = Uvy + UV, — UzV3
Decimos que un vector u € I3 es:
e Temporalsi<u,u> <0
e Espacialsi <u,u> <0

e Nulosi<u,u>=0

Si (vy,v,,v3) € L? definimos la norma de v por

vl = VI{v,v)| = [|lvi+vi—vi]|

Se dice que los vectores u y v en L* son ortogonales si (u, v) = 0. Un

vector u en L3 que satisface (u,u) = +1 es llamado un vector unitario.

El producto vectorial de Minkowsky entre los vectores u = (uq,u,,u3) Yy

v = (vy,1v,,v3) de L3 se define

por
[ ] -k
UXV=u; U, ug
Vy VY V3
O bien,

(u X v,w) = det[u, v,w], para todo w € L3,

Observe que u X v = —v X u. Ademas, tenemos lo siguiente:
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Lema 2.2.8. Sean u, v, w, z € L3. Se cumple lo siguiente:
i.{u X v,w X z) = (u,z){(v,w) — (u,w)xv, z),
ii.(u X V) X w = (v,w)u — (u,w)v.
OBSERVACION 3

Tenemos que una superficie lorentziana M es una variedad lorentziana de
dimension 2. Heredando la notacion clasica utilizada para superficies en

R3, las componentes g;; del tensor métrico en M respecto del sistema de

. — . =<2 98
coordenadas u, v son: E=g41 =< e
F = = =< 90 9 >
=912 = Y21 = 9u’ ov
G = =< 90 9 >
=22 = 9 90

El elemento de arco queda expresado

ds? = Edu?® + 2Fdudv + Gdv?

2.1 Definiciones de términos basicos

Los nimeros de Lorentz:

Se define como el conjunto L ={u+ tv|u,v € R}, asumiendo que la
unidad “r” imaginaria tiene la propiedad 72 = 1. En el conjunto L se definen
dos operaciones internas: suma y producto. Se define como se muestran
[12]:

(ug +tv) + Uy +vy)i= (U +wy) +7(vg +vy)

(ug + 7). (Uuy + v3): = (Uuy + V11,) + T(U vy + Uyv;)
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Superficie de Lorentz:

Se define como un espacio completo orientado con un conjunto de cartas
gue consisten en aplicaciones y orientaciones que preserva las funciones
de transicion y son L- diferenciables.

El espacio vectorial R} = IL asociados a un producto interno (s,¢) con signos
(+,+,—) y el producto = (x,y). [12]

SiX:M - R}, sedefine una inmersién isométrica e inmersiéon conforme.
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CAPITULO 1
HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipobtesis
3.1.1. Capitulos fuera de variables (cualitativo)
Hipotesis general

Si es posible realizar una representacion del teorema de Weierstrass para

las superficies de Lorentz.
Hipotesis Especificas
e Sies posible realizar una inmersion minimal en L

e Sies posible realizar una representacion del teorema de Weierstrass

sobre una variedad Riemanniana M, con una seudo-métrica [g].
3.1 Variables

La variable de la investigacion es el Teorema de Weierstrass para

superficies de Lorentz.
3.2 Operacionalizacion de las variables

La variable de la investigacion es el Teorema de Weierstrass para

superficies de Lorentz.
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Variable

Dimensiones

Indicadores

Teorema de
Weierstrass para
superficies de

Lorentz

Superficie Regular

NUmeros de Lorentz

Superficie de Lorenz

Inmersién Minimal

Inmersioén Isométrica

Superficie Conexa

Inmersidon Minimal conforme

Teorema de

representacion
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CAPITULO IV
METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1. Tipo y disefio de la investigacion

El presente trabajo de investigacion es de tipo basica, Valderrama
(2013), nos manifiesta que: “Es conocida también como investigacion
tedrica, pura o fundamental. Se preocupa por recoger informacion de la
realidad para enriquecer el conocimiento tedrico —cientifico, orientado al

descubrimiento de principios y leyes”. (p.164) [10]

La presente investigacion tiene un disefio no experimental, ya que las
variables no pueden o no deben ser manipuladas o resulta complicado
hacerlo, ello también es indicado por Mertens (2005).

Debido a que nuestra investigacion esta en el area de las Matematicas
siguiendo como linea de investigacion la Geometria y topologia diferencial,

tenemos que el método a utilizar es el Método deductivo- demostrativo.

En primer lugar, revisaremos la teoria de las variedades Riemannianas,

para lo cual consultaremos Manfredo (1976). [7]

En segundo lugar, estudiaremos el conjunto L de los nimeros de Lorentz y
consideramos funciones con valores en el algebra de los niumeros de
Lorentz, los cuales son diferenciables con respecto a la estructura del
algebra de Lorentz y son analogos a las funciones holomorfas. Para ello

revisaremos a Weinstein, (1996). [11]

Luego aplicaremos estas funciones para probar un teorema de
representacion de Weierstrass para superficies de Lorentz inmerso en el
espacio. En la demostracion aplicaremos el modelo de los numeros

complejos.
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4.2. Poblaciéon y muestra

Debido a la abstraccion de la tesis por el uso de conceptos de geometria
Riemanianna, superficies minimales, y niameros de Lorentz, la presente

investigacion no presenta poblacion por lo tanto tampoco muestra.

4.3. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la
informacion documental

Se revisara bibliografia especializada, trabajos de investigacion, libros
digitales vy fisicos siguiendo la linea de investigacion de la Geometria y
Topologia Diferencial, asi como recopilacion de informacién obtenida en la

base de datos de SCOPUS, y el repositorio de la Universidad de Granada

relacionada con la representacion del teorema de Weierstrass.

Para la realizacion de nuestro trabajo se utilizé la lectura analitica, que
consisten en leer el texto de forma pausada, reflexiva y minuciosa en el

propésito de comprender e interpretar los resultados encontrados.

4.4. Técnicas e instrumentos para la recoleccién de la

informacion de campo

La presente investigacion no requiere técnicas para la recoleccion de la

informacion de campo.

4.5. Andlisis y procesamiento de datos

Debido a la abstraccién de la tesis, la presente investigacion no requiere

algun plan de analisis estadistico de datos.
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CAPITULO V
RESULTADOS

5.1 Resultados descriptivos
A) Numeros de Lorentz

Consideremos el algebra de los numeros L de Lorentz y
mostraremos aqui algunas propiedades de L. Deseamos enfatizar su
similitud geométrica con el campo de los numeros complejos. El algebra L

se define en el conjunto

L={u+rtv|u,veR} Asumiendo que la unidad “t” imaginaria tiene la
propiedad 72 = 1. MAs preciso en el conjunto L se definen dos operaciones

internas: suma y producto.
(ug +vy) + (uy + vy):= (U +uy) + (v +v3)
(uq + ). (uy + vy): = (Wuy +V1105) + T(U vy + UyVy)

Con estas operaciones el conjunto L es un algebra asociativa, conmutativa
sobre R con unidad; este algebra es llamada el algebra de los nUmeros de

Lorenz.

Hay una conjugada natural definida en L del siguiente modo: u+tv:=

u — v ademas definimos Re(u+tv) =u y Im(u+ ) = .

El conjunto L de los nimeros de Lorenzt se puede considerar como un
espacio vectorial real. En efecto, se puede sumar dos nimeros de Lorentz
obteniéndose otro niumero de Lorentz; y se puede multiplicar un nimero de

Lorentz por un escalar real, obteniéndose otro niumero de Lorentz. Es decir,
e Suma: (uy +1vp) + (Uy +1v3):= (U + uy) + (v + vy)

e Producto por un escalar real: 1 € R, A(u; + tv;) = Auy + Avyt
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La suma y el producto por un escalar cumplen todas las propiedades
requeridas. En este caso el numero de Lorentz cero se denota de la

siguiente manera 0 + 70

La L —norma de z =u + tv e L se define como:
121 = 12217 = la?=b?]2.

En el algebra L tenemos un conjunto de divisores de cero, definido por
K={zel:|z| = 0}\ {0}

Donde K son los numeros del tipo u + tu € . donde u € R \{0},y el 0 € LL.

Todo elemento z = u + tv, de L que no tiene un divisor cero, tiene inversa

de z definido por z~! == Los elementos de L que poseen inversa lo

N
N

denotaremos por L* donde L* = L — K.
El espacio vectorial L es isomorfo, al conjunto R @ R via la aplicacion,
®:L > R @ R, definido como:

Pu+tv):=(U+v,u—"7)

La inversa de este isomorfismo esta dada por:

oL(6y) = Q@ +y+ Grlx —y).

El 4lgebra L es un algebra de Clifford asociado con el espacio de los reales
provisto con el producto escalar estandar diferente a los numeros
complejos el cual es algebra de Clifford asociado con los reales provisto
con signo menos en el producto estandar. El &lgebra L también es visto

como el grupo de algebra asociado con el grupo ciclico Z,.
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e Funciones elementales sobre los NUmeros de Lorentz

Consideraremos funciones cuyo dominio esta contenido en L y con
valores en L. Usaremos después estas funciones para construir ejemplos
de inmersiones minimales. En lo sucesivo escribiremos funciones de la

variable z para distinguirlos de las funciones complejas evaluadas.
Ejemplo 1

Seaagy,aq,..... a, € L tenemos la siguiente funcion polinomial:
P(z) = ag + ayz*+.....a ,z", definido en L

Ejemplo 2

Sea z € Lconsideramos las series

Pueden ser probados que estas series convergen para todo z € L, por lo

tanto denotaremos la suma de las series por exp( z). Ademas tenemos que:
exp(u+1tv) = %[exp(u +v) +exp(u—v) +t(exp(u+v) —exp(u—v))],
donde exp es la funcion exponencial clésica.

Ejemplo 3

Definimos las funciones trigonométricas del siguiente modo: si z € L

tenemos que

lexp (7 z) — exp(—172)]

sen(z) =

2T
_ [exp(72) + exp(— 1 2)]
cos(z) = T
senh(z) = [P = exp(= 2]

2
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[exp(2) + exp(— 2)]

cosh(z) = >

Probamos que sen = senh y cos =cosh. Ademas para cada z = u + tv

tenemos las siguiente expresiones explicitas.

senh(u + v) + senh(u — v) N senh(u + v) — senh(u — v)
T
2 2

senh(u + tv) =

cosh(u +v) + cosh(u —v) N cosh(u +v) — cosh(u —v)
T
2 2

cosh(u + ) =

Observamos las respectivas parejas de funciones senh, senh y cosh, cosh

coinciden con las restricciones en los reales.

e Funciones diferenciables en los NUmeros de Lorentz

L tiene una estructura de un espacio vectorial real de dimension 2 y tiene

una topologia natural. Sea Q c L un subconjunto abierto. Zo € Q y f: Q

— L una aplicacién:
Definicion 5.1.1.

Se define que f es L —diferenciable en z, si existe limite

i &~ f(20)
m —-

2=20 Z—Z
z—Zzg€eL*

Si existe este limite lo llamamos la L —derivada de f en z, y lo
denotamos por f'(z,). Se dice que la funcién f es L — diferenciable en Q si
f es L —derivable en cada punto de Q. Es sencillo probar la siguiente
proposicion:

Sea f, g funciones definidas en  con valores en L. Supongamos que fy

g son L-diferenciablesenz, € Q y a,b <L.

Tenemos que af (z) + bg(z),f(2).g(z) y f(z)/g(z) son L —diferenciables

en z,; en el ultimo caso se supone que g(Zo) £¢K. Ademas tenemos que:
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(af +bg) (20) = af (z0) +bg'(20)
(f-9)" (20) = f'(20)-9(20) + f (20)-9'(20)

(f ' _ f(20)-9(20) = f (20)-9'(20)

;) o) = (9(z0))?

Ejemplo 4:

Los polinomiales en z, exp, sen y cos son aplicaciones L — diferenciables
tenemos las siguientes formulas.

(z") = nz"?!
exp(z) = exp(z)
sen’(z) = cos(z)

cos’'(z) = sen(z)

Mostraremos las derivadas formales (operadores)

Jg 1 ( d 4 d )

oz 2\au " “ov

0 1 ( d 0 >

0z 2\ou ' ov
En general si f es L —diferenciable en z, entonces no implica que f sea
continua en Zo.
En efecto,

Sea f:IL - . una funcién definida como:

0 zelL'U{0}

f@ztzekwm

£1(0) = limy =li 7 =0
zell* zell*

f(z) - f(0) 0
z—0

Es decir f es L —diferenciable en 0, pero f no es continua en 0.

y
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Teorema 2

Sea f:Q — Ltal que f(u + tv) = (a(u,v) + tb(u,v)) Yy a,b son
de clase C'. Entonces f es L —diferenciable en Q si y solo si

2 9 . o -
é = 0. La ecuacion é = 0 es equivalente a la siguiente version

de las ecuaciones de Cauchy-Rieman

da 0db
EiR (1)
da 0db
3% 9u (2)

Probemos

Sea z, € f tal que z, = u, + tv, como f es diferenciable tenemos:

. fQuo+ 1Yy +h)— fuy +110)
- lim
h—-0 h
. flug +h+1v0) — fUp + TV))
= lim
h—-0 h
a(ug + h,vy) + tb(ug + h,vy) — (a(ug, vo) + b (U, Vo))
h—0 h

a(uy + h,vy) — aug, vo) . b(uy + h,vy) + b(ug, vo)
= lim + tlim
h—0 h h—0 h

= ay(up, vo) + thy (U, Vo).
Veamos ahora sith - 0

f(ug + vy + th) — f(uy + TV)

~ jim h
_ f(up +t(h +vp)) — f(ug + 1vp)
= lim
h—-0 h
. a(ug, h +vo) + th(ug, h + vp) — (alug, vo) + b (g, vp))
“h—0 th

a(ug, h + vy) — alug, vo) . b(ug, h +vy) — b(ug, vy)
= + tlim
h>0 Th h=0 Th

= 7a, (g, Vo) + by, (U, Vo).
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Como f es diferenciable tenemos:
ay (ug, vo) = by, (g, Vo) (1)

by, (ug, vo) = a,(ug, Vo) (2)
<)Seaz=u+1m

f(z) Of(u+1v)
0z 0z

B da(u,v) + th(u,v)
B 0z

B da(u,v) db(u,v)
=Tz ‘'z

1 0a(u,v) aa(u V) +1 db(u,v) db(u,v)
2 Ju dv 2 Ju ' dv

ou Jv

(aa ab) T 0b da
2 2 0u Tav

5@ _

De (1) y (2) tenemos: T

Proposicion 1

Seaf:N - Ltalque f(u+1tbh)= a(u,v)+tb(y,v), donde a, b son de

clase C'. Si f es L —diferenciable, usando el teorema 1 tenemos que:

o =2(e e =3l 3) oG+ )
0z c’)v du OJv
_da, 0b_0b  da
“ou Tou ov . o
Obtenemos entonces una equivalencia en el corolario siguiente:

Corolario 1

Sea f:Q - L tal que f(u + tv) = (a(u,v) + th(u,v)) y a, b son de clase

C!. Sifes L —diferenciable en , entonces

35



of _of

30" 92 (1)
of of
- T3z (2)

Definicion 5.1.2. (Dominio)
Se dice dominio al conjunto Q, si dicho conjunto es abierto y conexo
Definicion 5.1.3. (Funcidn primitiva)

Una funcion L —diferenciable F(z) es llamada primitiva de f si F'(z) = f(2)
para cada z en el dominio de f. Si podemos probar que el dominio de f es
simplemente conexo y f es L — diferenciable entonces existe una primitiva
de f

Entonces definimos L —diferenciable y L —anti-diferenciable 1 —forma como

sigue:
dz:=du + tdv; dz =du — tdv
Proposicion 2:

Seay unacurvaen L. Si f es una funcion L —diferenciable con

af .
-~ continua, entonces

of
| Sz = £,
Y

Ademas, la integral no depende del camino elegido.
Demostracion.

Como f es L —diferenciable, de la proposicion 1 tenemos que
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of af
j —dz = f a(du +1dv) = j(au + th,)du + t(b, + ta,)dv
Y Y
= j (aydu + a,dv) + t (b,du + b,dv)
Y

:fd(a+rb)=a+rb|y=f(z)|y
14

Si una funcion f(z) tiene una primitiva F(z) en un dominio Q entonces
j f(2)dz=F(»(b)) —F(y(a)) Y en particular esta integral no depende
v

del camino y conectado en los puntos y(a) y y(b) .
B) Superficies de Lorentz

Si tuviéramos una teoria suficientemente rica de funciones sobre un
algebra entonces podriamos definir una variedad modelado localmente
sobre tal algebra y sus poderes cartesianos. En particular hay una teoria

bien desarrollada de variedades para-complejos (cf. [12,13])

Nos interesamos en las variedades pseudo-riemanianas que
corresponden a las superficies de Rieman. Sea M una variedad orientada
real de dimension dos; entonces M es llamado superficie de Lorentz si
tuviera una clase equivalente de proyecciones pseudo- riemanianas
métricas [g]. La métrica g tanto como todas las otras métricas en la clase
equivalente [g] son de signatura (1,1). De manera equivalente la
superficie de Lorentz puede ser definido como variedad equipado con un
atlas de cartas los cuales consiste de aplicaciones que preservan

orientacion tal que la transicion son funciones L —diferenciables (cf[11]).

Si (M, [g]) es una superficie de Lorentz entonces puede ser construido un

atlas de cartas refinadas. Consiste en que las cartas (U, ¢) tal que con
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respectivo a las coordenadas locales (u, v) determinado por ¢ la métrica
glu esigual a 22(du? — dv?) para algtna funcién A con valores positivos

enU.

Puede probarse que tales atlas consisten de aplicaciones

L -diferenciables. Para mas detalle revisar la superficie de Lorentz (cf [11])

Sea M una superficie de Lorentz y hacemos la siguiente definicion.

Definicién 5.1.4.

Si tenemos una 1-forma a en una superficie de Lorentz M con valores en
L entonces son del género (1; 0) si localmente con respecto a un carta
refinada, es de la forma ¢dz para alguna funcién ¢ L — valor. Decimos
que a es L — diferenciable si el coeficiente de la funcion ¢ es L-
diferenciable en M. Esta definicidbn no depende de la eleccion de la carta

refinada.

Seay:[a, b] = R una curva seccionada €'y & una 1 —forma en M con

valores en L. Entonces se define una integral de a a lo largo de y de la
siguiente manera fy a = f;y*adt. Es claro que cada integral puede no

existir porque y*a no es integrable en un sentido razonable. Es suficiente
asumir que la forma de @ es continua para asegurar la existencia de cada

integral.
C) Unteoremade representacion

Sea R3 el espacio vectorial R® completo con producto escalar <.,.> de
signos (+,+,—). Enotras palabras, six = (x1,%3,%3), v = (V1,Y2,V3)

€ R® entonces definimos al producto interno de la siguiente manera:

<X,y >= X1Y1 + X2Y2 — X3Y3
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En el espacio R3 tenemos una orientacion natural dado por 3- forma

canonica dx; A dx, A dx;. Observar que:
dx, = e, dx, = e?, dx; = —e?

donde ey, e,, e; son las bases candnicas de R3 y b es el isomorfismo
musical entre R? y (R3)* definido por <.,.>. Por lo tanto, la orientacion
candnica de R3 esta dada por la triple ordenada e, e,, —e;. Se demuestra
que el operador estrella de Hodge =: R A R} - R3 esta determinado por
la identidad:

ahN(*B)=<a,B>e Ne, AN(—e3)

para cada a, 8 € R3 A R3 Es sencillo verificar que si x = (x1,x5,x3) Y

y = (v1,¥,,¥3) entonces

e, € —e3
FxAy)=|[x1 X2 X3
Yi Y2 Y3

Por lo tanto, tenemos un producto vector natural en R3 definido por
X XY :==x (XAY) (cf.[19]).

Definicién 5.1.5. Sean M y N dos variedades variedades diferenciables
de dimension m y n respectivamente. A una aplicacién diferenciable
X M - N

La llamaremos inmersion si dX,: T,(M) - Ty (N) es inyectiva para

todop e M.

Definicién 5.1.6. Sean (M, g™) y (N, gV) dos variedades semi-riemannianas en

el sentido de la Definicién 3. Una aplicacion X: M — N es conforme si

X*(g") = hgM, para alguna funcién h: M— R diferenciable tal que h > 00 h < 0.
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Sea (M, g) una variedad orientada semi-riemaniana de dimensién dos y

sea X: M — R3 una inmersion.

Supongamos que X es una inmersion isometrica.
Entonces se cumple que:

dX,: T,(M) - TX(p)(Rf) es inyectiva para todo p € M.
X:M - R} esundifeomorfismo talque g = X* <.,.>.

la aplicacion X es una inmersion conforme

sihg = X* <.,.>, para alguna funcién h: M - R diferenciable tal que h > 0

Por cada inmersion se define un vector unitario en el campo normal N =

XuX Xy

X (el cual es espacial) donde se cumple (N,N) = 1, donde la primera
u v

y la segunda forma fundamental de x se denota respectivamente por [ y I]

son definidos de la siguiente manera:
I = (dX,dX)
Il = —(dN, dX)
La superficie M se dice que minimal si H = 0 (cf. [11])

Observamos que (M, [g]) es una superficie de Lorentz. Considerar una
carta local refinado (U, ¢) y las coordenadas (u, v) determinadas por esta

carta.
Entonces en estas coordenadas tenemos que:

gly = 22(du? - dv?)

Significa que:
0X 0X
P (*)
y
a_xa_x>= —<a—X a—X>=A2 (*%)
ou’ ou ov’ v
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Donde A1 es una funcion diferenciable positiva en U. Para cada funcion

f: M - R declase C? se define el Laplaciano de f por la férmula

Af = —xd x df de donde se obtiene que:

1 odf af
A= 2G5
Lema:
4 9%f
Af ﬁazaz
Prueba:

Sea f diferenciable, entonces:

4 0°f 4 0 <6f)
A20z0Z A2 ‘0z az)

4o (10f of
~ 22\ oz E(%‘T%>
410 (1p0f of a (1.0f Of
G m(z(a”&))*%(z(@‘%))
41\ (0*f 0*f 9 0%
Tz (Z) <6u2 " uav " Tavau av2>

_1(9%f 9%f
_ﬁ<ﬁ_ﬁ>
= Af

Ademas, tenemos que AX = 2HN, y podremos utilizarlo en las siguientes
demostraciones.

D) Inmersion minimal

: . - . e : .
Una inmersion X es minimal si y solo si >, €s L - diferenciable.
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Prueba.
De hecho, X es minimal siy solo si H =0 esto es:

4 9%f 4 00X
T 120207 22020z

0=AX

. , ax . .
El cual es equivalente a la propiedad que = €s diferenciable.

Ahora definiremos lo siguiente:

Definicion 5.1.7.
Sea X = (Xy,X,,X3),y definimos ¢: = g—f; en particular

X, X, ax,
¢1'_ aZ’¢2'_ aZ y ¢3'_ aZ

. . . - 3
Si X es una inmersién minimal de M en R, entonces:

$pi+di—d3=0 (3)

<¢pp> >0 (4)

Prueba. En efecto, tenemos que:

sivoi-0i=(5) +(5) -(5)

2 2 2
(1 /0x dx, 1 /0x, dx, 1 /0x; dxq
—<§(%+t%)> +<§(W+t%) -G ew)

Que se comprueba (3). De otro lado tenemos:

_1/0%,0x; dx, 0x; Oxq0x; 1 /0x, 0x, dx, 0x, 0x, 6x2>
_4(6u Ju 2t du dv + v 6v)+4<6u Jdu +at Jdu Jdv + dv dv
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1 /0x; 0x 0x; 0x 0x; 0x
__(33+2 33+33

ou du t ou ov

ov dv

axz dx,

1 ( dx, 0x; N dx, 0x, 0x3 6x3] [6x1 dxq
B du du Ou du Jdu Jdu 4l ov 617

ov dv

1t dx;0x; O0x,0x, 0x3 6x3]
2 lou ov ou ov ou dv

1 0dX 0X 1 090X 9X 1 0X 0X

de (*) y (**) tenemos que

$F+ 3 -3 =0

Probemos ahora < ¢, ¢ > > 0

Sea
g L 0X X
¢, ¢ 0z’ 0z
_1_9X 0X X oX
T4 T du v’ ou v
_1 E)X 0X t(')X>+ <(7X 0X t5X>
4 6 6 v v’ ou ov
_L_xox | oxox . XX,
4  Ju Jdu ou’ ov a a
_1'<ax_ax> JoXox o oxox -
B ou’ du v’ dv ou’ v
_1[_ 9K ox <ax_ax>]
B ou’ ou v’ ov
1
— _ 12
_21

<——>4+-<=—,—> t<—,— >
4  Ju Jdu +4 v’ ov +2 ou ov

6X_6X>
v’ v

0X 0X

v’ du

x5 6x3]>

ov ov

> de (+)y (++)

Por tanto, tenemos que < ¢, ¢ > es siempre positivo y (4) se comprueba.

Proposicién:

Supongamos que X es minimal. Entonces la formula:
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X
aIU ES _dZ

0z

Define una 1-forma L —diferenciable global sobre M.

Prueba. Siguiendo las propiedades de las aplicaciones L —diferenciables
cuya definicién de a esté bien definido entonces no depende de la eleccién
de las coordenadas refinadas en M. Es una formalidad la misma prueba

como en el caso complejo.

E) Inmersion minimal conforme

TEOREMA 3

Sea (M, [g]) una superficie de Lorentz conexa junto con las cartas locales
refinadas. Sea a = (a;, @y, a3) L - diferenciable 1- forma en M tal que si &
tiene la siguiente expresion a; = ¢;dz (j=1,2,3) en una carta local

refinada, entonces

® $i+¢3 —¢p5=0

(ii) G191 + P2y — 33 >0
Ademas, asumimos que:

(iii) Las integrales Re fZZO a;(j = 1,2,3) no dependen de la eleccion de una

curva diferenciable seccionada conectando un punto z, de M y algun punto
zde M.

Entonces la aplicacion esta definida por la siguiente formula.
zZ zZ zZ
X(z)z(Ref al,Ref az,Ref as) (5
Zo Zo Zo

Es una inmersién minimal conforme.

Prueba
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Denotemos por X; = Re fzzo @, j=123
0Xj _a z _ 0 z
6_u] a ﬁ (Re on aj) o ﬁ (Re on d)j (W)dW)
2
- Re (a ( (,‘bj(w)dw)) (D)

Como fZZO ¢;(w)dw es L — diferenciable

Denotemos fzz;) d;(w)dw =1 (2)

Por el corolario 1 tenemos:

of of
30" 3, (2)
of of
il A3)

Por (2) tenemos:
Re (;’—u (2 qu(w)dw)) = Re (% (J7 ¢, (w)dw)>
= Re(¢;(2))

Entonces

9Xj

%) — Re(@y(2)) ... (4)
-2 (e 2 0) -0 20)
- Re (j—v (J ¢j(w)dw)) ... (5)
Por (3) se tiene:
(7)) =0 20

= Re(t¢(2))
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= Im(¢;(2))

Reemplazando en (5): % =Im(¢;(z)) ... (6)

De (4) y (6) se sigue que:
ax;

¢i(z)) = 2 a—zj

Como ¢? + ¢p2 —¢p2 = 0

oo +oi -1 - (+2) + (25" - (:22)

(e 22)) 4 (24 2)) (242 2))

0X1 0Xq 0X,1 90Xy , 0X10Xq 0X, 0X,
= =4 QT = =T
6u6u+T6u6v+6v6v 6u6u+
2 My | OX 0Ny _ 0Ky Xs | o OXsOXg 0K Xy
du oJv dv dv du du ou Jv v odv

_ X1 0X, | 0X;9X; _0X30X3  0X10Xy  0Xp 0%y _ 9X30X3 |

ou du ou du ou Jdu dv Jv dv Jdv dv dv

89X, 0X1 = 0Xp 09X

2
+ T(au v du Jv

aﬁaﬁ)
du dv

X 0X X 0X 0X 0X
0 —-<:5;,5;f> + <:5;,5;:>'+2T<:5;,5;:>
Como0=0+70

Esto implica que

X 90X 0X 0X 0X 0X

<£,£>+ <%,%> :O,<£,%>:O
OX OX 0K X 09X aX_ .
au’au> - <6v'6v ’<a '6v> 0 ()

Luego , como G101 + Py — P33 > 0

P11 + P2, — P33 = 4( u T 7

%)(% _ 9%

)+
v’ odu v
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0% | . 0Xzy 0Xz 90X, 0X3 0X3y ,0X3 0X3
+ —L 2\ — —\(— — 71—
4( av)(au Tav) 4(6u+T6v)(6u av)
g P2 _&& DXy 0ky _ DXy DXy _ DXy Dhy _ O Dy
B du Jdu dv dv du Jdu v dv ou du v dv
OXy DXy | DXy 0¥, DXy Xy | O%y 2Ky | DX 0X; 0¥ Dy
B ou du du Jdu ou du v odv v odv dv dv
— — ox ox X X
= —_ == >
P11 + D202 — P33 4[ 5 <33, > >0
Entonces se tiene:
X 0X ax ox o
= .= — >
[<6u'6u> < >] 0. ( )
X 08X X 8x
Como< —on > = = <55 > por *)
Luego, reemplazando en (**)
ax 0X
Se sigue que <o > 2 0...(™)
Veamos que sea uha inmersion
||6X ax |<6X dX 0X 6X>|
_X_'_X_
du OJdv du OJv
0X _ 0X 90X _ 90X, _ _ 80X 09X X 08X X 08X X 08X
(_ a_v’axa_v>_<6u'6v 6u'617> <6u'6u><6v'6v>
Por (*) y (***)
o X ox . 0x
x 2 > 2 2%
|( Pt Bv)| 0, entonces 1l > 0
X _ 0x
El cual implica que X5, * 0 entonces X esinmersion

Y por (*) setiene que X es una inmersion conforme
Veamos que sea minimal

Para ello utilizaremos lo siguiente

. .. .. , . 0X . .
Una inmersion X es minimal si y solo si 5, €S L- diferenciable

oX; o . .
tenemos ¢; = 2 %, por hipdtesis ¢; es L - diferenciable
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X . ) . .
entonces 6_21 es L -diferenciable, en consecuencia X es minimal.

Por lo tanto, X es inmersiéon minimal conforme.
Teorema 4

Sea (M, [g]) una superficie conexa de Lorentz, ¢ un L —diferenciable 1-
forma en My g una aplicacion L-diferenciable tal que ¢¢ < 0y Img =+ 0.
Supongamos también las que 1 —formas g¢, %(1 - 93¢, %(1 + g?)¢ no
tienen periodos reales. Nosotros fijamos un punto z, e M entonces la

aplicacién X: M — R3 definida por:
z Zl Zl
XGi=Re [ g.Re [ 30=g20 ke | 5 +g)9) (10)

Es una inmersiéon minimal conforme.

Los diferenciales a; ,a, y a; satisfacen (i) del teorema 2 puede ser
descritos de manera diferente que en (8). Supongamos que (a, —

a3)x(&) ¢ K paratodox e M y& e T,M con ¢ # 0. Entonces tenemos

p=a,—azy g:= - (11)

ar,—a3
Recordemos las 1-formas:

1

1
a1=g¢' a2=§(1_g2)¢’ a3=—§(1+g2)¢

Estas formas satisfacen (ii) del teorema 2 si y solo si otra vez
pp<0 y Img+0

Por otro lado las 1-formas a, ,a, y a3 se describen de otra manera que
es la siguiente; supongamos que (a; £t a3),(§) € K paratodo x €

M y&€eT,M coné # 0. Entonces ponemos

458

p=a,ttaz y g:= (12)

ay i‘[a3
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Recordando que las 1-formas: a; = g¢,a, = %(1 - g9, az = i%(l +
g*)¢ v verificando que < (ay, &y, a3), (@1, @z, @) > = b1 + gg)>
Por lo tanto, la condicion (ii) del teorema 2 es satisfecha si y solo si

¢d >0 y (1+gg) # 0. Tenemos la siguiente version de nuestro

teorema de representacion.

F) Representaciéon del teorema de Weierstrass

Teorema5

Sea (M, [g]) una superficie conexa de Lorentz, ¢ una L diferenciable 1-

forma en M y g una aplicacion L — diferenciable tal que ¢¢ >0 y (1 +
gg) # 0. Supongamos también las 1-formas: gqb,%(l -g9)o y %(1 +

g*)¢ no tienen periodos reales. Fijamos un punto z,eM, entonces la

aplicacion X: M — R3 definida por
z Zl 5 ZT 5
X@)i= (e [ go.Re [ 3= g0¢.Re [ 30 +99) (13)

es una inmersion minimal conforme.
Observacion 4

Sia, + a3 =0 0a, + ta; =0 entonces a; = 0y la inmersion definida por

la férmula (5) tiene sus valores en un plano paralelo del plano x; = 0.
Observacion 5
Consideremos una aplicacion dada por (13) y suponiendo que

1+ g(x)g(x) = 0, entonces x es un punto singular de X. De otro lado si
¢@ < 0y un punto es no singular, entonces la restriccion métrica X *<.,.>

es conforme para (—g)

Aplicamos el teorema 4 para construir ejemplos de inmersiones

minimales.
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Ejemplo 5: (una analogia del helicoide)
Tenemos M ={zeL:Rez# 0}, g(z) = —texp(z) y ¢ = exp(—2z)dz
Entonces g y ¢ son L-diferenciable. Ademas

exp(—2z) exp(—z) = exp(—2Rez) > 0
y entonces ¢¢ > 0, por otro lado

1+ g(2)g(z) = 1 — exp(2Rez) # 0
Para zeL aplicaremos (13) y obtenemos: a; = zdz, a, = —senzdz,
a3 = —1c0oszdz.

Tenemos que las 1—formas son L —diferenciables en un dominio

simplemente conexo. Por tanto, @;,Q,,0; no tienen periodos reales
imaginarios.

Tenemos que:

z z z
f a, = —TZ,f a, = —cosz,f az; = 1senz
0 0 0

Aplicamos la formula (13) y tenemos
X(z) = Re(—71 z,—cosz, T senz)
= (—Imz,—Re(cosz),Im(senz))

La aplicacion del ejemplo 3 nos permite tener la siguiente formula explicita

para la inmersion minimal

X(u+1v) = <—v, _ cosh(u + v) + cosh(u —v) senh(u +v) — sen(u — v))

2 ’ 2
EJEMPLO 6 (Un analogo del catenoide)

Suponiendoque M =1, ¢ = —exp(z)dzy g(z) = —exp(z) entonces para
cada z e L tenemos que ¢p¢p = exp(—2Rez) > 0, 1+gg=1+
exp(2Rez) # 0.
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Observamos las siguiente 1-formas

a, =g¢ =dz

1
a, = 2(1 — g*)¢ = senzdz

T
a3 =5 1+ g*)¢ = —coszdz

Son L —diferenciables en todo L y sin periodos. Integrando tenemos que

VA VA VA
ja1=z,j a2=cosz,j a3 = —1Senz
0 0 0

Aplicando la formula (13) tenemos la siguiente inmersion minimal

conforme
X(z) = Re(z,cosz, —senz)
= (Rez, Re(cosz), —Im(senz))
Aplicando el ejercicio 3 tenemos

cosh(u + v) + cosh(u — v) senh(u —v) — sen(u + v)

X = -u,— )
(u+tv) ( u 5 3

Fig. 3 Helicoide

)

51



EJEMPLO 7 (un analogo de la superficie de Enneper)

Consideramos M ={ze€ L:zZ # 0}, y definimos g(z):= z, ¢ = dz.

Entonces para cada z e M tenemos
¢d = exp(—2Rez) > 0,

dp =1, 1+ g(2)g(z) + 0.

Usando la igualdad (12) obtenemos:

a, =g¢ =zdz

1 2 1 2
a2=§(1—g )p = 5(1—2 )dz

T 2 T 2
a3=§(1+g )¢=§(1+Z )dz

Las 1-formas mostradas arriba son L-diferenciables en todo L, por tanto,

no tienen periodos reales ni imaginarios. Por tanto, tenemos

fZ ZZ fZ 7 Z3 zZ 7z Z3
==, Oy=75——,| A3 =T —T—
. 2" ), 2 6, 2 6

De la formula (13) tenemos la inmersién inducida minimal conforme es:
X —RZZRzzslz+Z3
La férmula explicita para esta superficie es la siguiente:
uz+vzu_|_u3 uv2v+v3 u?v
2 2 6 2°'2 6 2

X(u+ ) =<
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CAPITULOV!
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion de la hipotesis

De acuerdo con los resultados estudiados en los teoremas 1, 2, 3y 4 de
diferenciabilidad en los numeros de Lorentz, superficies minimales
conforme, verificamos gracias a los teoremas probados, que las hipétesis
especificas planteadas son verdaderas.

6.2 Contrastacion de los resultados con estudios

similares

Fernandez (2006) en su tesis se planted el objetivo principal de esta
memoria, al estudio de las superficies minimales propiamente embebidas,
en nuestra investigacion determinamos una inmersion minimal en L y
observamos que al realizar definiciones diferentes concordamos en la

condicion necesaria de la curvatura media igual a cero.

Mezzera (2014) en su tesis “Geometria Lorentziana y singularidades se
planteé como objetivo principal el estudiar un resultado de la relatividad
general, para ello estudiaremos variedades semi-Riemannianas y las
caracteristicas principales a ser utilizadas como geodésicas y curvatura,
fue un gran aporte en nuestra investigacion, pues nos mostro resultados de

la geometria lorentziana.

Berrocal (2007) en su tesis "Representacion candnica de Weierstrass para
superficies minimas" realiza una demostracidon de la representacion
candnica teniendo como bases tedricas las superficies minimas funciones
armonicas y coordenadas isotérmicas, las cuales son utilizadas en la
presente investigacion, siendo ellas adaptadas para trabajar sobre el

espacio de Lorentz.
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Alarcon (2018) en su tesis “Superficies minimales completas en el Espacio
Euclideo”, se hace uso de definiciones importantes de las superficies
minimales y sus definiciones, con las cuales también concordamos en

nuestro trabajo y hacemos uso de ellas.

6.3 Responsabilidad ética

Responsabilidad ética personal

La responsabilidad ética presentada es el compromiso personal de
compartir una investigacién clara, precisa e integra, que fomente la

investigacion y aporte a la cultura.

Como una persona que promueve los valores, este trabajo ha sido

realizado con esfuerzo y dedicacion.
Responsabilidad ética social

La presente investigacion por su caracter basico tiene la responsabilidad
de brincar un aporte a la sociedad, brindando herramientas que ayuden en
posteriores investigaciones, presentando conceptos y bibliografia til para

los estudiantes.
Responsabilidad ética profesional

La presente investigacion busca incentivar la investigacion, es por eso que
se acredita que la presente investigacion es genuina, no habiendo usado
de manera irregular los textos que han sido necesarios, siendo estos textos

debidamente citados y declarados en la bibliografia.
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CONCLUSIONES

Primera

Por los teoremas demostrados concluimos que es posible realizar una

representacion del teorema de weiestrass para superficies de Lorentz.
Segunda

Por el teorema dos decimos que si es posible realizar una inmersion

minimal en superficies de Lorentz.
Tercera

Por el teorema 4 decimos que si es posible realizar una representacion del
teorema de Weierstrass sobre una variedad pseudo-Riemannianas M, con

una seudo-meétrica.
Cuarta

La representacion del teorema de Weierstrass para superficies de Lorentz,
nos muestra que condiciones debemos tener en cuenta para construir mas

ejemplos de superficies minimas de los pocos ya conocidos.
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RECOMENDACIONES

Primera

Se recomienda ampliar y seguir promoviendo la investigacién en el tema
una representacion del teorema de Weierstrass para superficies de Lorentz,

en el cual se ha encontrado aplicaciones utiles.
Segunda

En futuras investigaciones se recomienda ampliar la investigacién sobre
otros espacios para poder encontrar mas ejemplos de superficies

minimales, ya que hasta ahora se han encontrado pocos.
Tercero

La representacion del teorema de Weierstrass para superficies de Lorentz
es un buen ejemplo en la cual podemos ver la interaccion entre dos campos
de la matematica que son la teoria Compleja y la Geometria, es por ello
gue se recomienda continuar con investigaciones que permitan utilizar la

interaccion de diversos campos en pre grado.
Cuarta

Se recomienda que en el curso de geometria se imparta temas afines a
inmersion minimal y superficies de Lorentz, temas que ayudaran a tener un
mayor panorama de las aplicaciones de la matematica del teorema de

Weierstrass para superficies de Lorentz.
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ANEXO

Matriz de Consistencia

PROBLEMA

OBJETIVO

HIPOTESIS

METODOLOGIA Y
POBLACION

Problema Principal

¢Es posible realizar
una representacion del
teorema de
Weierstrass para las
superficies de Lorentz?

Problema Especifico

¢Es posible realizar
una inmersién minimal
enL?

¢Es posible realizar
una representacién del
teorema de
Weierstrass sobre una
variedad Riemanniana
M, con una seudo-
métrica [g] ?

Objetivo General

Determinar una
representacion
del teorema de
Weierstrass para
superficies de
Lorentz.
Objetivo
Especifico
Determinar una

inmersion minimal
enL

Verificar la
representacion

del teorema de
Weierstrass sobre
una variedad
Riemanniana M,
con una seudo-
métrica [g] .

Hipotesis General

Si es posible realizar

una representacién
del teorema de
Weierstrass para las
superficies de
Lorentz

Hipotesis
Especifica

Si es posible realizar
una inmersion
minimal en L

Si es posible realizar

una representacién
del teorema de
Weierstrass sobre
una variedad

Riemanniana M, con
una seudo-métrica

[g].

Tipo de investigacion

El presente trabajo de
investigacion es de tipo
bésica.

Disefio de investigacion

La presente investigacion
tiene un disefio no
experimental.

El método a utilizar es el
Método deductivo

Poblacién y muestra

Debido a la abstraccion de
la tesis, la presente
investigacion no presenta
poblacién por lo tanto
tampoco muestra.

Técnicas e instrumentos
de recoleccién de datos

Para la realizacion de
nuestro trabajo se revisara
bibliografia especializada y
recopilacion de informacion
obtenida via internet
relacionada con la
representacion del teorema
de Weierstrass.

Plan de analisis
estadisticos de datos

Debido a la abstraccion de
la tesis, la presente
investigacion no requiere
plan de andlisis estadistico
de datos.
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