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Resumen

El trabajo de investigacion realizado tiene por objetivo construir un modelo
matematico para explicar o describir la accidén de los terremotos sobre edificios
de varios pisos. En la construccion del modelo hemos utilizado sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, hemos hecho una
aplicacion de los sistemas mecanicos masa resorte el cual es explicado por las
ecuaciones diferenciales de segundo orden. Partiendo del sUpuesto que la

accion de un terremoto sobre los edificios de varios pisos es similar al sistéma
mecénico masa resorte y que las leyes que gobiernan este sistema también
gobiernan la acciéon de un terremoto sobre edificios. Se considera que cada piso
de un edificio es una masa y que la unién de cada piso se comporta como un
resorte y haciendo uso de los sistemas de ecuaciones de segundo orden hemos

construido el modelo como se muestra en los resultados.

Fusionando los meétodos inductivo-deductivo hemos considerado el modelo para
un piso que consta de una ecuacion diferencial de segundo orden no
homogeéneo, la cual se resuelve por metodos analiticos. EI modelo para un
edificio de dos pisos se constituye de un sistema de dos ecuaciones de segundo

orden no homogeneo el cual puede ser resuelto de manera analitica. En la
generalizacién de nuestro modelo para un edificio de mas pisos hemos usado el

software mathcad para la solucion del sistema de ecuaciones homogéneo.

Palabra clave: Sistemas de ecuaciones de segundo orden, sistemas mecanicos.
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Introduccién

El trabajo de investigacion propuesto tiene por objetivo construir un
modelo matematico para explicar o describir la accién de los terremotos
sobre edificios de varios pisos haciendo uso de un sistema de ecuaciones

. diferenciales ordinarias de segundo orden.

Se ha desarroliado la teoria de las ecuaciones diferenciales de segundo
orden y los sistemas de ecuaciones de segundo ordeh; y se ha presentado
la aplicacion de estas ecuaciones en el sistema mecanico masa-resorte.
Se presenta el modelo masa-resorte considerando un resorte y una masa
que resulta en una ecuabién diferencial ordinaria Iiheal de segundo orden.
Luego, se presenta el sistema masa resorte para tres resortes y dos
masas que corresponde a un sistema de ecuaciones ordinarias de

segundo orden de dos ecuaciones y dos incognitas.

Generalizamos un sistema masa-resorte paran masas y n + 1 resortes,
que corresponde a un sistema de n ecuaciones de segundo orden con n

incégnitas.

En el presente informe vemos como los efectos de un terremoto sobre
edificios de varios pisos tiene un efecto similar a los sistemas mecanicos,
en verdad, se puede decir que el efecto de unterremoto sobre los edificios

es un ejemplo de un sistema mecanico masa- resorte.



Planteamiento 'del problema

1.1. "~ Descripcion de la realidad problematica

El trabajo de investigacién propuesto tiene por objetivo construir un modelo
matematico para explicar o describir la acciéon de los terremotos sobre
edificios de varios pisos. Para Robert, Borelli {1998) la modelacién es el
proceso de reconstruccion de un proceso natural de su medio a una forma
llamada modelo, el cual puede analizarse pot medio de técnicas que
entendemos y en las que confiamos. Un modelo es un dispositivo que ayuda
al modelador a predecir o explicar el comportamiento de un fenémeno,

experimento o suceso.

Por otro lado, una de las finalidades de las matematicas es el modelamiento
de fenémenos que suceden en la naturaleza por medio de fa construccion,

solucién, andlisis, e interpretacién de modelos matematicos.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden sirven para
modelar algunos sistemas mecanicos, ehtre los cuales estan las masas
puntuales, conectadas por resortes en un arreglo lineal, sufriendo pequefias
oscilaciones. Por otro lado la distribucion de un edificio tiene un
comportamiento similar a los sistemas masa .resorte, en tal sentido es
fundamental el estudio de las ecuaciones diferenciales de segundo orden y
su aplicacion a los sistemas mecanicos masa,'rééorte, en particular para
modelar y explicar la accion de los terremotos sobre edificios de varios pisos.

1.2. Formulacién del Problema

1.2.1. Problema General

¢Como se puede modelar la accién de los terremotos sobre un edificio
de varios pisos usando. sistemas de ecuaciones diferenciales de

segundo orden?



1.2.2. Problemas especificos

i) ¢ Como se puede modelar los sistemas mecanicos masa- resorte
usando sistemas de ecuaciones de segundo orden?
i) ¢,Cémo se usan los sistemas mecanicos -masa resorte para

. modelar la accién de los terremotos sobre edificios de varios pisos?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Construir un modelo matematico para la accion de los terremotos
sobre edificios de varios pisos usando sistemas de ecuaciones

diferenciales de segundo orden.

1.3.2. Objetivos especificos

i} Desarrollar la teoria de sistemas de ecuaciones de segundo orden
y aplicarlo a los sistemas mecanicos masa resorte. '
i) Usar los sistemas masa- resorte para modelar La accién de los

terremotos sobre edificios de varios pisos.

1.4. Limitantes de la investigacion

a) En cuanto a los limitantes tedricos no hay puesto-que la-teoria de Ids
sistemas de ecuaciones: de segundo orden y su solucion esta
ampliamente desarrollada en I’Qs diferentes textos de ecuaciones
diferenciales. |

b) Uno de los limitantes que se pueden considerar es la falta de
investigaciones en el tema desde el punto de vista matemético, solo se
encuentran investigaciones en el tema.desde el punto de vista
estructural que corresponde a la especialidad de ingenieria civil.

c} Las conclusiones que se dan son teéricas debido a que el experimento
real es impoéible de realizar por la naturaleza del fendbmeno, sin
embargo, desde el punto de vista matematico y de la modelacién se
muestra el modelo, la solucién y la interpretacion de los resultados.

A
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Il.  Marco tebrico
2.1. Antecedentes de la investigacion
Antecedentes Internacionales

Bassotia y Ambrosinib (2007) en su investigacion titulada “Sobre 1a utilizacion
de Amortiguadores de masa sintonizados en la Provincia de Mendoza”,
presenta ¢cdmo solucién alternativa para_ los problemas de seguridad
estructural e incomodidad ante las vibraciones -en edificios y puentes, la
utilizacién del concepto de control pasivo de vibraciones, en particular los
amortiguadores de masa sintonizados (AMS), el cual consiste en una masa,
un resorte y un amoitiguador viscoso el cual se coloca en el sistema vibrante
principal y ayuda a atenuar las vibraciones no 'déseadas, cuando esta
sintonizado con la frecuencia de la estructura principal. Esta alternativa se
presenta como una de las formas mas eficaces y de bajo costo para el

mejoramiento de la seguridad de estructuras existentes.

Z

X

Figura 1. Coordenadas del modelo estrubtura— AMS. Fuente: Bassotia y
Ambrosinib (2007) :

El sistema AMS consiste de un sistema de dos ecuaciones de segundo orden
en el que se incluye amortiguamiento. Se resuelve usando transformada de

Fourier. %
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Bozzio y Barbat (2000) presentan un movimiento de sistema temporal con un

grado de libertad seguido por la ecuacién diferencial
mx" + cx' + kx = —ma(t)

Que se escribe en la forma
1] r 2 2 k
X"+ 2vwx' + wx=a(t), w =

Utilizando la frecuencia del sistema amortiguado w,, = wv'1 — v2, larespuesta

del sistema en el tiempo t es de la forma
1 t
X = ——f a(w)e MWW sin[w, (t — u)] du
wy Jo

Este modelo representa la accién de un terremoto sobre un edificio de un

piso.
Referencias naciocnales

En el ambito nacional no existen trabajos publicados que traten el tema
desde el punto de vista matematico, sin embargo, existen publicaciones que

analizan los dafios causados por los terremotos como el sucedido en Pisco.

Con el terremoto de Pisco, se ha comprendido que las tareas de
prevencion y mitigacion de los danos producidos por este tipo de peligros,
conlleva a realizar una continua educacion de la poblacion a todos los
niveles a los cuales sea posible (hogares, colegios, universidades,
empresas, instituciones publicas, departamentos, provincias, distritos,
urbanizaciones y asentamientos h‘umanos) y realizar campafas de
difusiéon a nivel local y nacional; ademas de evaluaciones fisicas de las
viviendas o edificaciones con el asesoramiento respectivo. Las
experiencias vividas por poblaciones como la de Tambo de Mora en

Chincha, permiten considerar que es vital realizar un control adecuado

-
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sobre la expansidn urbana para que no se desarrolle en zonas
geolégicamente inestables o en Pisco, utilizando en su construccién
material inadecuado. Evidentemente, la tarea de mitigar el desastre es la
que mejor se viene desarrollando; sin embargo, debemos suponer que

aun falta mucho por hacer y aprender. (Tavera, 2007, p.3)

2.2. Marco

2.2.1. Tebrico

En el trabajo de investigacion se usa un sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden por lo que antes de abordar el estudio de
estos sistemas presentamos un breve resumen de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden, luego veremos su aplicacion en

los sistemas mecanicos masa resorte.

2.2.2. Conceptual

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden sirven para
modelar sistemas mecanicos masa-resorte, lo cual se encuentra
ampliamente desarrcllada en los textos de ecuaciones diferenciales de

segundo orden.

2.2.3. Tebrico - conceptual

La accion de los terremotos sobre edificios de varios pisos tiene el mismo
comportamiento que un sistema mecanico masa-resorte, por lo tanto se
puede hacer uso de las ecuaciones diferenciales de segundo orden para

modelar la accion de los terremotos sobre edificios de varios pisos.
2.3. Definicion de términos basicos
2.3.1. Ecuacion diferencial lineal de segundo orden no homogénea

Una Ecuacion diferencial ordinaria lineal no homogénea de segundo orden

P

es de la forma;
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dZ
@ ()= +a1(x) >+ ap()y = h(®) )

Donde a,(x), a,(x), ay(x), h(x) son funciones continuas en algin intervalo

IdeR,ya,(x)#0paratodox €.
A) Forma Normal

Si dividimos la ecuacion (1) entre a,(x) se tiene la ecuacion en su forma
normal. '

dzy

d
S+ A+ &@y =he) @

. a(x) ao(x) B(x) = 2@
Donde a,(x) = _ﬁ’ dp(x) = Jh(x)= s
B) Ecuacion Homogeéenea asociada

_Si en la ecuacion (1) se tiene h(x) = 0 la ecuacién que resulta es la

ecuacion homogeénea asociada a (1).

dZ
0, () 5 + &y (x) 4 %)y =0 3)

La solucion de la ecuacion (3) es de la forma

Vi = C1¥1 + Y2

Donde c¢,;,c, son constantes reales; y,,y, son soluciones linealmente

independientes de (3).

La solucién de ia ecuacion (1) es de laforma
Y=yn+¥

Donde:

~ ¥n, €s la solucion de la ecuacién homogénea asociada.

¥p, €8 Una solucidn particular de la ecuacion (1). - %

14



La solucion particular y,,, se puede obtener por inspeccién o a partir de y,,
usando el método de variacion de parametros o ‘el método de los
coeficientes indeterminados. De |a forma de la solucién de una ecuacion
diferencial ordinaria lineal no homogénea de segundo orden, se observa
que para resolver [a ec_i:acién necesitamos resolver primero la ecuacién

homogénea asociada y luego hallamos unasolucién particular.

2.3.2. Ecuacidn diferencial ordinaria lineal homogénea de segundo orden

Para resolver una ecuacion de segundo orden en su forma general

haremos uso del Wronskiano.

A} Wronskiano: Sea y,, y, funciones reales derivablés, el Wronskiano de

¥4, ¥, se define por

= y1¥Y2— Yo¥1

i Y2
Wiy, y2]l = |y£ 4

El Wronskiano es una funcion definida en el producto cartesiano de

funciones reales continuas y derivables, F en cierto intervalo 1.
W:FXF->F

B) Teorema: Si Wy, y;] # 0 entonces las funciones y,,y, son

linealmente independientes. -

C) Teorema: Sean y,, y, soluciones de la ecuacion diferencial homogénea

normal de segundo orden

d?y d '
@ () 5+ ar (W) =+ ag(1)y = 0

en algun intervalo I de R. Las funciones yl,jzz son linealmente
independientes y por lo tanto generan el c’bnjur_\to solucién de la

ecuacion (3), si y solo si W[y, v,] # 0.

D) Teorema: (Férmula de Abel). Seari ,,, solucibnes en algln intervalo -

I de la ecuacién de segundo orden en su forma normal /%

15



d?y dy
Tzt al(x)a +ay(x)y =0

Entonces
Wb’h‘yz] = ce'f‘h(x)dx
Donde ¢ es una constante apropiada.

La demostracion de este teorema _USa la definicion de Wronskiano y la
soluciéon de una ecuacion lineal de primer orden como se muestra en
Kreider, Kuller y Ostberg (1973, p.81).

Como una aplicacién del teorema de Abel resolvamos una ecuacién de

segundo orden homogéneo conociendo una solucion ;.

Supongamos que y; es una solucion de la ecuacién

d%y dy
Tz + al(x)a + ag(x)y =0

Queremos hallar otra solucién v, de modo que y,, ¥, sean linealmente

independientes.
Por el teorema de Abel
B W[J&:J/z] = Ce_:fal(x)dx
Usando la definiéién de Wronskianc y éonsidérando ¢ =1, se tiene

Y1¥z = iy, = e { e

Esta es una ecuacion ordinaria lineal de primer orden para y,.

Resolviendo se tiene que

e-fal(x)dx -
= —dx
Y2 ylf (y1)2

Luego, la solucion general de la ecuacion es

16



Yh = V1 + Y2

Si la ecuaciéon es con coeficientes constantes no hay necesidad de
hacer uso del Wronskiano, la solucién se obtiene considerando la

ecuacion cuadratica asociada.

Sea la ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes

constantes.
ay" +by' +cy=0

La solucién de esta ecuacion depende de las raices de la cuadratica

asociada
ar’+br+c=0
Resumimos la solucién en la tabla 1.

Tabla 1.

Solucién de una ecuacién homogénea de segundo orden con coeficientes
constantes :

Solucidn de la ecuacion con

Naturaleza de las -
Raices coeficientes constantes de

" raices
segundo orden
Reales y
diferentes r ¥ Vi = €1€7F + ¢ e72%
Una sola ralz real : o o
de multiplicidad 2 r Yn=c1€ + cyte

Raices complejas r=a+B,B>0 Y = 18 cos fix + e sin fx

Fuente: Elaboracién propia.

Luego que ya hemos. resuelto la ecuacion diferencial homogénea de

segundo orden, es decir, tenemos

VYhn = Y1 + €2Y2, €4, C; CONstantes

512
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se procede a encontrar una solucion particular y, de la ecuacion no
homogénea usando el método variacion de parametros o el método

coeficientes indeterminados.

2.3.3. Método variacion de parametros

Dada la ecuacién

dy - d
@ ()2 + () 2+ ay(0)y = h(®)

Para resolver esta ecuacion consideremos el siguiente procedimiento:

Paso 1: Colocamos la ecuacion en su forma normal y reescribimos

d?y dy
Tzt al(x)a + ag(x)y = h(x)

Paso 2: Resolvemo_s la ecuacién homcgénea asociada y obtenemos
Yu = C1y1 + C2Y,, €4,C; constantes
Paso 3: A partir de‘y,1 hacemos -
Yp = C1Y1 + C2Y2

Donde ahora ¢,, ¢, son funciones o parametros a determinar y verifican el

sistema de ecuaciones algebraicas

{0'13’1 + ¢y = 0
€11 + ¢2yz = h(x)

Paso 4. Resolvemos el sistema algebraico usando la regla de Cramer y

obtenemos:
0 Y2
o 1@ il —yah(x)
! yj; . y2’| W[yll y2]
oy

Integrando obtenemos /% '
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| —y2h(x)

e = | 2" gy
17 ) Wiy, vl

Similarmente,

yi O |
yi k)l yih()
y} y2:| Wiy, ¥,]
i »

cy =

Integrando se tiene,

yih(x)

C, = | ——————dx
2 Wy, y.]

Con esto hemos obtenido

y, =

( —yzh(x) p )y1 +( y1h(x)

—— —dx —dx)
Wy, y.] Wy, y.] %

Finalmente, la solucién general de la ecuacién de segundo orden no
homogénea es

”—yzh(x)d ) 1+(  y1h(x)

= +C + ( — X S—— dX)
" 1 22 Wy, v2l Wyi,y2l 2

Donde c,, ¢, son constantes. En el anexo 1 presentamos ejemplos.

2.3.4. Coeficientes Indeterminados

El método de los coeficientes indeterminados para hallar una solucion
particular de una ecuacién diferencial no homogénea lineal no se puede
aplicar a cualquier ecuacién, se deben cumplir las siguientes dos

condiciones.

1) La ecuacién homogénea debe ser con coeficientes constantes.

2) La funcion h(x) debe admitir un aniquilador A, es decir, un operador

con coeficientes constantes lineal tal que A(h(x)) = 0 %
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Asi por ejemplo, el anulador de cos x, sin x és el operador D? + 1, pues:
(D? + 1){cosx) = D%(cosx) + cosx = —cosx + cosx = 0
Funciones que aparecen como soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias de orden n con coeficientes constantes admiten un
aniquilador: Polinomios, la funcién exponencial e™*, donde r es una
raiz real del polinomio asociado a la ecuacidn diferencial, la funcién
x*~1¢7* donde donde r es una raiz real de multiplicidad k. Demos el

procedimiento del método como lo hace Kreider et al. (1973)
Dada la ecuacidn de la forma

QY™ + @y Yy A+ @y + ayy + agy = h(x)
L(y)

Paso 1. Resolvemos la ecuacion homogénea asociada
@Y™ + @1y o+ 3y + @1y + agy = 0
Obtenemos
Yh = €Y1+ Cyz + -+ Ch¥Vy, CON €4,Cy, -+, ¢, CONstantes.
Paso 2. Identificamos el anudador A de h(x)

Paso 3. Aplicamos el anulador en la ecuacion diferencial dada y se
obtiene una ecuacion diferencial con coeficientes constantes

homogénea
AL(y) =0
Resolviendo se tiene
Fn = Cy1+ ey + -+ cm¥m

Paso 4. Escogemos y, a partir de ¥, sin considerar las funciones que

aparecen en y;. Es decir y, es de la forma

Yp = Cy1 6y + o Yy %
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Donde ¢y, ¢, -+, ¢, sON constantes a determinar reemplazando en
@y + an ¥ T+ o+ 4y + @y + agy = h(x)
En el anexo 2 presentamos ejemplos.

2.3.5. Problema de valor inicial

En esta parte se enuncia un tecrema general de existencia, unicidad,
sensibilidad y continuidad que se aplica a casi todos los problemas de
valor inicial de segundo orden que con seguridad se encontraran al

modelar los procesos naturales.

La forma normal para el PVI de segundo orden es

y'=F(t,3,¥"), y(te) =y, ¥'(to) =vp

Una funcién y(¢t) definida en un intervalo / que contiene a t, es una
solucion del PVI si y es una funcién continuamente diferenciable dos
veces en t € | y satisface la ecuacion. A medida due t recorre I, el punto
(t,y(o), jz’(t)) describe una curva en el eSpacib tyy' denominada curva de

tiempo-estado. Los datos del PVI son |a funcion F y los valores iniciales

Yo Vo.

Teorema. (Teorema fundamental para las EDO de segundo orden)
. dF oF . .

supongase que F‘E}'b";? son continuas en una caja cerrada B en el

espacio t,y,y'y que el punto (o, o, Vo) esta dentro de B, entonces el PV/

y'=F(tyy'), y(to) =y ¥ (ty) = v

‘Tiene una solucién Unica en el intervalo I que contiene a t,.

2.3.6. Sistema Mecanico Masa-resorte

Las ecuaciones diferenciales linéales-con coeficientes constantes tienen
aplicaciones basicas en la ingenieria. Consideraremos una importante

aplicacién de ia mecanica (una masa que oscila en un resorte elastico).

s
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Consideremos dos leyes importantes en los que se fundamenta el sistema

mecanico masa-resorte.

2.3.7. Ley de Hooke.

Suponga que un resorte flexible esta suspendido verticalmente de un
soporte rigido y después una masa m se sujeta a su extremo libre. La
cantidad de estiramiento o elongacién del resorte dependera, por
supuesto, de la masa; las masas con diferentes pesos estiran el resorte
en diferenfes cantidades. De acuerdo con la ley de Hooke, el propio
resorte ejerce una fuerza de recuperacidon F que es contraria a la
direccién de la elongacién y proporcional a la cantidad de elongacion s.

Es decir

2.3.8. Segunda ley de Newton.

Después que una masa m se anexa a un resorte, estira el resorte por una
cantidad s y alcanza una posiciéon de equilibrio en la cual su peso W se
balancea por la fuerza de recuperacién ks. Sabiendo que el peso esta
definido por W = mg, donde la masa se mide en slugs, kilogramos o
gramos y g es la aceleracion de la ‘gravedad. La condicion de equilibrio

significamg = ksomg — ks = 0.
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Figura 2. . -
Sistema masa-resorte
Fuente Imagenes Google

2 3 9, Slstema masa resorte

Se toma un resorte ordlnano que reS|sta tanto Ia compresn&n como la
-extension;; 'y se suspende vertlcalmente de un soporte fuo Encel extremo
mfenor del resorte se su1eta un cuerpo de masa m. Se supone que mes

;_tan grande que puede desprecrarse la masa del resorte

f_S ‘el cuerpo se t|ra hacua abajo C|erta dastancua y Iuego se suelta

'iexperlmenta un mowmlento Se supone que eI cuerpo ‘se mueve
unlcamente en sent:do vertlcal Se desea determmar el movamlento de -

g este S|stema mecémco Para eIIo se con3|deran Iés fuerzas que actuan
sobre eI cuerpo durante el movumlento esto Ilevaré a ‘una ecuacion

dlferenCIaI, de’ cuya soluc_;:_q_n y(t) .‘s.e obtendré el .de;sp[azam!ento de la
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masa como una funcién del tiempo t. Se elige la direccién hacia abajo

como la positiva y la negativa en direccion contraria.

La fuerza mas evidente que actla sobre el cuerpo es la atraccién de [a

gravedad
Fi, =mg
Donde m es la masa del cuerpoy g es la acéleracién de la gravedad.
Se considera también la fuerza del résorte F, que actta sobre el cuerpo
Fy = —ks

Que no es otra cosa que la ley de Hooke, donde s es el desplazamiento

vertical del cuerpo y a la constante k se le llama médulo del resorte.

Si s =1, entonces F, = —k, entre mas rigido sea el resorte mayor sera el

valor de k.

Cuando el cuerpo est4 en reposo (sin movimiento) la fuerza gravitacional
y la fuerza del resorte estan en equilibrio siendo su resultante la fuerza

cero.
Fit+F,=mg—ks,=0

Donde s, es el estiramiento del resorte que corresponde a esta posicion,

la cual recibe el nombre de posicién de equilibrio estatico.

Se denotapor y(t) al desplazamiento del cuerpo a partir de la posicién de
equilibrio estatico (y =0) con la direccion positiva hacia abajo, este
desplazamiento produce una fuerza adicional —ky sobre el cuerpo. Por la

ley de Hooke

F,+F—ky=—ky (4)

S
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2.3.10. Sistema no amortiguado

Si el sistema del amortiguamiento es tan pequefio que puede
despreciarse entonces (4) es la resultante de todas las fuerzas que actGan

sobre el cuerpo, aplicando la segunda ley de Newton se tiene:
my" = —ky
Es decir, tenemos la ecuacion
my" +ky =0

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes constantes de

las mas sencillas,
Y’ +wiy =0
cuya solucién es
y(t) = Acoswyt + B senwyt, wy = JM_m
Al movimiento correspondiente se le llama oscilacién armoénica.

Para analizar el movimiento descrito por la solucién £sc0gemos

constantes C, w de modo que la solucién se puede expresar como

B
y(t) = Ccos(wot - a), € =+A2+B2, tana= "

2.3.11. Sistema amortiguado

Si la masa se conecta a un amortiguador entonces es necesario tomar en
cuenta el medio viscoso de amortiguamiento correspondiente. La fuerza
de amortiguamiento correspondiente tiene direccion opuesta al

movimiento instantaneo y se supone que es proporcional a la velocidad

5

del cuerpo, es decir
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Fy = =6y
La resultante de las fuerzas que actuan sobre el cuerpo es
Fi+F,+F=—~ky—6y
Por tanto por la segunda ley de Newton
my'" = ~ky -8y’
Es decir, se tiene la ecuacion
my" +6y' +ky=0

Las raices del polinomio asociado son

Es decir

= + = —6 - 62 — 4mk
n=—a+f, n=—a-4, a-—zm, B = Zm.

Se tienen los siguientes casos

i) Sié&*—4mk >0, las raices son reales y diferentes: r; y ,. En este
caso se tiene un sobre amortiguamiento.

La solucién de la ecuacién es de la forma

y(t) = c,e” (@Bt 4 ¢, o (@+f)

En este caso el cuerpo no oscila pues los exponentes de las
exponenciales son ambos negativos. En el |nf|n|to y(t) tiende a cero.
En lenguaje de representacnon natural se expresa del siguiente modo:
“En un tiempo suficientemente largo, la masa estara en reposo en‘la |

posicion de equilibrio”.

En lenguaje de Representacion grafica se tiene en figura 3.

P
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Figura 3. Sistema sobre amortlguado Elaboracién propla usando el
software GeoGebra.

Si 62 — 4mk = 0, se tiene una raiz doble, r = —a, en este caso se tiene
un amortlguamlento cntlco

La solucion de la ecuac:on dlferencia_! es
y(£) = (c1 + cot)e ™™t

Puesto que la funcién exponencial nunca es cero, y ¢; + c,t puede tener
a lo mas un cero positivo, se tiene que la funcién y(t) pu.éde interceptar el

eje t a lo mas una vez y luego volver a la posicion de equilibrioy = 0.
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Figura 4. Sistema amortlguado critico. EIaboracnon propia usando el
software GeoGebra.

Sié%?—4mk <0, se tienen raices complejas En este caso se tiene un sub

amortiguamiento. Sean las raices complejas

: 1 o )
= — W, = —a—iw, =—+4dmk - 82> 0,a = —
T a+iw, nrp tw, w 7 m 7m

La solucién general de la ecuacion es de la forma
y(t) = e ™ (Acoswt + Bsinwt) = Ce™ % cos(wt — ¢)

Donde C? = A% + B?, ‘tang = 2.
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Figura 5. Sistema sub amortiguado. Elaboracion propia usando el
software GeoGebra.

2.3.12. Oscilaciones forzadas: Resonancia

Los movimientos libres del sistema masa-resorte son movimientos en
ausencia de fuerzas externas y como hemos visto estan gobernados por

una ecuacion de la forma
my" +6y +ky=0

Donde, y es el desplazamiento del cuerpo a partir del reposo, m es la
masa del cuerpo, my"” es la fuerza de inercia, &y’ la fuerza de
amortiguamiento y ky la fuerza del resorte. Los movimientos forzados se
obtienen si se hace que una fuerza externa f(t) actie sobre el cuerpo.

Obteniéndose asi la siguiente ecuacion diferencial no homogénea

my” +6y' + ky = f(t)
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A f(t) se le conoce como lafuerza de entrada o impulsora y a una solucion
correspondiente se la llama salida ¢ respuesta del sistema a la fuerza

impulsora.

De particular interés son las entradas periddicas en la que se considera

una fuerza senoidal, es decir,
f(t) =Fycoswt, Fy>0,w>0
Tenemos entonces la ecuacion no homogénea
my" + 6y’ +ky=F, (::os_wt
Como sabemos la solucién de esta ecuacion es de |a forma
Y=¥Ynt+¥

Donde y, es una solucién particular. Descartando que wi sea raiz del
polinomio de la ecuacion homogénea asociada y usando el método

coeficientes indeterminados se tiene,

- ¥p = Acoswt + B sinwt

Derivando y reemplazando en la ecuacion se tiene los coeficientes Ay B
como lo muestra Kreiszig (2002, p.137).
k —mw? wé

Ok — mw?)? + w2§2’ B =F (k — mw?)? + w2§?

Siempre y cuando el denominador sea diferente de cero.
. k- . . . .y
Haciendo w, = \E (> 0) se tiene la siguiente expresion

mwé —w?) BoF wé
m2(w¢ — w?)? + w2§?’ T O m2(wE — w2)? + w2s?

A=F0

Discusion de los tipos de soluciones

P
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Sin amortiguamiento: Si § = 0. Supongamos primero que wi # w?,
entonces se tiene
Fo

= cos wt
p m(wi — w2)

Luego, la solucién general del sistema es

C cos(wyt — @) + Fo t
= C cos{w,t — cos w
Y ot = ¢ m(wé —w?)

Esta salida representa una superposicion de dos oscilaciones
arménicas: La del movimiento libre no amortiguado y la frecuencia de

la entrada o fuerza impulsora.

La amplitud maxima de y, es

F
Ay =—
0 kP;
Donde
_ 1
p= 1= (w/wp)?

A, depende de w y w,. St w - w;, entonces p y A, tienden al infinito,
este fendmeno se conoce como resonancia y es de importancia
fundamental en el estudio de los sistemas vibratorios. En el caso de

resonancia la ecuacion diferencial es de la forma
r 2 FO
yvi+wiy = Ecoswot

La solucién particular es de la forma
Yp = t(A coswyt + B sinwyt)

Hallando los valores de A y B se tiene

31



tsinwyt

Figura 6. Sistema de oscilacion forzada sin amortiguamiento.
Elaboracion propia usando el software GeoGebra

En el figura 6 se ve que y, se hace cada vez mas grande. “Esto

significa que los sistemas con poco amortiguamiento pueden sufrir
vibraciones considerables que pueden destruir el sistema” (Kreyszig,

2002, p. 139). Otro tipo de oscilacion es cuando w esta proxima a wy.

i) Oscilaciones forzadas amortiguadas. Si hay amortiguamiento,
entonces 6 > 0. En este caso tenemos la ecuacion

my" +8y" + ky = Fycoswt
La solucién de la ecuacion homogénea es

yr(t) = e *(Acosw*t + Bsinw*t)
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Esta solucidn tiende a cero cuando t tiende al infinito. La solucién general
representa la soluciéon transitoria y tiende a la solucién de estado
estacionario y,. “Después de un tiempo suficientemente grande, la salida

que corresponde a una entrada senoidal pura sera practicamente una
oscilacién armoénica cuya frecuencia es la salida de la entrada. Esto es lo
que ocurre en la practica, ya que ningln sistema fisico es por completo no

amortiguado” (Kreyszig, 2002, p. 140).
Amplitud de y,

Para estudiar la amplitud de y, como una funcién de w, se escribe y, en

la forma
Yp = C7 cos(wt — 9)

Donde

F,
C*(w) = a2 + b2 = 2

YymE(wg — w2 + wes?

tan o b wé
ng=-=——
. a mwg ~w?)

Deterr_ninando el méximo de C*(w) se tiene
(—2m?wi —-w?) +6%)w=0
De donde obtenemos que
8% = 2m2(wé — w?) | (3)

Para un amortiguamiento suficientemente grande (62 > 2m?wg = 2mk) la
ecuacion (3) no tiene solucion real, y * se decrece de manera monétona
conforme w se incrementa. Si 62 < 2mk la ecuacion (3) tiene una solucion

real w = wy,,, que se incrementa conforme § se decrece y tiende a wy

P

cuando § tiende a céro. Se tiene
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2ZmkF,

e/ 4mPw§ — §2

C*(Winax) =

2.3.13. Sistemas masa-resorte con sistemas de ecuaciones
A) Un arreglo horizontal de 3 resortes y 2 masas

Suponga que se tienen dos masas puntuales m,,m, y tres resortes de

longitudes L,, L,, L; con constantes de resortes ki, ks, kg

El resorte 1y el resorte 3 estan fijos a s’uperﬁcies inramovibles. Las masas
estan en contacto con una superficie cuyo coeficiente de friccion
(constante de amortiguamiento) es . Se supone que la masa de los
resortes es despréciable, la friccidon no afecta a los resortes, la ley de
Hooke se aplica a los resortes, el movimiento es solo. horizontal y la

resistencia es proporcional a la velocidad.

Considerando que la configuracion esta en reposo. Sean I,[,,1; las
longitudes de los resortes cuando el sistema esta en reposo (ver figura 7).
Sea x la distancia de.la masa m, desde su posicién de equilibrio, y la

distancia de la masa m;, desde su posicion de equilibrio.

Figura 7.

Sistema masa resorte de dos masas y tres resortes.
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Las diferencias entre la longitud de un resorte en reposo y su longitud

medida es
ALy =1 -1
AL, =1, — L,
Al =13 —Ls

Luego usamos la ley de Newton para describir el movimiento de las masas

m,,m,. Sea Fg, la fuerza total sobre la masa m;, entonces

Fuerza del] [Fuerza del] Resistencia]

F, = [
Ry resorte 1 resorte 2 sobre my

— [Fuerza del] [Fuerza del] [Resistencia]
resorte 2 resorte 3 sobre my,

Las longitudes de los tres resortes son
Resorte 1: L; + AL, + x =1, + x
Resorte 2: L, + AL, +y~x=0L,+y—x
Resorte 3: Ly + ALz —~y=13—y

Entonces AL, + x,AL; + y — x,AL; — y miden'la cantidad de alargamiento
0 compresion de cada resorte. Considerando que- el resorte 2 ejerce una
fuerza igual pero opuesta tanto sobre m, como sobre m, y que la fuerza
~ejercida por un resorte es proporcional a la cantidad en que difiere su
longitud de la longitud de reposo, se obtiene ei siguiente sistema como lo
muestra Campebell (1997, p.381).

(myx")' = —ky(ALy + x) + ko (AL, + y — x) — 6%

(mpy') = —ka(AL, +y — %) + k3(AL; — y) — 8y
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Como {3,1,,15 son las longitudes de los resortes en reposo, las fuerzas de

los resortes se deben balancear en estas longitudes. Entonces,
klALl = kZALZ = k3AL3

Con esto se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas de

segundo orden
mix" +8x" + (ki + ky)x—k,y=0
My + 6y +(k,+ky)y—k,x=0

Si las fuerzas externas f,(t),f2(t) actian horizontalmente sobre las

masas my, m, se tiene el sistema no homogéneo
mlx” + 6x’ + (kl + kz)x - kzy = fl(t)
myy" + 8y' + (kz + k3)y — kox = fo(t)

B) Sistema de 3 masas y cuatro resortes

Consideremos el sistema que se muestra a continuacion:

Figura 8.
Sistema mecanico masa-resorte. Tres masas unidas por cuatro resortes hacia
dos paredes laterales.

La figura N° 8 muestra tres masas conectados uno a otro y a dos paredes
por cuatro resortes. Astmiremos que las masas son libres de friccion y
que cada resorte obedece a la ley de Hooke- su extension o compresion

x y fuerza F de reaccion estan relacionados por ia formula F = —kx. Silos
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desplazamientos a la derecha x;,x; y x; de las tres masas (de su

respectiva posicion de equilibrio) son todos positivos, entonces
El primer resorte es estirado a distancia x;

El segundo resorte es estirado a distancia x, — x;

El tercer resorte es estirado a distanéia X3 = X2

El cuarto resorte es comprimido a distancia x5

Aplicando la ley de Newton F =ma a las tres masas nos lleva a las

ecuaciones de movimiento

myx) = —kyx, + +kp(x; — x1)
myxy = —ky(xy — x0) + k3(x3 — x3)
Maxy = —k3(X3 — x3) — kyx3

Expresando el sistema en forma matricial se tiene
m-]_ 0 0 x;_’ _(k1 + kz) kz 0 xl
( 0 mo 0 ) xé’ = kz —(kz + kg) k3 (xZ)
0 0 mg/ \xy 0 ks —(k3 +ky)/ \ X3
Luego es sistema toma la forma
MX" =KX
C) Sistema de n masas y n + 1 resortes

Consideremos una generalizacion del sistema masa- resorte teniendo n
masas y n + 1 resortes como se muestra en la figura 9. En el anexo 4 se

tiene un ejemplo.
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Figura 9.
Sistema mecanico masa-resorte de n masas unidas por n + 1 resortes

hacia dos paredes laterales.

El sistema masa resorte se puede representar a través del siguiente

sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden.
myxy + &yx1 + (ky + k)x; —k,x, =0
mux! + 6x; + (kg + kiy)x; —kixg_ —kj_qx;2, =0, i=2,-,n—-1
M Xy + 8pxn + (kn + k), — knxn_-_1 =0

Si-despreciamos la friccion se tiene el sistemé

mixy + (kg + kz)xl‘— kyx; =0 |

mpx; + (kg + Ry )% — kixg_q —kiax; =0, i=2,-,n—1

My, + (kn + Ky 1) = KXy = 0

Este sistema se puede expresar‘en forma matriciél'haciendo

my o 0

0 “es mn
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_(kl + kz) kz 0 0
kz _(kZ + k3) k3 0
0 ks —(ks + k4) 0
K = 0 0 k, 0
0 0 _(kn—l + kn) kn
0 0 kn - (kn + kn+1)

La matriz M es obviamente no singular, para conseguir la inversa,
reemplazamos cada elemento en la diagonal por su reciproco. Aplicando

la inversa en cada lado de la ecuacién se tiene e! sistema homogéneo
X" = AX
Donde A =M"1K.

Como nuestro sistema mecanico masa resorte involucrar un sistema de

ecuaciones diferenciales de segundo orden, veamos cémo resolverlos.

2.3.14. Solucién de sistemas de segundo orden
A) Sistema homogéneo de segundo orden lineal

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo

orden homogéneo es de la forma -
X" =AX
Donde A es una matriz de orden n x n.

El sistema mecanico de dos masas y dos resortes es un sistema de la

forma

{mle = —(ky + ky)x; + kyx, (5)

Myx; = kaxy — kyx,

Que se puede escribir en forma matricial como

MX" =KX %
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Donde

_ (M 0) _(—kl_kZ kz) (%
M_(O my/’ K= k, —k; 'X_(xz)

— 0
Como M es inversible, aplicando la inversa M~ ={ ™ |
0 i

m3z

, el sistema

toma la forma:

X" = MKX
Es decir
kb kR
X’_’ - m}{2 m; mk12 X
m; m;
B)

Solucién de un sistema homogéneo de segundo orden

Un sistema de la forma X" = AX se puede resolver de dos formas

i} Reduciendo el sistema de segundo orden a un sistema de primer
orden. Obteniendo

-
(X1 = X3
X3 = X4
Jx:';:'—(——-———)xl-l--—xz
m;, m, my
x’—ﬁx —kzx
\ 4 m, 1 .mz 2

Este es un sistema homogéneo de la forma X' = AX que puede

resolverse determinando los valores y vectores propios de la matriz
de los coeficientes
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0 0 1 0
ke ky, k; 0 1
A= m m; m 0 0
kb ko
mz m2

La solucién del sistema expresa el estado completo del sistema fisico: las
posiciones de las masas en relacién con las de equilibrio x,, x, y también

sus velocidades x;, x, en el tiempo t.

ii) La otra forma de resolver el sistema (5) es considerar que las

soluciones de valor real del sistema tienen la forma.
X=Vcoswt y X=Vsenwt

Donde V es un vector columna de constantes. ‘Sustituyendo cualesquiera
de estas soluciones en X" = Ax se obtiene, (4 + w?)V = 0. Lo que implica
que 1 =—w? es valor propio de la matriz A y V es el vector propio

correspondiente a 2 = —w?.

Por lo tanto X(t) = V cos wt es una solucién de X'' = AX si y solamente si
A= —w? un valor propio de la matriz A, y V es su vector propio

correspondiente.

Si X” = AX modela un sistema mecanico, entonces es tipico que los
valores propios de A sean numeros reales negativos. La solucién general

es de la forma
- X =V coswit + ¢,V senw,t + 3V, cos wat + ¢,V senwyt

Donde V.V, son los vectores propios: reales de la matriz 4

correspondientes a 1, 1,.

Si la matriz A de orden n x n tiene distintos valores propios negativos

—wf,—a;%,---,—w,% con vectores propios reales asociados V,,V,, -,V

F~

entonces la solucién general de X" = AX es de la forma
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n
X(t) = Z(ai cosw;t + b; sen w;t)V;

i=1

Con a;, b; constantes arbitrarias.
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. Hipétesis y variables
3.1. Hipoétesis
3.1.1. Hipodtesis general

Se puede construir un modelo matematico para la accién de los
terremotos sobre edificios de varios pisos usando sistemas de ecuaciones

diferenciales de segundo orden

3.1.2. Hipotesis especificas

a) Los sistemas de ecuaciones de segundo orden nos permiten modelar
sistemas mecanicos masa resorte.
b) La accion de los terremotos sobre edificios de varios pisos es similar a

un sistema masa-resorte.
3.2. Operacionalizacion de hipétesis

3.2.1. Hipodtesis de investigacion

H1: Se puede modelar la accién de los terremotos sobre edificios de varios

pisos usando sistemas de ecuaciones de segundo orden.

3.2.2. Hipétesis nula

Ho: No se puede modelar la accion de los terremotos sobre edificios de varios

pisos usando sistemas de ecuaciones de segundo orden
3.3. Operacionalizacion de variables
3.3.1. Definicién conceptual

a) Variable independiente: Modelamiento matematico.
Proceso mediante el cual un fendmeno o proceso natural se puede

representar, analizar e interpretar usando el lenguaje matematico.

S
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b) Variable Dependiente

Accién de los terremotos sobre edificios de varios pisos:

La accién de los terremotos sobre edificios de_ varios pisos se comparara

con un sistema masa-resorte.

3.3.2. Operacionalizaci_c}n de la variable dependiente

Variable _ o : o
dimensiones - Indicadores

Dependiente

Sistema movimiento
libre no amortiguado

Accion de | - Formulacién,
ccion de los , ;
terremotos Sistema movimiento | ,  resolucione
1 forzado no interpretacion.
amortiguado

la Variable ‘independiente, Modelamiento matematico, no Ila
dlmensmnamos usamos los sistemas de ecuacmnes dlferenmales de
segundo orden para modelar un sistema mecanico masa resorte el cual nos

permite modelar la accion de un terremoto sobre los edificios.
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IV. - Metodologia de la investigacion
4.1. Tipoy disefio de la investigacion

Es una investigacién basica, no experimental, descriptiva y exploratoria;

tratamos un problema practico. Con un margen de generalizacion limitado.

4.2. Poblaciéon y muestra

Se trata de una investigacion basica que hace uso de sistemas de
ecuaciones diferenciales de segundo orden y los métodos de solucién. El
modelamiento mate,métibo de la accion de los ferremotos lo haremos
comenzando con un modelo para un edificio de dos pisos, para luego
modelar uno de diez pisos y luego géneralizamos nuestro modelo para un
edificio de n pisos. De esta manera estamoszaportando al conocimiento

cientifico desde un punto de vista tedrico.

4.3. Técnica e instrumentos para la recoleccién de informacion

Los datos pueden ser manejados por el investigador: por ejemplo la masa
de un edificio de 1 piso es m= 5,000 kg, con constante de restitucién k =
10,000 kg/s?. '

4.4. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion de
campo - : _

En nuestro caso de la bibliografia revisada hemos obtenido los datos para

la construccion del modelo.

45  Analisisy procesamiént’o de datos

Haciendo uso del método deductivo hemos énfasis en la teoria de los
sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden y en los modelos

mecanicos masa resorte su explicacion y abstraccién.

Haciendo uso del método inductivo analizaremos un modelo para un

edificio de 10 pisds, cuyos resultados serénzf-tomados para extraer

72
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conclusiones de caracter general, de ese modo haremos una

generalizacion para edificios de n pisos.

Para el andlisis y procesamiento de datos se ha usado el software
Mathcad, Geogebra y el Excel.
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V. Resultados

Como lo expresa Gilber N. Lewis en el texto (Zill, 2002, pag. 406) los terremotos
de gran magnitud tiene un efecto devastador. En la actualidad estamos siendo
testigos de diferentes movimientos teltricos que causan zozobra en nuestra
-sociedad. Dichos temores podrian menguar si tenemos un conocimiento real del
suceso desde el punto de vista matematico. La construccion del modelo se

puede hacer en base a los siguientes supuestos:

1. El efecto que produce un terremoto sobre los edificios de varios pisos se
puede modelar como un sistema mecéanico masa —resorte, el que a su vez
se modela haciendo uso de un 3istema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden. '

2. Como se muestra en la figura 1 supondremos que el i-€simo piso de un

. edificio tiene masa m; y que los pisos adyacentes estan unidos por un
conector elastico, cuya accion se parece a-' la de un resorte. En el caso
normal, los elementos estructurales de los grandes edificios son de acero,
que es un material muy elastico. Cada unién suministra una fuerza de
restitucion cuando los pisos se desplazan entre si. Supondremos que es
valida la ley de Hooke, cuando la constante de proporcionalidad es k;, entre
los pisds iésimoe. (i + 1)-ésimo. Es decir, la fuerza de res'fitﬂcién entre esos
dos pisos es

F=ki(x41—2x;)

Donde x; representa el desplazamiento horizontal del i-&simo piso, respecto
del equilibrio, y x;,, — x; es el desplazamiento del (i + 1)-ésimo, en relacion -

con el e i-ésimo piso (ver figura 10).

3. También supondremos que hay una relacién similar entre el primer piso y el

suelo, y que su constante de proporcionalidad es k.

A
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Figufé 10.
.Edificio de n pisos

ki(xi+1 - x;)

>

<

Fei_y (i — xi—i)

Figura 11. '
Fuerzas que actiian sobre el i-ésimo piso.

5.1. Construccién del modelo.no forzado

Aplicando la segunda ley de Newton a cada piso.del edificio se tiene el
sistema de ecuaciones de segundo orden:

myxy = —kox,

4 ki = xq)
myx; =

—ky (%, - x1) + ko (i3 — x3) (6)

MpXy = —Kp_1 (X — Xp_1)

Para n = 1 tenemos.el modelo para un edificio de un solo piso %
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mle = —k0x1

Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden homogéneo de las

mas sencillas.
5.1.1. Construccion del modelo de 2 pisos.
Para n = 2 tenemos el modélo para un edificio de dos pisos
myxy' = —koxy + ky(x, — x)
mpx; = —ki(x; — %)
Este es un sistema de dos ecuaciones de'segundo orden.
5.1.2. Construccion del mbdelo de 3 pisos

Para n = 3 tenemos el modelo para un edificio de 3 pisos

myx; = —koxy + ky(x — xp)

5.1.3. Solucién e interpretacion del modelo para 2 pisos

Por ejemplo consideremos un edificio de dos pisos, cada uno ¢on masa
5,000 kg y con constante de restitucion k = 10,000kg/s2. En este caso

se tiene el sistema de ecuaciones .
5,000x) = ~10,000x, + 10,000(x, — x,)
5,000x} = —10,000(x, — x,)
Simplificando

x; = —4x, + 2x,

Xy = 2x; — 2x, N | %
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Para resolver este sistema lo convertimos a un sistema de primer orden
lineal.

Hacemos

Luego
x3=x7
Xy = X5

Asi obtenemos el sistema equivalente de primer orden

(X1 = X3
Xy = Xy
k k k
Jx§=—(—°+—1)+—1—_x2 (7)
m; my my
otk
P T m, Tt my

Este sistema se resuelve usando el método de Ios auto valores y auto
vectores, siendo la matriz de los coeficientes’

0 0 1 0
0 0 0 1
ko ki Ky
m m; my 0 0
ky ky 0 0
my m;
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Usando valores propios y vectores propios de la matriz podemos resolver

este sistema y hallar la solucion correspondiente.

Resolvemos el modelo de dos pisos usando el sistema de segundo orden
xi' = —4x, + 2x,
Xy = 2%, — 2x,

Usando valores propios y vectOrés propios.

La matriz de los coeficientes es
_ (-4 2
B=(3 %)

Los valore's propios son 4;, = -3 45, equivalentémente, usando el

software Mathcad se tiene
(/11) _ (—5.236
Ay -0.764
LLos vectores propio's correspondientes son:

_ (0526

_ 0.'851_)’ 2_(0.8517)

170,526

La solucién general es -
X =qVicoswit + ¢,V sinw; t + 3V, cos Wyt + ¢4V5 sinw,t

Es decir

X=c (—06855216) c0s(2.288¢) + ¢, (_0(')355216) sin(2.288¢)
0.526 0.526Y .
+ ¢ (0_85 1) cos(2.746t) + ¢, (0.85 1) sin(2.746t)
Luego, x1(t) = ¢,(0.851) cos(2.288t) + c;(0.851) sin(2.288t) +

¢5(0.526) cos(2.746t) + ¢4(0.526) sin(2.746¢)

)
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x2(t) = ~¢1(0.526) cos(2.288¢)
—¢3(0.526) 5in(2.288t) + ¢3(0.851) cos(2.746t)
+ ¢4(0.851) sin(2.746t)

Usemos el software Geogebra para graficar x, (t) para diferentes valores

de Cy,C7,C3,C4.

Figura 12: Modelo para 2 pisos.

Gréfica de x3(t) = ¢,(0.851) cos(2.288t) + ¢,(0.851) sin(2.288¢) +
¢3(0.526) cos(2.746t) + ¢,(0.526) sin(2.746t) para diferentes valores de

€1,€2,C3 Y €4, generado con el software Geogebra.

De la gréfica 12 se observa que el sistema no forzado se mantiene estable.
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5.2. Forma matricial del modelo-no forzado

_El sistema en (6) se puede expresar en forma matricial

X4 (t) my O e 0

xy =20 ), m=| I O
X () 0 0 - my,
"“(ko + kl) k1 0 0 = 0 0
kl _(ko + kl) kz O “..- 0 0
K= 0 k; —(ko + k) k3 0 0
0 0 0 0 kp1kny

El sistema (6) se puede escribir como
MX" =KX (8)

A las matrices M y K se les llama matriz de masa y matriz de rigidez del

edificio, respectivamente.

La matriz M es inversible con inversa .

m;l 0 e 0
ye| 0 m?l 0
oo e

Aplicando [a matriz inversa en (8) se tiene el sistema
X" =AX

‘Donde A= M"'K. Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de

segundo orden no homogéneo.

Los valores propios de A indican la estabilidad del edificio durante un
terremoto. Son negativos y diferentes. Las frecuencias naturales de! edificio

son las raices cuadradas de valores propios, pero negativos. En otras

palabras, si 4; es el i-ésimo valor propio de 4, entonces w; = J—2;eslai-

%

ésima frecuencia.
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Durante un terremoto, se aplica una gran fuerza horizontal a la planta baja.
Si esta fuerza es de naturaleza oscilatoria, como por ejemplo F(t) =
G cosyt donde G es una matriz columna de constantes, se desarrollarian
grandes desplazamientos en el edificio, en especial si la frecuencia y de la

fuerza F se aproxima a una de las fuerzas naturales w; del edificio.

5.3. Modelo para un édificio de 10 pisos

Supongamos que tenemos un edificio de 10 pisos, y que cada piso tiene

10,000 kg de masa y el valor de cada k; es de 5000 kg/s?.
De los datos se tiene: |
m; = 10,000 kg de masa paratodoi=1,..,10
k; = 5,000 kg/s? para todo.i =1,..,10
Reemplaz'amos Ibé valores en el modelo se tiene
10,000x]’ = 5,000x, + 5,000(x; — x,)
Es decir, tenemos la primefa ecuacién
x; = 0.5x,

Similarmente, tenemos la segunda ecuacion

x5 =0.5x; — x5, + 0.5x5
La tercera ecuacién es

) = 0.5%; — x5+ 0.5%,
La décima ecuacion es

X170 = 0.5x9 — 0.5x4

Es decir, tenemos el sistema
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xi' = O.SXZ
x3 =0.5x; —x; + 0.5x5
x§ = 0.5x; — x5 + 0.5x,

5_’0 = O.ng - 0.5x10

"En este caso se tiene un sistema de 10 x 10. Como se muestra en Zill,

(2002) La matriz de los coeficientes es

(-1 050 0 0 0 0 0 0 0
05-1050 0 0 0 0 0 0
0 05-1050 0 0 0 0 0
0 0 05-1050 0 0 0 0

|0 0 005-1050 0 0 0

A6 0 0 0 05-1050 0 o
0 000 0 0 05-1050 0
0 0 0 0 0 0 05-105 0
0 0 0 0 0 0 0 05-1 05
0 0 0 0 0 0 0 0 05-05

Usando el software Mathcad calculamos los valores propios de A
obteniendo la tabla 2. '

Tabla 2:
Valores propios de la matriz A

eigenvals(A) =

Tabla generada por el software Mathcad
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Luego, calculamos los periodos y las frecuencias usando el Excel y
obtenemos la siguiente tabla.
Tabia 3: ‘

Periodos y frecuencias del sistema de ecuaciones para un edificio de 10
pisos :

-1.959! -1.86 -1.623! —1.365! -1.075) -0.777! -05 -0.2671 -0.089 -0.011

: ,
i ! 1.400 1.364 1.274 1.168 1.037! 0.881! 0.707 0.517 0.315 (.105

i
: i 7
l T; r 4.439 4. BOTE 4.932 5.378; G.OGOE 7.128! 8. 8861? 12.160{ 19.969; 59.908

Tabla generada con Excel.

En la tabla 3, en el tercer renglén se puede observar que el edificio no
parece correr peligro alguno de desarrollar resonancia, durante un

terremoto normal, cuyo periodo suele ser de 2 a 3 segundos.

Ahora, en el mismo ejemplo, supongamos que.la matriz de rigidez K se

multiplica por un factor igual a 10. En este caso la matriz de coeficientes del

sistema es

(<1050 0 0 0 0 0 0 0 )
los5-1050 0 0 0 0 0 0

0 05-1050 0 0 0 0 0

0 0 05-1050 0 0 0 0

Algd 00 0051050 0 0 o
0 0 0 0 05-1050 0 0

0 0 0 0 0 05-1050 0

0 0 0 0 0 0 05-105 0

0 0 0 0 0 0 0 05-1 05
0 0 0 0 0 0 0 0 05-05)

Los valores propios de A se muestran en la tabla 4.
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Tabla 4

Valores propios de la matriz 10A _

Tabla generéda por el software Mathcad.

-2.669

-0.99

-0.112

-7.775.

-10.747

-13.653

77]-16.235

‘55';; -18.262

Los periodos y frecuencias correspondientes se presentan en la tabla 6.

Tabla 5:

Periodos y Frecuencias de la matriz 10A

4

- 18.6!

]

1 -19.59 -16.23 -13.65! . -10.75 =775 -2.67 -0.99! ~-011
| o 4.426 4.313] __4.029 3.695 3.279 2.784 Z.BSI 1.634 0.995  0.332
| : o

i Ti 1.420: 1.457£ 1560; 170 1.9151 2.257 2.810 3.845 6.315] 18.945

Tabla Generada con Excel.

De igual modo se puede observar de las frecuencias en el Gltimo renglén

de la tabla 6, que el edificiqi se mantiene estable en'ios primeros 2 0 3

segundos que normalmente dura en terremoto. Para una mejor

visualizacién presentamos el modelo de un edificio de dos pisos.
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5.4.

Formulacién del modelo forzado

Si ademas interviene una fuerza externa se tiene un sistema mecanico
masa resorte con respuesta forzada que corresponde a una ecuacion

diferencial no homogénea de segundo orden.
X" =AX+F(t)
Donde F(t) es la fuerza ejercida por el movimiento sismico.

Para un edificio de un solo piso el modele no amortiguado forzado es de

la forma
mx" + kx = F(t)
Si F(t) = F constante, se tiene la ecuacion
mi” + kx = F
Usando el software Mathcad para m=1,k=0.5 F(t) =1 se tiene el
siguiente formato
X1

S
I EGORTOY S

S1 = rkfixed [(UOO) ,0,10,100, D]

i=0 ...Iast(Sl(O))

Con estos datos tenemos la siguiente grafica que nos muestra una
oscilacién constante que es irreal puesto que los terremotos no son con
fuerza constante. En este caso b(t) =0 pues no se considera

amortiguamiento.

58



4 6
(s19)

0

Figura13. Comportamiento de! edificio de un piso cuando la fuerza

s constante. Elaboracién propia usando el software Mathcad.

En la figura 14 tenemos el comportamiento de! sistema mecanico para un

piso si la fuerza es decreciente en forma lineal, es decir, F(t)'= 1-t;ysila

fuerza es senoidal que es la fuerza de un terremoto normal, F(t) = cos 3t

(s29), (@), (6@,

memem fuerza constante
e fierza decreciente
e fiferza sencidat

Figura 14. Comportamiento del edificio cuando la fuerza es constante,

decreciente y senoidal.
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VL.

Discusion de resultados

6.1. Contrastacion de la hipotesis.

La accién de los terremotos sobre edificios de varios pisos tiene el mismo
comportamiento que un sistema mecanico masa-resorte.

La accion de los terremotos sobre un edificio de varios pisos se modela
haciendo uso de un sistema de écuaciones de segundo orden.

En forma Matricial el sistema es de la forma
X" =AX

En este caso no hay fuerza externa.

6.2. Sistema no amortiguado forzado

Si ademas interviene una fuérza externa se tiene un-sistema mecanico

masa resorte con respuesta forzada que corresponde a una ecuacién

~ diferencial no homogénea de segundo orden.

X" =AX + F(t)
Donde F(t) es la fuerza ejercida por el movimiento sismico. -

El Modelo propuesto se puede resolver calculando los valores propios,
que sonnegativos y las frecuencias respectivas como se muestra en el

modelo de dos'y diez pisos.
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Conclusiones

Se ha elaborado el modelo matematico que describe la accion de los terremotos
sobre edificios de varios pisos, haciendo uso de un sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden, con lo que se acepta la hipétesis de la

investigacion.

Se observa la gran utilidad de los sistemas de ecuaciones diferenciales de
segundo orden para modelar y explicar la accién de los terremotos tan igual

como se usa para un sistema mecanico masa resorte.
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Recomendaciones

Se recomienda seguir investigando en este tema de manera multidisciplinar, a
fin de enriquecer la investigacion para pasar por ejemplo a la simulacién que es
un tipo de aplicacion mas tecnico que requiere de un especialista en

programacioén y ademas la adquisicién de softwares y equipos de simulacion.
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Anexos
Anexo 1.
Ejemplos de aplicacién del método de variacion de parametros.

Ejerhplo 1. Resolver la ecuaciéon (1 — x?)y"” — 2xy’ = 2x,—1 < x < 1; sabiendo

que y; = 1 es una solucién de la ecuacién homogénea asociada.

Paso 1: Colocamos la ecuacion en su forma normal

2x _ 2x
1—x27 T 1—x2

L

y—

Paso 2: Resolvemos la homogénea asociada sabiendo que y, = 1 es solucién,

necesitamos hallar y,

‘e-fal(x)dx
Y2 = ylf—dx

(y_1)2
2x
_fe‘fﬁdxd _f dx _1l 1+x
Y2 = 1 x= 1—x2_2n1—x
Luego
+ x
yh=c1+c21n1_x, ¢y, Cz constantes

Paso 3: Ahora hallamos y,

1+x
1—x

v = (1) +cyIn

Ahora ¢y, c; son parametros a determinar y satisfacen el sistema algebraico:

{C’m +cy,= 0
1y + ¥y = h(x)

Es decir
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1+x)__ 0
1—-x/

, o, 2 2x
61(0)-"62 (l—xz) 1«2

c(D+ ¢ (ln

Resolviendo el sistema se tiene

1+x
|0 I .
2x 2 2x 1+x
C{ — 1—x2 1"j‘x2 = . 1—x2 nI:-_J; = —x ]nl + X
Lrx L T 1=x
1 In — -
5
1i-x2
Luego, integrando se tiene
' 1+x
€ = —jxln dx
1 —
Integrando por partes:
1+x
u= 1].‘1*1“_—, dv = xdx
dy = 2 _x?
YEIT o 2
x%In 22 2
_ 1-x
T} > +f1 — 27 dx
1+x
| = _xz h_lﬁ'+ x dx
2 1 —x?
x> ln?—i |
- § _1 )
5 + f( + 1= 2 dx
1+x
x1n— 1. 1+4x
= - x—=In
2 2 1-x

Para calcular ¢,

66



Se observa en el sistema que

C; =X
Luego,
2
c2=fxdx=—
Finalmente,
1+x
yp=c1(1)+czln1_
2] Lix 2
_f xing— 1] 1+x W+ X 1 1+x 1l 1+x
Yo = 2 2" —x 2) " 1-x *T2M1—x

La solucién general es

1+ 1. 1+ '
y=a@+en=-x—In T €1,€; constantes

y=c¢(1)+ (Cz - %) ln%—f—z —X, €1, constantes

1+ -
y=¢g)+c, lnri — X, €4,C, constantes

Cuando la ecuacién es con coeficientes constantes la solucion es mas sencilla
ya que no requiere otra condicidn mas que la ecuacion diferencial, como se

muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Hallar la solucién general de 1a ecuacion diferencial

D? =
( +1)y © COsSXx

La ecuacion es equivalente a:
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"4y = 1
y y—COS.x

Paso 1: La ecuacioén ya esta en su forma normal

Paso 2: Resolvemos la homogénea asociada
yH + y —_ 0
El polinomio asociado es r% + 1 = 0, cuyas raices son r = +i. Luego la solucién

de la ecuacion homogénea es

Yn =CiCOSX + ¢y Sinx, ¢q,C; constantes

Paso 3: Sea la solucion particular y, = ¢; cos x + ¢, sinx donde c¢,,c, son ahora
funciones a determinar y son tal que '
c1cosx + ¢cysinx =0

1
ci(—sinx) + cjcosx =
cos x

Paso 4: Resolvemos el sistema algebraico usando la regla de Cramer

0 sinx
- .sin i
¢! = _lcosx cosx — _ __cosx . — sinx
1 cosx sinx 1 COS X
—sinx cosx ‘

Integrando

[ sinxd In( ')
cL=1i— x = in{cosx
1 CcoS X

Ahora obtengamos ¢,

COS X 0
§ ] .
—sinx - .COS X
¢l = _cosxl _ _ cosx =1
2 COS X smx| 1
—sinx cosx

Integrando
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cz=fdx=x

Luego,
¥p = In(cosx). (cosx) + x.sinx
Finalmente, Ié solucién general de la ecuacibn es
Yy = ¢105x + ¢ sinx + In(cos x}. (cosx) + x.sinx, ¢;,c, constantes

La solucion de una ecuacién diferencial de segundo orden es una familia
biparamétrica de curvas las cuales se pueden graficar usando cuaiqwer software

matematico, por ejemplo el GeoGebra.

Figura 15. Curvas solucién de la ecuacion homogénea

Curvas solucién de la ecuacion homogénea y" +y =0, para diferentes
valores de ¢y, ¢, en y = ¢, cosx + ¢, sinx. Fuente. Elaboracion propia con

el software GeoGebra.

P
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Figura 1F6. Solucién particular

Grafica de la solucién particular yp = In(cosx).(cosx) + x.sinx. Fuente,

elaboracién propia haciendo uso del software GeoGebra.

S-Ed-41H - Ik ‘-éﬁ —— -
1 e e
HH m_l, e . S it

" e : b

I .

Figura 17. Solucion tnica.

Grafica de la solucién cuando ¢, = ¢, = 1, y = ¢, cosx + ¢, sinx +

In(cos x) . (cos x) + x. sin x. Fuente: Elaboracién propia usando el Software

GeoGebra.

70

52



Anexo 2
Ejemplo de aplicacion del método coeficientes indeterminados
Ejemplo 3.
Haliar la solucion general de
y'+y=sinx +cosx
(D? + 1)y = sinx + cos x
Paso 1. Resolvemos la ecuacion homogénea y” + y = 0 obteniendo
Yp = €1 C08X + ¢y 8inx, 1, C; constantes
Paso 2. Identificamoé el anulador de sin_x + cosx, el cuales D? + 1.
Paso 3. Aplicando el anulador se tiene
D2+ 1D +1Dy=0
Resolviendo
Yn=c1c08x +cysinx + c3xcosx + ¢cyx sinx
Paso 4. Escogemos y, a partir de ¥, segun lo indicado.y se obtiene
Yp = C3XCOSX + Cuxsinx

Para calcular los coeficientes c¢;,c, calculamos Yo, ¥p Y reemplazamos en la

ecuacion obteniendo

Luego

Vp = —-Ecosx+§sinx
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Luego la solucion general es

yzyh'l'yp

x x
y= cycosx +csinx — Ecosx + Esin X, Cq,C, constantes

Si ademas consideramos las condiciones iniciales y(0) = y'(0) = 0 se tiene la

solucién Unica

1 . x X
y—251n 2co +25mx

Graficando la solucién se tiene

Figura 18. Solucién por el método coeficientes indeterminados.
. .z 1. ' . : . x
Grafica de la curva solucién y = Zsint — = cos x + Zsinx. Fuente: Elaboracion

propia usando el software GeoGebra.

P o
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Anexo 3.
Ejemplo de un problema de valor inicial.
Ejemplo 4. Resolver la ecuacién diferencial
¥ +y' +100.25y = 0
El polinomio asociado es r? +r + 100.25 = 0 cuyas raices son r; = —§+ 10i.

1 . v . x
=== 10i. La solucién de la ecuacion es

y = c¢e”t? cos 10t + c,e"t/? sin 10t

) H W ;:1'i=52' I -
B H N . s rarvr ol
A1 ~-e . ,ﬁ'%t_l’-t; -
1- b H L . : :i -
i H M . :
! 5 F
+q ¥ n "
H 4 __I- P I
: / Nl l
) ;
F i 11.-
E ] S B L
i¥] ¥
E :
411
:
4114
19
EEE
¥k LAz

Figura 19. Solucién de una ecuacién homogénea.

Curva solucion y = c;e %2 cos 10t + c,e /2 sin 10t para ¢, = ~2,¢, = 4. Se
puede observar que a medida que ¢ crece la curva se estabiliza, es decir tiende
a cero.

g
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~ Anexo 4.

Ejemplo 5. Sistema masa-resorte sin friccion.

Suponga que el sisterna masa-resorte tiene dos masas de 1gr. Las constantes
de los resortes son todas 1g/s? encuentre el movimiento resultante si la primera
masa esta inicialmente en posicién de equilibrio con una velocidad de 16 cm/s
hacia ia derecha, mientras que la segunda masa esta inicialmente en reposo en

su posicién de equilibrio. Se supone que la friccion es despreciable.
Sdlucién
De los datos del probk_ama se tiene el sistema
x"+2x—y=0, x(0) =0, | x'(0) = 16.
y'+2y-x=0y0)=0, y(0=0

Resolviendo el sistema por eliminacion como lo muestra (Stephen L. Campbell,

1997), se tiene la solucién

8
x = 8sint + —sinV3t

V3

8
= 8sint — —sin V3t
Y G

U'_sando la forma matricial se tiene
X"\ -2 171¢%
G)=13 36

Calculando los auto valores se tiene i,+/3i que corresponde a la misma solucién.

En el siguiente grafico se presentan las soluciones.

74



o e an o -

15

T . o o

e n e o e o

l..l.l-ll!

X

Fuente:

sin v 3t.

£
V3

8sint —

resorte.

Figura 20. Sistema masa-

sinv3t, y =

£
V3

Elaboracion propia usando el software GeoGebra.

Soluciones del ejemplo 5. x =8sint +
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Ejemplo 6.

Considere el sistema masa resorte con n=2. Donde no hay tercer resorte
conectado a una pared del lado derecho, hacemos k; = 0. Si m; =2,m, =

1,k; = 100, y k, = 50, entonces Ila ecuacion es

(2 O)xr= (7150 50y

0 1 50 =50
- o 2 0 .
Multiplicando por la matriz inversa de (0 1) se tiene
"o__ _75 25
X = ( 50 —so)X

Calculando los valores propios se tiene A, = —25,1, = —100, los vectores
propios correspondientes son v, = (;), v, = (_11)
Luego la solucién general del sistema es

X(t) = (a; cos 5t + by sin 5¢) (%) + (a, cos 10t + b, sin 10¢) (_11)

La solucion representa oscilaciones libres del sistema masa resorte. Estas
describen los dos modos naturales de oscilacién;' en sus dos frecuencias

naturales w; = 5y w, = 10. La solucién se puede expresar de la forma -
_ . N1y 1
X:(t) = (a, cos 5t + b, sin 5¢t) (2) = ¢, cos(5t — a;) (2)
a . by . . . -
Con & = ,/af + bZ,cosa; = C—lly sina, = C—;tlene las ecuaciones componentes

x,(t) = ¢, cos(S5t —ay)
x%3(t) = 2¢; cos{5t — ay)
Similarmente para la solucion

X,(t) = (a, cos 10t + b, sin 10t).(_11) = ¢, cos(10t — a,) (_11)
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Tiene las soluciones componentes escalares

x1(t) = ¢, cos(10t — ;)

%2(t) = —cz cos(10t — a3)

Figura 21. Oscilaciones en la misma direccién.

Oscilaciones en la misma direccién con frecuencna Wy = = 5. Elaboracwn propia
usando el software GeoGebra :
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Figura 22 .Oscitaciones en direccién opuesta.

Oscilaciones en direccion opuesta con frecuencia w, = 10. Elaboracion propia
usando el software Geogebra.
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Matriz de consistencia

Formulacion del problema

Objetivo general

Hipétesis

Metodologia

(;Cém‘d‘ se puede modelar la accién de
los terremotos sobre edificios de varios
pisos usando sistemas de ecuaciones
diferenciales de segundo orden?

‘Modelar la accion de los terremotos
sobre los edificios de varios pisos
usando sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo

orden.

Se puede modelar la accidon de los
terremotos sobre los edificios de varios
pisos usando sistemas de ecuaciones
diferenciales de ségundo orden.
Variable dependiente: accion de. los
terremotos sobre edificios de varios
pisos. '

Variable independiente: Modelamiento
matematico con sistemas de ecuaciones
de segundo orden.

Se trata de una investigacién basica,
por lo que usaremos el método
inductivo deductivo.

Haciendo uso del método deductivo
pondremos énfasis en la teoria de los
sistemas de ecuaciones diferenciales
de segundo orden y en los modelos
mecanicos resore

masa sU

explicacion y abstraccion.

Sub problemas

Objetivos especificos

Hipdtesis especificas

1) ;Como se puede modelar los
sistemas mecdnicos masa- resorte
usando sistemas de ecuaciones de
segurido orden?- '

B ¢Como
mecanicos

se usan los sistemas

masa resorte para
modelar la accién de los terremotos

sobre edificios de varios pisos?

1) Desarrollar la teoria de sistemas de
ecuaciones de segundo_o'r'den ¥
aplicarlo a los sistemas mecanicos
masa rescrte. '

2) Usar los sistemas masa- resorte
para modelar La accion de los
terremotos sobre edificios de varios
pisos. '

1. Los sistemas de ecuaciones de

segundo orden nos permiten
modeiar sistemas mecanicos masa

- resorte.
2. La accién de los terremotos sobre
edificios de varios pisos es sitnilar a

un sistema masa-resorte.

Haciendo uso del método inductivo
inferimos conclusiones de caracter
geheraE, de ese modo haremos una
generalizacién para edificios de n
pisos.
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