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RESUMEN

El presente trabajo investigacion se refiere al estudio del Método de
Subgradiente proyectado no necesariamente diferenciable pero con

restricciones sobre un conjunto convexo.

El método de subgradiente proyectado al igual que otros métodos de
optimizacién consiste en aplicar un algoritmo para dar soluciéon a un

determinado problema de optimizacion convexa no diferenciable.

Este estudio surge ante la escasa bibliografia de este método y por su

importancia en la matematica aplicada.

El presente trabajo de investigacion es de tipo basico, con un disefio no
experimental, se usé el método deductivo- demostrativo y pertenece a la

linea de optimizacion.

El objetivo principal de este trabajo de investigacion es presentar el estudio
del método de subgradiente proyectado para optimizacién convexa no
diferenciable en espacios de Hilbert, que se dividira en tres partes en primer
lugar se presentara las herramientas basicas de espacios de Hilbert en
segundo lugar se presentara los elementos fundamentales de analisis
convexo en espacios de Hilbert y por ultimo se demostrara la convergencia
de la sucesion {x*}, todo este trabajo se realizara de una manera sencilla

para el buen entendimiento del lector interesado.



ABSTRACT

This research paper refers to the study of the Subgradient Method not
necessarily differentiable but with restrictions on a convex set.

The projected subgradient method as well as other optimization methods
consists of applying an algorithm to solve a certain convex optimization
problem that is not distinguishable.

This study arises from the scarce bibliography of this method and its
importance in applied mathematics.

The present research work is of a basic type, with an experimental design
and the deductive-demonstrative method was used and belongs to the line

of optimization.

The main objective of this research work is to present three important parts
for the study of the subgradient method designed for non-differentiable
convex optimization in Hilbert spaces, first the basic tools of spaces of
Hilbert second will be presented the fundamental elements of analysis
convex in spaces of Hilbert and finally will de tested the convergence of the
succession {x*}, all this work will be done in a simple way for the good

understanding of the interested reader.



INTRODUCCION

En 1970 Rockafellar R. da a conocer al mundo una obra muy importante
sobre el estudio analisis convexo, con ella se dio un gran avance en el area

de optimizacion, una rama de la matematica aplicada.

Esta obra dio origen més adelante a los métodos de optimizacion convexa,
métodos que tienen el propdsito de resolver un determinado problema de

optimizacién con algun algoritmo establecido.

El area de optimizacion no seria posible de estudiar si no fuera también por
las contribuciones de Kantorovich y Dantzig quienes con sus estudios en

programacion lineal dieron las bases tedricas a la optimizacion.

En la actualidad existen muchos métodos de optimizacion convexa dentro
de las cuales se tiene a los métodos de optimizacion no diferenciable por
ejemplo el método de la secante, método de subgradiente, métodos
Bundle, entre otros. En este trabajo de investigacion presentaremos el
estudio del método de subgradiente proyectado por sus aplicaciones a la

optimizacién entera y continua.

Para el desarrollo de este trabajo de investigacion en el primer capitulo
realizaremos la formulacion del problema y plantearemos los objetivos de

la investigacion.

En el segundo capitulo nos apoyaremos de referencias bibliogréficas para
construir el marco tedrico el cual consistira en hacer un resumen de las
definiciones béasicas de analisis real, algunas herramientas de espacios de
Hilbert y elementos fundamentales de andlisis convexo, donde las

demostraciones seran en principio, todas ellas referenciadas.

En el tercer capitulo detallaremos las variables de investigacion y la

hipotesis que nos permitiran resolver el problema general.



En el cuarto capitulo se detallara la metodologia de investigacion aplicada
en nuestro trabajo de investigacion, la cual es de tipo basico, con un disefio
no experimental donde se us6 el método deductivo- demostrativo y que

pertenece a la linea de optimizacion.

En el quinto capitulo se detallara los resultados obtenidos en [1] los cuales
son, resultados previos de convergencia y la demostracion del teorema de
convergencia finalmente se resolvera un ejemplo extraido de [10] donde

aplicaremos todo lo estudiado.

Finalmente podemos concluir el estudio del método de subgradiente
proyectado para optimizaciéon convexa no diferenciable en espacios de
Hilbert, el cual puede servir como referencia para futuros trabajos de
investigacion que se puedan realizar, pues hay detalles por explorar, tanto
en el aspecto tedrico como computacional, dado su importancia en los

distintos campos de la ingenieria y economia.



CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcion de larealidad problemética

La optimizacion convexa con el pasar de los afios ha sido tema de estudio
pues en la actualidad se han establecido muchos métodos de optimizacion
convexa para poder resolver diversos problemas de optimizacion. Esto no
implica que cada problema de optimizacién convexa se resuelva con un

determinado método.

Mencionaremos a los métodos de optimizacion convexa diferenciable y los
meétodos de optimizacion convexa no diferenciable, los dos se caracterizan
por emplear un algoritmo para resolver un determinado problema de
optimizacién convexa, la diferencia entre las dos es que los métodos de
optimizacién convexa no diferenciable resultan mas complejos a la hora de
determinar el algoritmo con el cual se dara solucién al problema de
optimizacién, pues presentan mas dificultad que los métodos de
optimizacién convexa diferenciable, es por eso que surge la problematica
de estudiar el método subgradiente proyectado, un método de optimizacién
convexa no diferenciable que necesita de técnicas propias para su

aplicacion.

1.2. Formulacién del problema
1.2.1. Problema General

¢Es posible estudiar el Método de Subgradiente Proyectado para
optimizacion convexa no diferenciable en espacios de Hilbert para

minimizar el modelo dado en (1) y (2) mediante el algoritmo (7) y (8)?



Donde:

Sea H el espacio de Hilbert, R el conjunto de los nimeros reales y C un

subconjunto cerrado y convexo de H, y consideremos una funcién convexa

y continua
fH->R
Minimizar  f(x) (1)
Sujeto a x€e€C (2)

Sea P.:H — C la proyeccion ortogonal sobre C, el algoritmo del
subgradiente proyectado es definido de la siguiente manera: Tomar un

punto inicial arbitrario
x°eH (7)
Dado x*, si 0 € df(x*) entonces finalizar. De lo contrario, tomar u* €

g, f (x*),u* # 0, sea ny, = max{1, |[u*|]} y definir

xk+1 = p, (xk _ %uk) 8)

ng
Donde: d.f (x) es un € —subdiferencial de f en x.
1.2.2. Problemas especificos

e ¢ Es posible presentar herramientas basicas de espacios de Hilbert?
e ¢ Es posible presentar elementos fundamentales de analisis convexo
en espacios de Hilbert?

e ¢ Es posible probar la convergencia de {x*}?
1.3. Objetivos de lainvestigacion

1.3.1. Objetivo general

Estudiar el Método de Subgradiente proyectado para optimizacion convexa
no diferenciales en espacios de Hilbert para minimizar el modelo dado en

(1) y (2) mediante el algoritmo (7) y (8).



1.3.2. Objetivos especificos
e Estudiar algunas herramientas de espacios de Hilbert

e Estudiar elementos fundamentales de andlisis convexo en espacios
de Hilbert

e Determinar la convergencia de {x*}.
1.4. Limitantes de la investigacion

1.4.1. Tebrico

Una de las limitaciones tedricas de este trabajo de investigacion es la poca
bibliografia y los escasos estudios sobre el método de subgradiente
proyectado para optimizaciéon convexa no diferenciable en espacios de
Hilbert.

Ademas, dado que en los cursos presentados en el plan curricular de la
carrera de Mateméatica no se expande los conocimientos sobre
optimizacién, el desarrollo de este trabajo puede ayudarnos a ampliar los

conocimientos de nuestros estudios de pregrado.
1.4.2. Temporal

La presente investigacion se llevo a cabo en un periodo de 3 meses, el cual

estara comprendido del mes de setiembre al mes de noviembre del 2018.
1.4.3. Espacial

La presente investigacion se llevo a cabo en la Universidad Nacional del
Callao, con el apoyo del asesor de tesis y el profesor del ciclo de tesis.
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CAPITULO Il
MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

2.1.1 Internacionales

Loreto (2005) en su tesis “Subgradiente Espectral Proyectado” se propone
una alternativa para resolver el problema dual Lagrangeano al usar
subgradientes con ideas que sustentan el método de gradiente espectral
proyectado dado que con este método se puede predecir un valor optimo,
ademas aporta un novedoso parametro que ha mejorado la velocidad de

convergencia en otro tipo de métodos [9].

Este trabajo de investigacion realiza un estudio del método de subgradiente
espectral proyectado para minimizar sobre convexos con lo cual define
propiedades propias del método en base a la subgradiente, esto nos ayuddé
a tener una vision para hacer nuestro estudio en el método se subgradiente

proyectado.
Nava (2015) en su tesis “Funciones convexas no diferenciables”

Se planteé el objetivo de estudiar diversos métodos (subgradiente, bundle
y métodos con operador préximo) utilizados para resolver problemas de
optimizacién no diferenciable para aplicarlos a diversos problemas y
comparar los resultados con otros meétodos establecidos por el autor,
donde él autor se menciona que la convergencia de todos los métodos
estudiados no depende del punto inicial elegido lo cual resulta mas facil al

momento de aplicarlos a problemas no diferenciable.[11].

Este trabajo de investigacion realizo de manera detallada él estudio de los
métodos de optimizacion no diferenciable lo cual nos da una vision amplia

acerca de como se aplican estos métodos a los problemas y sus diferencias
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las definiciones lemas, teoremas trabajadas por el autor permitird construir

nuestro marco tedrico en funciones convexas no diferenciables.
2.1.2 Nacionales

Navarro (2013) en su tesis “Algunas aplicaciones y extension del método

del subgradiente”

Realizo un estudio del método subgradiente y sus aplicaciones para el caso
irrestricto como para el caso con restricciones tomando en cuenta las
dificultades que pueden ocurrir con el método. Ademas también realiza un

estudio sobre un algoritmo para resolver desigualdades varacionales [12].

Nos apoyaremos de esta tesis por el estudio que realiza el autor al método
de subgradiente para el caso con restricciones (donde tomaremos en

cuenta los resultados de convergencia) y sus aplicaciones.

Borda (2013) en su tesis “Convergencia del Método de punto proximal con

distancia homogénea de orden r en optimizacion convexa’.

Se presenté un nuevo, método de punto proximal basado en nucleo de
orden homogéneos “" donde utiliza una funcién convexa y cerrada,
ademas muestra las propiedades de convergencia del método para una

solucion 6ptima del problema (P),[4].

De este trabajo de investigacion se tomara algunas definiciones de analisis
real y elementos fundamentales de andlisis convexo que el autor menciona
como preliminares para realizar el estudio del método subgradiente

proyectado.

2.2 Marco:
2.2.1 Tebrico

En esta seccion presentaremos definiciones, proposiciones, lemas y

teoremas importantes extraidos de [12].
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» Simbolos y Notaciones

En esta seccidn se presentara la simbologia y notaciones a usar a lo largo

de todo el trabajo.

R™ = {x = (x4, X2, r en., Xp): X; € R, paratodo i, .....,n}

R, . ={x=(xy,x3 e, Xp) €E R™: x; > 0, paratodo i, ....., n}
R,: el conjunto de los nimeros reales no negativos

R, ,: el conjunto de los nimeros reales positivos

k

x¥ - x, denota lim x* = x
k—oo

Vf: el gradiente de f.
B(x,&)={x € R™: ||x — || < €}: la bola abierta de centro x y radio «.

Dado x = (x4, X3, -« ..., X,) € R™, x > 0 significa que x; > 0, para todo i =

1,....,n

V2f(x) denota la matriz hessiana de f en el punto x.

lim infk—>+00f(xk) = Supninszn{f(xk)}

LM supy 4o f (X€) = infpsuppen{f ()}

Dado g:XcR® > R, x € argmax{g(y):y € X},denotada g(x) = g(y),
paratodoy € X.

Dado g:Xc R"-> R, z € argmax{g(y):y € X},denotada g(z) < g(y),
paratodo y € X.

En la siguiente seccion se presentara conceptos basicos para el desarrollo
de la investigacion la cual se dividira de la siguiente manera,
mencionaremos términos basicos de analisis real, herramientas de
espacios de Hilbert, y elementos fundamentales de analisis convexo para

esto nos apoyaremos en [7], [2], [6] y [11], alguno de estos resultados solo

seran referenciados pues el material bibliografico es extenso.
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» Conceptos basicos de andlisis real.

Definicién 2.2.1. Una sucesion de nimeros reales es una funcién x: N —
R.

Escribiremos {x4,..,X,,..}, 0 {x,}nen, O Simplemente {x,,} para indicar a la

sucesion Xx.

Diremos que una sucesion {x,} es limitada, cuando existe M € R tal que

|2, | < M.

Definicion 2.2.2. Diremos que un numero real a es limite de una sucesion
{x,} de nUmeros reales cuando para € > 0 existe un entero n, € N tal que

|x, —a| < €, paratodo n > n,. Denotamos a = lim x,,. Simbolicamente:

n—-oo

limx, =a=Ve>03In, EN;n>ny, = |x, —al <e.

n—co
Teorema 2.2.3. (Unicidad del limite). Si ,{H?o Xp=ay 1{1_1)1010 x, = b, entonces
a=h.

Véase [8], pagina 85

Teorema 2.2.4. Si 111_1){)10 x, = 0y {y,} es una sucesion limitada, entonces

lim x,y, =0
n—->oo

Véase [8], pagina 156

Teorema 2.2.5. Si lim x,, = ay lim y, = b, entonces
n—>oo

n—-oo

1.limx, +y,=a+b
n—-oo

2. lim x,y, = ab
n—-oo

3. lim (x—”)z(%),sib;to.

n—oo \Yn
Véase [8], pagina 90

Corolario 2.2.6. Sean {x,} y {y,,} dos sucesiones convergentes. Si x,<y,

para todo n € N, entonces,

14



lim x,, < lim y,
n—>oo n—->oo
Véase [8], pagina 92

Definicion 2.2.7. Sea una sucesion x, limitada superiormente y tomemos

M,, = sup {x,, Xp+1, .- }- Si {M,,} converge, definimos el limite superior

lim supx, = lim M,,.

n—-oo n—oo
Definicién 2.2.8. Sea una sucesion x,, limitada superiormente y tomemos
m, = inf{x,, xp4+1, ... }. Si {m,} converge, definimos el limite inferior

lim infx, = lim m,

n—oo n—oo
Sea {x,} una sucesién limitada; digamos con a < x,, <  para todo n € N.
Escribiendo X,, = {x,,, X441, .- }, tenemos

[@,B] 2 X; 02X, 2.2 X, D
Para a, = infX, y b, = supX,, , obtenemos:
a<a;<a,<<a,<<b, < <b,<bh <§.
Por lo tanto existen los siguientes limites:
lima,, = supa, = sup,infX,.
limb,, = infb,, = inf,supX,.
Tambien se puede notar
suppinfX, < inf,supX,

Teorema 2.2.9. Si {x,,} es una sucesién convergente de nimeros reales,

entonces lim infx, = lim sup x,
n—->oo

n—-oo
Véase [8], pagina 148

Teorema 2.2.10. Sean {x,} y {y,} dos sucesiones limitadas de niumeros

reales, entonces las siguientes relaciones son validas.

1. lim infx, < lim sup x,

n—-oo n—-oo

15



2. lim infx, + lim infy, < lim inf(x, + y,)
3. lim sup(x, + y,) < lim supx, + lim supy,
n—-oco n—-oo n—oo
4. Si x, < y, paratodo n € N, entonces lim supx, < lim sup y,
n—->oo n—->oo

Véase [3], pagina 148.
Teorema 2.2.11. Sea ),;_,a, a, = 0, una serie convergente, entonces

lim a, = 0.

n—-oo
Véase [8], pagina 106.
= |imite de funciones

Definicion 2.2.12. Diremos que un numero real L es el limite de f cuando

x tiende para a denotado por lim f(x) = L, si para cada € > 0 existe un § >
x—-a
0,talque |f(x) —L| < ecuando 0 < |x —al| < 6.
Teorema 2.2.13. (Teorema del Sandwich). Sean X c Ry f,g,h: X - R.
Si para todo x€ X, x#a tal que f(x)<gx)<hx) Yy
lim f(x) =lim g(x) = L,
x—a x—a
Entonces
lim h(x) = L.
xX—a
Véase [8], pagina 155.
*» Funciones derivables en un intervalo

Teorema 2.2.14. (Teorema del valor medio). Si f: [a, b] — R es continua, y

derivable en (a,b), entonces existe c € (a, b) tal que

fb) - f(@)

[ ===

Véase [8], pagina 213.

16



» Herramientas de espacios de Hilbert.
v' Métricas y normas

Definicion 2.2.15. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica o distancia

sobre X es una funcién d: X x X - R™ tal que para todo x,y € X se cumple
idx,y)=0=x=y
ii.d(x,y) =d(y,x)
ii.d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),vz € X (desigualdad triangular)

A un par (X,d) con X un conjunto no vacio y d una métrica en X, se le

denomina espacio métrico.
Definicion 2.2.16. Sea K un cuerpo. La norma en K es una aplicacion:
Il K — R*
que satisface las siguientes condiciones: V x,y € K
x| =0=x=0
il - yll = llxIl - Iyl
i [l + yll < x|l + [yl (desigualdad triangular)

Definicién 2.2.17. Diremos que una distancia d estd inducida por una

norma ||-|| si:  d(x,y) = llx =yl vx,y €K

Definicion 2.2.18. Una norma se dice no arquimediana, si para todo x,y €

K satisface ademas la siguiente condicion adicional:
iv. lx + yll < max{llx|l; Iy} (desigualdad triangular fuerte)

Al cumplirse solo las tres primeras condiciones diremos que la norma es

arquimediana.

Definicion 2.2.19. Una métrica en un conjunto X se dice no arquimediana
Si
d(x,y) < max{d(x,z),d(zy)} vx,y,z€X
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En particular, una métrica sobre un cuerpo K es no arquimediana si esta

inducida por una norma no arquimediana.
» Elementos fundamentales de analisis convexo
Definicion 2.2.20. Sea C € R" y K € R™ entonces
Un subconjunto C es llamado convexosiVx.y €C, yvVt € [0,1]
tx+(1—-t)y ecC.

Definicién 2.2.21. Dado un conjunto C € R™. Se dice que x es una
combinacion convexa de elementos de C si existen; p € N, {ti}f=1 c[01]y

{x;}}_, c C tales que :
Yt =x¥ =1

Definicion 2.2.22. Dado un conjunto C € R™ no vacio, diremos que la
capsula convexa de C, la cual se denotard como C,(C), es la interseccion

de todos los conjuntos convexos que contiene a C.

Observacion 2.2.23. La capsula convexa C,(C) de un conjunto convexo C
es también convexa. Mas auln, la capsula convexa de un conjunto C, es el

menor conjunto convexo que contiene a C.
Definicion 2.2.24. Los hiperplanos son conjunto definidos mediante:
S={xe R"/PT,x=a}

Donde p es un vector no nulo de R" y a € R™. Empleando la definicion de
conjunto convexo, se demuestra facilmente que S es un conjunto convexo.
Tomando x,y € S, por la definicién de S, se obtiene que p".x =a y pl.y =

a. Para cualquier 1 € [0,1], se obtiene:
plax+ (@A —-Dyl=2apT.x+@Q-Dpl.y=a+(1-Da=«a

Definicion 2.2.25. Un conjunto C no vacio es un cono si x € C implica que
ax € C paratodo a > 0. Si ademas, C es convexo, se dice que es un cono

convexo.
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Definicion 2.2.26. Sea C < R™ un conjunto convexoy x € C. El cono normal
(cono de direcciones normales) en el punto x en relacién al conjunto C es

dado por:
Ne(x)={de R"/ (d,x—x)<Vx €C}
Conos asintoéticos

Teorema 2.2.27. Sea C c R™ no vacio, convexo y cerrado, entonces:

C.(a)=C,(b), Va,beC
Ademas, C, =C,(a)=C,(b) es cerrado.

Véase [5], pagina 10.

Proposiciéon 2.2.28. Sea ¢ c R™ no vacio, convexo y cerrado, entonces C

es acotado, si y sélo si, C,(a) = {0}.
Véase [5], pagina 10.
» Funciones convexas y asintoticas

Definicién 2.2.29. Sea f:R" - R es propia, un funcién de valores

entendidos, definimos al dominio efectivo de f, denotado por domf, a
domf ={x € R™ f(x) < +o0.}
Definicion 2.2.30. f: R™ — R es propia Si
Ndomf + @,
iiVx € domf, f(x) < —oo
Definicién 2.2.31. Una funcion f: R"® — R es llamada convexa si
flax+ (1 —-a)y<af(x)+ (1 —-a)f(y),Vx,y ER*"Va € [0,1].

Se dice que f es estrictamente convexa cuando la desigualdad es estricta

Vx,y € R",

Tal que x #y.
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Se dice que f es fuertemente convexa con médulo y >0, si: V x,y €
R%,yvA €(01),fAx+(1-Dy) < Af()+(1A—- DY) —va(l -
a)llx = yll?

Se nota que una funcion fuertemente convexa es estrictamente convexay

una funcién estrictamente convexa es convexa.
Definicion 2.2.32. f:R™ - R es semicontinua inferior (sci) si V {x*} ¢ R®
tal que lim x* = x se tiene que
f() < lim £(x)
Definicion 2.2.33. f es llamado cerrado si es sci.

Definicién 2.2.34. X c R", X # @, definimos la funcion indicatriz de X como

_( 0sixeX
5(x/X)_{+oo six & X.

Definiciéon 2.2.35. El conjunto de nivel de una funcién f: R"™ - R es dado por
Lr(@) = {x ER"/ f(x) < a}
Definicion 2.2.36 El epigrafo de una funcién f:R™ - R, es el conjunto
epi(f) ={(x,1) € R" xR/ f(x) <1}

Teorema 2.2.37. Sea f:R™ - R una funcién, los siguientes enunciados

son equivalentes:

I) f essci,

i) epi(f) es cerrado,

iii) Ls (a) es cerrado Va € R.
Véase [5], pagina 16.

Proposicion 2.2.38. Sea f:R"™ -» R convexa propia sci y a € dom(f),

entonces

fla+kd) —f(a)
k

foo (d) = SUPk>o
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lim f(a+kjlc)—f(a)

k— oo

iy [tk
k—o0 k

Véase [5], pagina 24.
= Conjugacién y sub-diferencial

Definicién 2.2.39. Sea f:R™ - R se llama conjugacién (en el sentido

Fenchel) a la funcién siguiente:
fr(x") = supxeaoms [(x, x*) — f ()]
donde x* € R™.

Teorema 2.2.40. Sea f una funcién convexa propia, y sci, entonces f*es

convexa propia y sci. Ademas f** = f.
Véase [5], pagina 36.

Definicion 2.2.41. La funcién conjugacion de la funcién indicatriz de C, es

llamada funcion soporte de C. S e tiene entonces
8" (x"|C) = supxecl{x, x™) = §(x]C)] = supxecx, x*).

Sea C un conjunto no vacio, se llama cono barrera de C al conjunto K

definido por
K = {x":6"(x"|C)< 40} = dom{5*(.|C)}.

Proposicion 2.2.42. Sea una funcion convexa y sci, entonces f,, es la

funcion soporte del dom(f™), es decir,
feo(d) = 87 (d|dom(f™))
Véase [5], pagina 44.

Definicion 2.2.43. Sea f: R — R una funcién convexa. Diremos que y € R"

es un subgradiente de f en el punto x € R" si

f@)=zfx)+(y,z—x),VzeR"
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E | conjunto de todos los subgradientes de f en x, se llama subdiferencial

de fenx
Y lo denotamos por daf (x).

Proposicién 2.2.44. Sea f una funcion convexa propia, y a € dom(f),

entonces,
df (a) # @, siy sol6 si, a € int(dom(f))
Véase [5], pagina 46.

Definicion 2.2.45. Sea f: R™ - R una funcién convexa, £ > 0, diremos que

y € R" esun
& —subgradiente de f en el punto x € R" cuando:
f2)=fx)—(y,z—x)—¢gVzeER"

Al conjunto de todos los € —subgradiente de fen x denotado por d.f (x), se

llama & —subgradiente de f en x.
Observacion 2.2.46. 0 € d.f (x), Si solo si, f(x) < inf,egnf(x) + E.

Definicion 2.2.47. Se denomina vector gradiente al vector de derivadas

parciales y se le denota por:

r_(9f  §9f of
Ve = T (@ 5@, T (@)

Teorema 2.2.48. (Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker)

Si x* es un minimo local regular del problema (pd), f vy g;, i € [(x*), son
diferenciables en x* y g;, i € I(x*), son continuas en x*, entonces existen

Unicos A;" € R, paratodo i € I(x*), tal que

VF(x") + ZieroemAi Vgi(x*) = 0
A" =0, paratodoi € I(x*).

Véase [13], pagina 76.
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» Teorema de la Proyeccion

El teorema de la proyeccidon da condiciones suficientes para garantizar la

existencia de una minima distancia de un punto a un conjunto dado.

Definicion 2.2.49. Sea C un subconjunto de R™ y y & C, decimos que

P:(¥) € C es la proyeccion de y sobre C si P-(y) resuelve el problema de
min{||y — x||: x € C}.
Esta ultima condicién también puede ser denotada por:

Pc(y) € argmin{||y — x||: x € C}

Teorema 2.2.50. Sea € < R™ un conjunto convexo no vacio. Dado y € C,

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) P-(y) € C y P:(¥) es la proyeccién de y sobre C.

b) P-(y) € C verifica(y — Pc(y¥),x — Pc(¥)) < 0, paratodo x € C.
Véase [13], pagina 114.

Teorema 2.2.51. (De la proyeccidn) Sea € ¢ R™ un conjunto convexo no
vacio y cerrado. y ¢ C, entonces existe una uUnica proyeccion P.(y) de ¥y

sobre C.
Véase [13], pagina 115.

En esta seccidon daremos a conocer proposiciones lemas y teoremas que
nos permitiran estudiar el método de subgradiente proyectado y también de
analizar la convergencia de la sucesion para lo cual nos apoyaremos de [1]
Alber, Y. lusem, A., Solodov, M. (1998).

Definicion 2.2.52. Sea H un espacio de Hilberty IV un subconjunto no vacio
de H. Se dice que una secuencia {x*} c H es cuasi-Fejer convergente en

V si para todo ¥ €V existe k>0 y una secuencia {5} c R tal que
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Y% 00k <oy |lx*tt — x| < ||Ix*¥ — x||? + &, paratodok > k. Esta definicion

se origina en (18) y ha sido elaborada en (9).

» Enunciado del algoritmo y discusion de resultados

relacionados

Sea H el espacio de Hilbert, R el conjunto de los nimeros reales y C un
subconjunto cerrado y convexo de H, y consideremos una funcion convexa

y continua
f:H-R
El problema que nos planteamos es:
Minimizar  f(x) (1)
Sujeto a x€C 2

Enla funcién f: H - R, asumimos que f es de valor finito para cada x € H,
para cada € > 0 el e-subdiferencial de f en x es el conjunto d, f (x) definido

por

f)={n€eH:f(y)—f(x) ={w,y —x) — & paratodoy € H} 3)

Asumimos que d.f es acotado sobre conjuntos acotados, es decir

U,ep 0:f (x) es acotado para algun subconjunto acotado B € H.

Tome una sucesion {a; } de nimeros reales no negativos que satisfacen

D=0 X = © (4)

D=0 X < © %)

Y una sucesion no creciente de numeros reales no negativos {¢,} tal que

existe u > 0 que satisface

& < uag (6)
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= Definicion del algoritmo

Sea P.: H — C la proyeccion ortogonal sobre C, el algoritmo es definido de

la siguiente manera

x°€eH (7)
Paso iterativo
Dado x*, si 0€df(x*) entonces pare. De lo contrario, tomar u* €

g, f (), uk # 0, sea ny = max{1, [u¥||} y definir

x**1 = p, (xk — Z—:u") (8)

Donde «; y ¢, satisfacen las ecuaciones (4)-(6)

Ademas una sucesién no decreciente de nimeros reales no negativos {¢;}

tal que existe u > 0 satisfaciendo ¢, < pay.
» Analisis de la convergencia
Las proposiciones 1y 2 garantizan la convergencia de la sucesion {x*}

Proposicion 1. Si {x} es quasi-Féjer convergente en V, entonces:

1. {x¥} es acotado

2.{||xk —>‘<||2} converge para todo % € V, donde V es un subconjunto, no

vacio, de H.

3. Si todos los puntos de acumulacion débiles de {xX} pertenecen a V
entonces {x*} es débilmente convergente, esto es, tiene un Unico punto de

acumulacion.
Véase, pagina 33.

Proposiciéon 2. Sea {a;} y {Bx} € R. Asumir que «a;, = 0 para todo k > 0,

Y o = 0, Y% . fr <0,y existe k > 0 tal B, = 0 para k > k.Entonces:

i) Existe una subsucesion {8y} de {8} tal que Lim iy = 0
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i) Si, adicionalmente, existe 8 > 0 tal que By;1 — Bk < By, para todo k
entonces 111_{210 Bk = 0.

Véase, pagina 36.

Proposiciéon 3

DIIPcy) —Pc@I <lly—zI, Vy,z€eH
i)(y—y,y—P:()=0VyeHVyeC

Véase, pagina 39.

Lemal

Si el algoritmo genera una sucesion infinita y existe ¥ € C y k > 0 tal que
f(®) < f(x*), Vv k >k, entonces

i) {x*} es cuasi-Fejér convergente a L(%).

i) {f(x*)} es convergente y lim f(x®) = f(%

i) La sucesion {x*} es débilmente convergente a algin x € L(¥)
Véase, pagina 41.

Teorema

i) Si las ecuaciones (7) y (8) del algoritmo generan una sucesion infinita,

entonces
lim inff(x*) = infyecf (%)

i) Si el conjunto S*, de soluciones del problema (1) y (2) es no vacio,
entonces 0 el algoritmo dado por (7) y (8) finaliza en alguna iteracion k, en
este caso x* € §*, 6 el algoritmo genera una sucesion infinita {x*} que

converge débilmente para algun x € S™.
iii) Si $* = @, conjunto vacio, entonces {x*} no acotado.

Véase, pagina 48.
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2.3 Definicion de términos basicos

A continuacibn daremos algunas definiciones que nos ayudara a

fundamentar la investigacion

Optimizacion.-Optimizacion matematica (o bien, optimizacion o
programacion matematica) es la seleccion del mejor elemento (con
respecto a algun criterio) de un conjunto de elementos disponibles. En el
caso mas simple, un problema de optimizacion consiste en maximizar o
minimizar una funcion real eligiendo sisteméaticamente valores de entrada

(tomados de un conjunto permitido) y computando el valor de funcién.

Método de subgradiente.-el método de optimizacion subgradiente es un
procedimiento iterativo que puede ser usado para resolver el problema de
maximizar (minimizar) una funcibn cbéncava no necesariamente
diferenciable. En analogia con el clasico método del gradiente para
funciones diferenciables, se define del método subgradiente para el caso

convexo.

Paso 1 Iniciamos con un punto x, € R™ y elegimos una sucesiéon de pasos

dados por nimeros positivos
(i) Zo-
Paso 2

Construimos la sucesion  x,,q = xx — xSk, con s, € df(x,), que

eventualmente converge a la solucion 6ptima del problema PCI.

Calculamos un subgradiente s, .1 € df (xx41), Si Sx4+1 = 0 paramos, x;,, €s

el optimo.
Caso contrario.
Paso 3

Proseguimos con el paso 2 hasta cumplirse una condiciébn de parada

establecida.
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Algoritmo.- Es un conjunto prescrito de instrucciones o reglas bien
definidas, ordenadas vy finitas que permite realizar una actividad mediante
pasos sucesivos que no generen dudas a quien deba realizar dicha
actividad. Dados un estado inicial y una entrada, siguiendo los pasos

sucesivos se llega a un estado final y se obtiene una solucién.

Iteracion.-Una iteracion es el acto de repetir un proceso con el objetivo de
alcanzar una meta deseada, objetivo o resultado. Cada repeticion del
proceso también se le denomina una “iteracion”, y los resultados de una

iteracion se utilizan como punto de partida para la siguiente iteracion.

Implementacion de un algoritmo.-Implementar un algoritmo significa
traducir el algoritmo a un lenguaje de programacién de tal modo que sea
interpretado por dicho lenguaje al momento de su ejecucion.

Convergencia.-Se entiende por convergencia de un método numérico a la
garantia de que, al realizar un buen nimero de repeticiones (iteraciones),
las aproximaciones obtenidas terminan por acercarse cada vez mas al

verdadero valor buscado.
Solucién 6ptima.-Es la mejor solucion de un problema propuesto

Espacios de Hilbert.-es una generalizacién del concepto de espacio
euclidiano. Esta generalizacion permite que nociones Yy técnicas
algebraicas y geométricas aplicables a espacios de dimension dos y tres
se extiendan a espacios de dimensién arbitraria, incluyendo a espacios de
dimensién finita. Ejemplos de tales nociones y técnicas son la de angulo
entre vectores, ortogonalidad de vectores, el teorema de Pitagoras,
proyeccion ortogonal, distancia entre vectores y convergencia de una

sucesion.
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CAPITULO 1l
HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 Hipotesis
3.1.1. Capitulos fuera de variables (cualitativo)
Hipotesis general

Si es posible presentar el Método de subgradiente proyectado para

funciones convexas no diferenciales en espacios de Hilbert para
Minimizar f(x) (1)
Sujetoa. x € C. (2)
Mediante el algoritmo dado en (7) y (8).

Hipodtesis especificas

o Si es posible presentar algunas herramientas de espacios de Hilbert.
o Si es posible presentar elementos fundamentales de analisis
convexo en espacios de Hilbert.

o Si es posible probar la convergencia {x*}.
3.2 Operacionalizacion de variables

La variable de la investigacién es el método de subgradiente proyectado
para optimizacion convexa no diferenciable en espacios de Hilbert.

Variable Dimensiones Indicadores

Herramientas de espacios | Definir una funciéon convexa vy

Método de | de Hilbert. continua, f:H - R.
subgradiente

proyectado para | Elementos fundamentales | Minimizar el modelo dado en (1)
optimizacion de andlisis convexo en |y (2) mediante el algoritmo (7) y
convexa no | espacios de Hilbert. (8).

diferenciable X - .
{x*} Es una sucesion cuasi-

Convergencia de {x"}. fejer convergente.
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CAPITULO IV
METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

4.1 tipo y disefio de la investigacion

Segun Valderrama (2013) el presente trabajo de investigacion es de tipo
Bésica, Pura o fundamental porque esta destinada a aportar conocimientos
cientificos a la linea de optimizacibn matematica, y no produce

necesariamente resultados de utilidad practica inmediata [12].

Segun Mertens (2005) el presente trabajo de investigacién posee un disefio
no experimental, pues es resulta complejo manipular las variables que

presenta [9].

El método a utilizar en este trabajo de investigacion es de tipo deductivo-
demostrativo, pues nos apoyaremos de axiomas y definiciones para
estudiar el método subgradiente proyectado de una manera didactica, que

servird de motivacion para la linea de optimizacion.
El presente trabajo de investigacion se desarrollara de la siguiente manera:

En primer lugar, estudiaremos algunas herramientas de espacios de
Hilbert.

En segundo lugar, estudiaremos elementos fundamentales de analisis

convexo en espacios de Hilbert

Seguidamente, determinaremos la convergencia de la sucesion {x*}, con

las condiciones establecidas del método subgradiente proyectado.

Finalmente mediante un ejemplo explicativo verificaremos todo lo antes

estudiado.
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4.2 Poblacion y muestra

La abstraccion del trabajo realizar nos indica que no existe poblacion y
muestra que estudiar, sin embargo, nuestro estudio se desarrolla en un
espacio de Hilbert H.

4.3 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la
informacion documental

Para la realizacion del presente trabajo se utilizo la técnica de lectura

analitica, con el proposito de comprender e interpretar los resultados

encontrados en los libros, articulos, revistas, etc.

También se hizo la recopilacion de investigaciones relacionadas a
optimizacién, obtenidos de repositorio de la Universidad mayor de San
Marcos, repositorio de la Universidad nacional del Callao, repositorio de la
Universidad Simoén Bolivar, repositorio de la Universidad autonoma
metropolitana.

4.4 Teécnicas e instrumentos para la recoleccion de la
informacion de campo

El presente trabajo de investigacibn no requiere técnicas para la

recoleccion de la informacion de campo.
4.5 Analisis y procesamiento de datos

El presente trabajo de investigacion no requiere de analisis y

procesamiento de datos pues es de naturaleza no experimental.
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CAPITULO V
RESULTADOS

En este capitulo presentaremos los resultados obtenidos en [1], en el cual
detallaremos los resultados previos de convergencia y también la
demostracion del teorema de convergencia, ambos resultados seran
necesarios para el estudio del método de subgradiente proyectado,
finalmente se desarrollard un ejemplo extraido de [10] en donde

aplicaremos todo lo investigado.
Para tal estudio partimos de lo siguiente:

Sea H el espacio de Hilbert, R el conjunto de los nimeros reales y C un
subconjunto cerrado y convexo de H, y consideremos una funcion convexa

y continua
f:H->R
El problema que nos planteamos es:
Minimizar  f(x) Q)
Sujeto a x€C 2

Sea P.:H — C la proyeccion ortogonal sobre C, el algoritmo del
subgradiente proyectado es definido de la siguiente manera: Tomar un

punto inicial arbitrario
x°€eH (7)
Dado x*, si 0 € df(x*) entonces finalizar. De lo contrario, tomar u* €

g f (x¥),u* # 0, sea ny, = max{1, |[u*|]} y definir

xk*t1 = p, (xk - ﬂuk) (8)

Nk

donde : d.f(x) es un ¢ —subdiferencial de f en x.
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5.1. RESULTADOS PREVIOS DE CONVERGENCIA

Las proposiciones 1y 2 garantizan la convergencia de la sucesion {x*}.
Proposicion 5.1.1. Si {x*} es quasi-Féjer convergente en V , entonces:
1. {x*} es acotado

2.{|lx* — x||? } converge para todo x € V, donde V es un subconjunto, no

vacio, de H.

3. Si todos los puntos de acumulacion débiles de {x*} pertenecen a V
entonces {x*} es débilmente convergente, esto es, tiene un Unico punto de

acumulacion.
Pruebai)
Para k > k, usando la definicién 1 recursivamente, se tiene
llx* — %17 < |lx*=" = %|* + 84
< [l = X% + Sp—p + Sps

< Ix*73 — %12 + Sz + Sp—z + O—1

Por ser §; = 0, Vj entonces para k > k
+00
= 2
ek = 22 < k= 2]+ ) 5
j=0

.. 7 2
Definiendo r = ||x* — x|+ X1 6; tenemos
Ixk —x||> <r
Asi para k > k se tiene x¥ € B(x,r) , por eso que {x¥} es acotada.

Prueba ii)
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Por i) la sucesion {||x* — x||?} es acotada. Probaremos que esta sucesion

tiene un solo punto de acumulacion y de ahi {||x* — x||} es convergente.

Sean v y ¢ dos puntos de acumulacion de {||x* — x||?}, asi existen {xfk} y

{x'*} dos subsucesiones de {x*} tal que
. 2
lim ||x1k — x|| =v
k—o0
Jim llxt — x| =&
Seak > 0yfijeA>0.Tomando k tal que I;; > k y

||xlk—az||sf+§/1, Vk>hk

Tome también k > k tal que

+
8

5 <=2

N =

i=l

El

Usando recursivamente nuevamente la definicién 1, tenemos para todo k

tal que j, > I3

Jr—1 +o00
- 2
ot — 2 <l — 22+ Y 6, < i 22+ Y 6
i=ly i=ly
_ _ A A, A
Sllxlk—x||2+;Sv+5+ESv+/1 (9)

Paral, >k A k> k.
Tomando limite cuando k va para infinito tenemos
E<v+ 4, VA>0

Esto implica que ¢ < v. En efecto, tomando A convergiendo para cero en la

desigualdad anterior.

Cambiando los roles de {x'¥} y {x/¥} y siguiendo los pasos anteriores

podemos probar que:
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v=2¢

) : K =2 s
Por eso que la prueba esta concluida, al tener {||x* —x||” { sélo un punto

de acumulacion.

Prueba iii)

Como {x*} es acotado, entender por analisis funcional {x*} tiene puntos de

acumulacion débiles. Probaremos que solo existe un Unico punto de

acumulacion débil.

Sean ¥ y £ dos puntos de acumulacion débiles de {x*}, entonces existen

{x/x} y {x7*} subsucesiones de {x*} tal que

{xx} converge débilmente a .

{x/x} converge débilmente a %.

Por ii) existen T y ¢ tal que

T= ,lilﬁlo”xk — %||? (pues % € Vpor hipotesis)
&= ,lilﬂlo”xk — %)% ( pues £ € Vpor hipbtesis)
Sea w=|x—Zx|?

Por otro lado

ik — 2||* = ||xik — 2| + 1% — %12 + 2xT% — £, % — %)
ik — 2||* = ||x7k — & + 1% — 2112 + 2¢T% — %,% — £)
Definamos la funciéon f(x) = (x,Xx — X) ,Vx € H.

Esta funcién es una funcional lineal, en efecto,

fAx+y,x—%) =(Ax+y,X —X)

= AMx, X — %)+ (y,Xx — X)

=Af () + ()

(10)

(11)
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Luego la ecuacion 10y 11 lo podemos expresar asi:
7k = &|” = [lde = 2||* + 1% — 2I12 + 2F (x %) — 2(%, % — %)
27k — 2| = [lade — || " + 1% — 211 + 2f (x7%) — 2(%, % — %)
Tomando limite cuando k — oo y usando el resultado que
xJx converge débilmente a ¥ entonces f(x7x) - f(%)

xJk converge débilmente a % entonces f(x/k) - f(%)

Se tiene que:
T=&+w+2(X,X —X) — 2(X, X — X)
E=m+w+2(Z2—%) — 2(% % — %)
Cancelando
n=&+w (12)
E=m+w (13)

De (12) y (13) tenemos que

n—¢=w=¢&—T1
Que implica que w =0,
Esto es, X=X

Por lo tanto {x*} solo se tiene un punto de acumulacion débil y asi converge

débhilmente.

Proposiciéon 5.1.2. Sea {a,} y {Br} € R.Asumir que a; = 0 para todo k >
0, YX o =0,Y0 a;f <0, y existe k>0 tal g, >0 para k>

k.Entonces:

i) Existe una subsucesion {8} de {8} tal que Lim iy = 0

i) Si, adicionalmente, existe 6 > 0 tal que Byx+1 — Br < fay, para todo k

entonces lim S, = 0.
k—oo
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Prueba i)

Supongamos que no se cumple que existe una subsucesion {,Bi(k)} tal que,

,11_{{310 ﬁi(k) =0.

> existe 0 >0y k > ktalque B, =0, Vk =k multiplicando por a;:
aiBr = axo

Tomando la sumatoria:

247

M‘b

p
Z“kﬁk 20

k=1 k=1
Tomando limite cuando p va para el infinito

+o0 P

+oo>2akﬁk20'2ak=+00

k=1 k=1
Lo que es una contradiccion.
Prueba ii)
Por i) existe una subsucesion {B;q} de {B} tal que lim Bige) =0

Por contradiccion, si el resultado no es verdadero existe algin ¢ > 0 y otra

subsucesion {Bma} de {B} tal que
Bmk) = 0, vk )
Construiremos una tercera subsucesion {ﬁj(k)} de {B,} tal que:
j(0) = min{l = 0: 8, = d} (14)
Y dado j(2k):

j(2k +1) = min{l > j(2k): B <

N |-

o} (15)
j2k + 2) = min{l = j(2k + 1): B; < 7} (16)
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Observe que
j(2k + 1) existe pues ’ll_r)go Bigy = 0 — existen infinitosp; ) < %o
j(2k + 2) existe pues por (4), existen infinitos fp,) = o
Observe también por (15)
Paraj(2k) <1 <j(2k + 1) — 1 setiene ; = %a a7)
De aqui, VI c [j(2k),j(2k + 1) — 1]:
1
af = 50

Tomando sumatoria en el intervalo [j(2k),j(2k + 1) — 1]:

+oo j(2k+1)-1 . j(2k+1)-1
Qakz ) abzze ) o«
1=0 1=j(2k) 1=j(2k)

Tomando sumatoria de k=0 hasta infinito

+00 +o0 j(2k+1)-1 1 +oo j(2k+1)-1
Z ayPr = z af ZEUZ z a (18)
k=0 k=0 1=j(2k) k=0 1=j(2k)
Sea.
j(2k+1)-1
Yy= z 4]
1=j(2k)

Entonces de (18) se tiene que

400
IR
k=0

(pues Yi%, apBr < +o y por desigualdad (18)) (a)
Por la propiedad de sumatoria convergente:

Siyiar <+ = lim a; =0

k—oo
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Se tiene de ([-]) que
e =0
Por otro lado, de las ecuaciones (15) y (16) tenemos que
1
Biciy 20 N Bjar+1) <50,

-, g
Asl, 0 == = By Biek+1=Bj@k) — Bici+1 T B+ — Bjei+2 +
T +ﬁj(2k+1)
_ wjk+1)-1
= Z{:j@k) (ﬁl - ﬁl+1)

Por hipotesis friq — Br < 0ay,Vk. Usando este resultado en

desigualdad anterior se tiene:

j@2E+1)-1 j(2k+1)-1
o
5 < Bjzk) — Bjzk+1)= z (Br = Bis1) < z Oa; =0y, (20)
1=72k) 1=72k)

La igualdad anterior es por la definicion de vy,,.

De (20) se tiene que
o
> < 0y,

N (%) <, Vk

Lo que contradice la ecuacién (19) donde ¥, — 0. Por lo tanto
Jim, =0

Proposicién 5.1.3.

D I1Pc(y) —Pc@I <lly—zI, Vy,z€eH

i) (y—yy—P(¥)=0VyeHVvVyec

Prueba

Recordemos inicialmente el problema y teorema de la proyeccion:

(19)
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Sea C c H un conjunto convexo no vacio y cerrado. Sea y ¢ C entonces

existe un unico punto P:(y) € C tal que
a)lly =PI <lly—xl,vxeC
b) (v = Pc(¥),x = Pc(y)) <0,Vx €C
Prueba i)
1Pc(x) = PcOII? = (Pc(x) — Pc(y), Pc(x) = Pc(y))
=(Pc(x) =y +y = Pc(y), Pc(x) = Pc(y))

=(Pc(x) =y, Pc(x) = Pc(¥)) +(y — Pc(y), Pc(x) —
Pc(y))

Como P.(x) € C,entonces el segundo término es menor o igual a cero

debido a la condicion b), esto es,
(¥ = Pc(¥), Pe(x) = Pc(¥)) < 0
Asi tenemos que:
1Pc(x) = PcO)II? < (Pc(x) — y, Pe(x) = Pc(¥))
=(y = Pc(x), Pc(y) — Pc(x))

=((x = Pc()) + & =2, Pc(y) —
P (x))

De aqui tenemos:

1Pc () = PcO)II?
< (x = Pe(x), Pc(y) = Pc()) +(y = x, Pc(y) = Pc(x)) ..

Como P.(y) € C y aplicando una vez més b) tenemos que

(x = Pc(x),Pc(y) = Pc(x)) < 0

Usando esta desigualdad en ([-]):

IPc(x) = Pc)II? < (y — x, Pc(y) — Pc(x))

Por propiedad de producto interno
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1Pc(x) = PecOII? < (v — %, Pc(¥) = Pc(0)) < lly = x[llIPc(y) = Pc ()l

Asumiendo que P.(x) # P:(y) pues si Pc(x) = P(y) el resultado es trivial

tenemos:
1Pc(x) = PeOII < lly — xIl.
Prueba ii)
=3y =Pc) =y —-Pc)+ P =3y —Pc)

=y —Pc(¥),y = Pc() +(Pc(y) — ¥,y —
Pc(y))

=lly = PcII> = (¥ = Pc),y — Pc(»))

=lly = PcO)II> =y = Pc(¥), 7 — Pc())

Los dos términos son no negativos: uno por ser norma y el otro por la

propiedad b), Asi, queda probada la propiedad ii).

Lema 5.1.4.

Si el algoritmo genera una sucesion infinita y existe ¥ € C y k > 0 tal que.
f(®) < f(x*), vk >k, entonces

i) {x*} es cuasi-Fejér convergente a L(%).

i) {f(x*)} es convergente y ]ll_)ngo f(x®) = f(%

iii) La sucesion {x*} es débilmente convergente a algin x € L(%)

Prueba i)

Tome un punto arbitrario x € L(X) ={y € C: f(y) < f(X)}.

Definamos

B = f(x*) — f(x),

Donde p* € 9, f (x*), u* # 0y 1y = max{1, [Iu"|I}
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De la ecuacién (8) tenemos

a
x* = P, (xk - —k,uk)
Mk

Y asi x* € C, por eso P-(x*) = x* y por lo tanto

[l *t = x|l = |Pc(2) = Pe(x)II < ll2% — x¥|| =

ak)
k k k
X —(— uc —x
Nk

Donde la desigualdad es por proposicion 3 i) asi,
k+1 _ , k A\ 11,k || < % _
ekt =kl < (52) el < 2 (i) = (21)

Probaremos que {x*} es cuasi-fejér convergente a L (¥).

En las siguientes igualdades y desigualdades estableceremos una sumable

Bk
ng !

cota superior de

De (21) se tiene

a? + llac = x| =l = xl? = [l = xY? + k= x|? = [l — x|
= 2(xk — x, xK — xk+1)

= 2(x® — x, x% — zK) 4+ 2(x* — x, z¥ — x*+1)

= 2:—:(uk,xk — x) + 2(x* — zK, Z} — X 1)+2(z% — x, z% — x)

:2% (uk, x* — x) + 2(xk — 2%, zF — xk+1) + 2(z% — x, 2% — P.(z%))
k

Donde la primera igualdad es por propiedad de producto interno, en la
segunda igualdad aumentamos y quitamos el vector z*, en la tercera

igualdad usamos que,

zK = xk — (:—") ©¥ y en la Gltima igualdad usamos que:
k
a
xk+1 = p. (xk _ r]_k'uk) = P.(z¥)
k

De la proposicion 3, ii) se tiene que (y —y,y — Pc(y)) > 0,VyEHVY€EH
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Usando esto en la dltima igualdad tenemos:

a? + ||k —x||? = ||x* —x||? = 2 o KUk, x* — x) 4 2(xk — zK, zk — xk+1)
:2% (UF, % — x) + 2(xk — zK, zK — x¥F) + 2(x* — ZK xk — xFH1)
k

> 225 (¥, xk — x) = 20|k = 2K - 2l — 2l —
k

2 2
> 22k, xk — x) — 22 ||k |2 — 22 ||k
m—_tC Y= 2o Z Ikl ol |

Donde la primera igualdad es por adicionar y quitar el vector x*, la segunda

desigualdad es por definicibn de norma y por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y la Gltima desigualdad es por la definicion de z* = x*k — (%) uky
por la desigualdad (21).

Por la definicion de 1, = max{1, ||u*||} tenemos ||u*|| < n,, entonces;

Ay 77k = 2a,2

2— k> < 2
Mi? 2
a 2
Z#HMRHZ > —2ay”
2
Linealmente, —Z%IIM"” > —2a;>

Usando estas desigualdades en

24 lack = x]|2 = Rkt — x]|?
> 2%k k — ) — 2.5 kg — 28
T Nk? Nk
> 2%k (yk, xk — x) — 4q,
Nk
2 2:E[f () = f(2) — &l = 4a?
k
> 25 [f(xF) — F(0)] — 22 &) — 4a) 2
Nk Nk

ﬁk _gk 4ak2
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22%,8,( — Zakgk - 4‘ak2
Nk
Gkp _ (2% 2
>2%p, (zak+4)ak
= Z%Bk - (2[1 + 4)ak2
k

Donde la segunda desigualdad anterior es por la definicion de,

e, f () ={s € H: f(x) = f(x") + (s,x —x*) — &},

(22)

La segunda igualdad anterior es por la definicién de g, = f(x*) — f(x) la

ultima desigualdad es por la ecuacion (6).
& S Uay

Asi, llegamos a la desigualdad:

24%
ap® + Jlxk = x||2 = [kt — x||2 = Zn_ﬁk - Qu+4)
k

Desde que x € L(¥) tenemos para todo k > k
fl) < f(X) < f(x)
De aqui B =V —f(x) =0

De la desigualdad (22) tenemos V k > k:

a
0< zn—"ﬁk < [k = x]12 = [lck+t — x]12 + 2 + 5) a2
k

Sea: S =Qu+5 a’ v=Xila’

Por la ecuacion (5): Y12, a? < +oo0, tenemos que y < +o Yy

+0o0 +00
de =(2u+5)2ak2 =Qu+5)y<+ow
k=0 k=0

Asi, de (23):

|2+t — x||? < ||x* — x]|? + &, Vk>k

(23)
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i) Por i) {x*} es cuasi-Fejér convergente y por proposicion 1 {x*} es

acotado.

Sea B un conjunto acotado conteniendo {x*} y é&=Sup,{e,}, entonces:

W E O, f (x¥) € O£ (%) © Uyep 0f (v) (24)
Por la hipotesis A)

d.f es acotado sobre conjuntos acotados, esto es :

|Joreo

VEB
Es acotado para cualquier subconjunto acotado B.

Debido a (24) y la hipotesis A), {u*} es acotado, por eso existe § > 1 tal

que:
lu¥ll < 6,V k.

Por lo tanto, n, = max{1, ||u*||} < max{1,6} =6

Por la ecuacion (23) tenemos V k > k y x € L(%)

0 < FaBi < Il = xlI? = "1 — 2|12 + (2u + 5ay? (25)

Sumando la ecuacién (25) de k = k an:
2 n n
= e < I =2l = I =2+ Qu5) ) @
k=k k=k

< ||« —x||I*> + 2u +5)y (26)

Por la ecuacion (26):

+00 s
> b < (5) Ux® = x> + 2u + 5)p) < +oo,

k=

ES

Lo que implica que:
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i“ kz_: axPr + z agPr < + (27)
k= k=0

o

Como x € L(X), tomando x = X se tiene
B =) = f(D)
Observe que:
Brrr — B = fO) = f(R) — F(x) + f()
= f(x' ) = f(x")
< (UL xR — xRy g
Donde la ultima desigualdad es por la definicion de d.f (x) como,
ﬂk+1 € a£k+1f(xk+1)
entonces,
FR) > FRHD) 4 (kL xk — xk+ly — gy
lo que implica que f(x**1) — F(x*) < (uF+1, x*+1 — xF) + g4 4.
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz:
Brsr = Bie < I MR — x| + 44
< I = x| + &
< N It — x|+ pay
< oy + pay
< day + uay
< (6 + way, (28)

Donde la segunda desigualdad es debido a que ¢,,; < &, (es no creciente
por dato), la tercera desigualdad es por (6), la cuarta desigualdad es por

(21) y la quinta es por que ||u*|| < 8,V k.

Seaf = 6+
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Desde que B, = 0,V k > k, de (28):
Bre+1 < P+ (6 + way
Br+1 < Br + Oay
Br+1 — Br < Oay

De (27)

+ oo

z ak[)’k < 400

k=0
Se tiene que se cumple las hipotesis de la proposicion 2, ii) entonces
’lim Br = 0 pero,

B = f(x) = f(®), asi lim f(x*) = f(2).

Prueba iii)

Sea x un punto de acumulacion de {x*}, el cual existe pues {x*} es acotado
por i).

Si {x/k} es una subsucesion de {x*} el cual x es el limite débil, entonces

desde que f es semicontinua inferior
fG) < lim inff (x/e) = lim f(x*) = f (&) (29)
De (29) se tiene que x € L(X),

Notando que x € C pues C es cerrado y convexo, de aqui débilmente
cerrado. Asi probamos que todo punto de acumulacion débil pertenece a
L(X).

Usando proposicion 1, {x*} tiene un Gnico punto de acumulacion, esto es,

{x*} es débilmente convergente a algin x € L(¥).
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5.2 TEOREMA DE CONVERGENCIA
Teorema 5.2.1.

i) Si las ecuaciones (7) y (8) del algoritmo generan una sucesion infinita,

entonces
Jim inff (<) = infrecf ()

ii) Si el conjunto S*, de soluciones del problema (1) y (2) es no vacio,
entonces 0 el algoritmo dado por (7) y (8) finaliza en alguna iteracion k, en
este caso x* € S*, 6 el algoritmo genera una sucesion infinita {x*} que

converge débilmente para algin x € S*.
iii) Si §* = @, conjunto vacio, entonces {x*} no acotado.
Demostracion
i) Sea f* = inf,ecf(x) (posiblemente infinito negativo-o)
como f* < f(x),vx € C (por serinfimo f~)
Tomando en particular x = x* € C, entonces
fr<fe

Tomando limite inferior cuando k —» +o se tiene:

f* < lim inff(x¥) (@)
Ahora debemos probar que

f* = lim inff(x*) B)
Por contradiccion supongamos que

f* < lim inff (x*)

Entonces existe x tal que

f@)< Jim inf f(x*) (30)

Por definicién de limite inferior: lim inf f(x®) = sup,infisnf (x*)
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f(®) < supninfisnf (x)
De la definicion de supremo, existe n, € N tal que

f®) < infisn,f ()
Y de la definicion de infimo

f@) < f(xF),Vk 2 ng
Del lema 1, ii) se tiene que

f@ = lim £(x*)

Y por ser limite lim f (x*) = lim inff(x*) = lim supf (x*)
Por eso que  lim inff(x*) = f(&)

Lo que contradice a (30) y por lo tanto (B) es verdad. De (a) y (B) se tiene
el resultado.

ii)
Desde que S* # @,tomando x* € S* y supongamos que el algoritmo no

finaliza en ninguna iteracién. Por la condicion de optimalidad
fOxD) < fOF), Vi
ComoL(x)={yeC:f(y) < f(x")}=S5"

Aplicando el lema 1, iii) para ¥ = x*, k = 0, concluimos que {x*} converge

débilmente a algun x € S*.
iii) Sea S* = @ y supongamos que {x*} es acotado.

Sea {x"/} una subsucesion de {x*} débilmente convergente (Teorema de

Bolzano-Weiestrass) a x € C, por la semicontinuidad inferior de f.
f@) < liminff(x") = lim inff(x*) = f* (31)
j—oo —00

Donde la ultima igualdad es por el resultado (i).
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De aqui X € S*, lo que es una contradiccion de haber supuesto que {x*} es

acotado.
EJEMPLO 5.1.
Considere el siguiente problema
min{f(x,y):—1<x<1,-1<y<1}

Donde flx,y) = max{—x,x +y,x — 2y}
Examinando f(x,y) < ¢, donde c es una constante

flx,y) =max{—x,x +y,x — 2y} < c
Entonces —x<c;x+y<c;x—2y<c
Parac=1 —-x<1;x+y<1;x—-2y<1
Graficando tenemos:
Parac =2 —x<2;x+y<2;x—2y<?2

Graficando tenemos los conjuntos de nivel inferior:

N\
N,

"

Figura 5.1 Conjuntos de nivel de la funcién objetivo.
Fuente: Elaboracién propia.

Observando la gréafica vemos que los puntos de no diferenciabilidad son del

tipo:
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(t,0), ( por ejemplo (1,0), (2,0) etc)
(—t,2t), ( por ejemplo (—1,2), (—2,4) etc)
(—t,—t), ( por ejemplo (—1,—-1),(—2,—2) etc)
dondet >0
observe que (0,0) € [—-1,1] x [—1,1] es un punto de minimo global pues
f(0,0) =0 <max{—-x,x +y,x—2y} Vxe[-11],vye[-11]

Como fi(x,y) = —x, fLlx,y) =x+y,fs(x,y) =x—2y
Son funciones convexas — por un resultado de andlisis convexo

fGy) = max{fi(x, ), f2(x, ¥), f3(x, ¥)}
es una funcién convexa y como (0,0) es una solucién entonces (0,0) €
af(0,0)
observe también que,

0f(0,0) = {(51,52) € R%: f(x,y) = £(0,0) +((S1,52), (x, ) — (0,0))}
={(5,S,) ER%: f(x,y) =0+ S;x + S,y,vx € [-1,1], vy € [-1,1] }
Asi tenemos que (—1,0) € 9f(0,0) pues f(x,y) = —x
Asi tenemos que (1,1) € df(0,0) pues f(x,y)=x+y
Asi tenemos que (1,—2) € df(0,0) pues f(x,y) =x — 2y
Ahora considere el punto (x,y) = (1,0), entonces
0f (1,0) = {(51,52) € R*/f(x,) = f(1,0) + ((S1,52), (x,¥) — (1,0))}
Pues f(1,0) = max{—1,1,1} = 1, entonces
fl,y) =21+S(x—1)+ S,y
Tomando (S;,S,) = (1,1) tenemos:
f,y)=21+x—-1D+y=x+y

Lo que es verdad por la definicion de f. Entonces:
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(1,1) € af(1,0)

Considere la direccion d = —(1,1) = (—1,—1) > d no es direccion de

decenso de f en (1,0).

En efecto,

f((1L0)+td) =f(1—t,—t), cont>0
=max{t,1—t—t,1—t+2t} =1+t

Y como £(1,0) =1 - f(1,0) < f((1L,0) +td) =1+ ¢,t >0

Sin embargo, usaremos esta direccion para realizar una iteracion del

algoritmo subgradiente.

N\,
N

071 ~20)  x

Px(-1,-2)

Figura 5.2 Conjunto de nivel de la funcién objetivo y proyeccion.

Fuente: Elaboracion propia.

En la gréfica el punto inicial es (1,0) y la direccion inicial es d = (—1,—-1),

donde
(1,1) € 9f(1,0)

Supongamos que damos una longitud de paso A =2 a lo largo de la
direccion d(—1,-1),

entonces, (1,00 + Ad = (1,0) + 2(—1,-1) = (—1,-2),
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ver la gréfica.

Observamos que este punto estd fuera de la region viable que es

[-1,1] x [-1,1]
Calculando la proyeccion de (—1, —2) sobre el conjunto viable
X =[-11] x [-1,1]
Esto es, el punto de proyeccion es aquel que resuelve el problema

min||(x, y) — (=1, =2)l
S.a.
(x,y) € [-1,1] x [-1,1]

El cual es equivalente a:

min(x + 1)% + (y + 2)?
s.a.
-1<x<1
-1<y<1

El cual es equivalente

(min(x + 1)2 + (y + 2)?
S.a.
g1(x,y) =x<1
g2(x,y) =—-x <1
gs(x,y) =y <1
U guxy)=-y =<1

Analizando el punto (—1,—1) que es un Vvértice de la region viable—

1(—1,—-1) = {2,4} (indices activos).

Vit y) = Qx+1),2(y +2)) » Vf(=1,-1) = (0,2)

- -Vf(-1,-1) =(0,-2)

VQZ = (_1)0)

Vg4 = (OI _1)
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y1

Vg, =(-10)

k"

\ B :"~. Y Vg,

’ P
i .
‘o ¥ A
el L

Vf(-1.-1)=(0.-2)

Figura 5.3 Combinacién cénica
Fuente: Elaboracién propia
Como el —Vf(—1,—1) pertenece a la combinacion cénica de Vg, =
(-L-Dy

Vg, = (—1,—1), entonces por la condicion de KKT (-1,-1) es un punto
solucion del problema (por la convexidad de la funcion objetivo y las

restricciones convexas).

Luego (—1,—1) es un punto solucién y por lo tanto (—1,—1) = P.(—1,-2)
asi (-1,-1) = Px((l,o) +2(—1, —1)) es una iteracion del algoritmo

subgradiente.
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 Contrastacion de hipotesis

De acuerdo con los resultados de herramientas de espacios de Hilbert,
elementos fundamentales de analisis convexo y convergencia, verificamos,
con las proposiciones y teoremas demostrados, que las hipotesis
especificas son verdaderas.

6.2 Contrastacion de los resultados con estudios similares

En Navarro (2013) observamos que el autor a realizado una presentacion
del método de subgradiente tanto para el caso con restricciones como para
el caso irrestricto, sus aplicaciones y también resultados de convergencia,
en nuestro trabajo en cambio, se realizé6 un estudio del método
subgradiente proyectado con restricciones mas didactico de dicho

resultado.

En Nava (2015) el autor hace un estudio de los métodos ( subgradiente,
bundle y métodos con operador proximo) aplicandolo a problemas de
optimizacién donde enfatiza que la convergencia no depende del punto
inicial elegido, menciona que los métodos de punto préximo y gradiente
proximo son sencillos de implementar computacionalmente, pero nuestro
trabajo se diferencia en trabajar solo hasta los resultados de convergencia
del método subgradiente proyectado para funciones convexas no
diferenciables quedando abierta para futuros trabajos, dado que todo
algoritmo debe ser implementado y comparado.
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En Borda (2013) se hace uso de definiciones importantes de analisis real y
elementos béasicos de analisis convexo con las cuales también

concordamos en nuestro estudio y hacemos uso de ellas.

En Loreto (2005) se hace uso de definiciones importantes para problemas
de optimizacion convexa, con las cuales también concordamos en nuestro

trabajo y hacemos uso de ellas

6.3 Responsabilidad ética

Para garantizar la calidad ética del presente trabajo de investigacion se
destacan aspectos fundamentales a tomar en cuenta en su desarrollo como
por ejemplo que existe un cuidado riguroso de la calidad y estandar

cientifico.
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado herramientas basicas de espacios de
Hilbert, estas herramientas fueron necesarias porque permitieron dar las
condiciones necesarias a nuestro problema, de lo cual podemos concluir
que el espacio de Hilbert es un espacio completo en el cual se cumplen
muchas propiedades necesarias para nuestro trabajo de investigacion.

En este trabajo de investigacion hemos presentado elementos
fundamentales de analisis convexo en espacios de Hilbert, que fueron muy
importantes porque la convexidad es parte fundamental en nuestra
investigacion, de lo cual podemos concluir que estos elementos fueron
necesarios para poder aplicar el método de subgradiente proyectado para

optimizacién convexa.

El determinar la convergencia de la sucesion que nos da algoritmo del
método de subgradiente proyectado fue muy importante porque garantiza
gue el algoritmo empleado es correcto. De donde podemos concluir que la
convergencia es parte fundamental para el estudio del método

subgradiente proyectado.

Todo lo antes mencionado (las herramientas basicas de espacios de
Hilbert, los elementos fundamentales de analisis convexo en espacios de
Hilbert y determinar la convergencia de la sucesién) permite hacer el
estudio del Método subgradiente y lo podemos concluir con un ejemplo
explicativo en donde se da solucion a un determinado problema de

optimizacién convexa, con el método de subgradiente proyectado.
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RECOMENDACIONES

Es recomendable este trabajo de tesis para aquellos estudiantes e
investigadores que estudien extensiones del método de subgradiente, por
ejemplo para funciones cuasi-convexas para la linea de matematica

aplicada.

Es recomendable para futuras tesis, por ejemplo se podria hacer una
investigacion de la velocidad de convergencia del método y su aplicaciéon a

problemas concretos.

El trabajo de tesis puede servir como referencia para futuros trabajos de
investigacion que se puedan realizar, pues hay detalles por explorar, tanto
en el aspecto tedrico como computacional, dado su importancia en los

distintos campos de la ingenieria y economia.

Este trabajo puede mejorarse, pues el algoritmo puede ser usado en el
sentido computacional como actualmente se corroboran en distintas

investigaciones en la actualidad.
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ANEXOS

® Matriz de consistencia

algoritmo (7) y
(8)?

Problemas
especificos

1.Es posible
presentar
herramientas
basicas de
espacios de
Hilbert?

2¢.Es posible
presentar
elementos
fundamentales
de analisis
convexo en
espacios de
Hilbert?

3¢E s posible
probar de

convergencia de
{x}2

manera didactica.
Objetivos
especificos

1.Estudiar algunas
herramientas de

espacios de
Hilbert

2.Estudiar
elementos
fundamentales de
analisis convexo

en espacios de
Hilbert

3. Probar la
convergencia de

{x*}.

algoritmo dado en
(M)y(8).

Hipotesis
especificas
1.Si es posible

presentar algunas
herramientas de

espacios de
Hilbert

2.Si es posible
presentar
elementos
fundamentales de
andlisis convexo

en espacios de
Hilbert

3. Si es posible
probar la
convergencia de

{x*}.

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA Y
POBLACION
Problema Objetivo general | Hipotesis Tipo de investigacion
General general
El presente trabajo de
SEs posible | EstudiarelMétodo | Si es posible | investigacibn es de tipo
estudiar el | de subgradiente | presentar el | basica.
Método de | proyectado para | Método de
subgradiente optimizacién subgradiente Disefio de investigacion
Proyectado convexas no | proyectado para
para diferenciales  en | optimizacion La presente investigacion
optimizacion espacios de | convexas no | tiene un disefo no
convexa no | Hilbert para diferenciales  en | experimental.
diferenciable Minimizar  f(x) | espacios de
en espacios de | (1) Hilbert para El método a utilizar es el
Hilbert  para, | Sujeto a. x € C. | Minimizar  f(x) | método deductivo -
minimizar el | (2) 1) demostrativo.
modelo dado | Mediante el | Sujeto a. x€C.
en (1) y (2) | algoritmo dado en | (2) Poblacién y muestra
mediante el | (7) y (8 de una | Mediante el

La abstraccion del trabajo
realizar nos indica que no
existe poblacion y muestra
que estudiar, sin embargo,
nuestro estudio se desarrolla
en un espacio de Hilbert H.

Técnicas e instrumentos
para la recoleccion de la
informaciéon documental

Para la realizacién de nuestro
trabajo se reunid bibliografia
especializada y recopilacion
de investigaciones
relacionadas con el método
de subgradiente proyectado
para optimizacién convexa.

Plan de andlisis
estadisticos de datos

La presente investigacion no
requiere plan de analisis
estadistico de datos.
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