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RESUMEN
INTEGRACION SOBRE VARIEDADES COMPACTAS EN R"
JERRY ANGEMAR CRISOSTOMO MARTINEZ
Callao, mayo del 2017
Asesor: Mg. Ezequiel Fajardo Campos
Titulo obtenido: Licenciado en Matematica

Iniciamos este trabajo con la revision de Topologia y Geometria diferencial
estudiando temas especiales como: variedades diferenciables, aplicaciones
diferenciables, orientacion de variedades, espacios tangentes, transversalidad,
grupos de Lie, campos invariantes, integracion sobre R™, particiones de la unidad
sobre variedades.

Seguidamente estudiamos el espacio exterior, campos tensoriales y formas
diferenciables (herramienta que constituye la base de nuestro trabajo), la derivada

exterior (derivada de Lie).

Finalmente estudiamos integracion de n-formas sobre cadenas, particularmente

presentamos el teorema de Stokes sobre cadenas.

Concluyendo que la teoria de integracion sobre RN puede ser extendida a

variedades orientadas y grupos de Lie(particularmente grupos de Lie compactos).
El objetivo principal de esta tesis es estudiar y profundizar la integracion sobre
variedades compactas en R™.Palabras claves:

e Variedades
e Integracion
e “c” cadenas que son combinaciones de cubos.

e Ry espacio tangente en R™ en el punto p.

e AK(V) espacio de tensores alternados sobre el espacio v.

w: R" - A*(RY) forma diferencial.
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"INTEGRATION IN VARIETY COMPACTS R™
JERRY ANGEMAR CRISOSTOMO MARTINEZ
Callao, May 2017
Adviser: Mg. Ezequiel Fajardo Campos
Obtained title: Licenciated in Mathematic
We started this work with the review of Topology and differential Geometry
studying special topics such as: differentiable varieties, differentiable applications,
variety orientation, tangent spaces, transversality, Lie groups, invariant fields,
integration on R™, partitions of the unit on varieties.
Then we study the outer space, tensor fields and differentiable forms (tool that
forms the basis of our work), the external derivative (derived from Lie).
Finally, we study the integration of n-forms on R™ chains, particularly we present
the Stokes theorem on chains.
Concluding that the integration theory on can be extended to oriented varieties and
Lie groups (particularly compact Lie groups).
The main objective of this thesis is to study and deepen the integration of compact
varieties in R™.

Keywords:

Variety.

e Integration.

e  “C” chains which are combinations of cubes.

e R7 tangent space R™ on the point p.

e AK(V) tensioners alternate space on the space v.
w: R" - A*(RY) forma diferencial.



Planteamiento de la investigacion

1.1 Determinacioén del problema:

Sobre el espacio R3, con las diferenciales canonicas dx; dy; dz, se obtienen los
clasicos teoremas de Green y Stokes. Con el surgimiento de las variedades
diferenciables en el presente trabajo se plantea el problema de profundizar el estudio

del teorema de Stokes sobre variedades en R™.

1.2 Formulacién del problema
Dada una (n-1)-forma se tiene las interrogantes:

e /Se tendra el teorema de Stokes sobre una k-cadena c? o sea:

j dw=J w
c dc

e ;Setendra el teorema de Stokes sobre una k-variedad compacta M? o sea:

f dw=f w
M aM

1.3 Objetivos de la investigacion
1.3.1 Objetivo general
Estudiar los teoremas de Stokes sobre variedades compactas en R™.

1.3.2 Objetivos especificos

e Construir el espacio A* (1) de tensores alternados.



e Formalizar y extender las diferenciales clasicas dx; dy; dz en R3 mediante

la introduccién de las n-formas.

e Establecer los teoremas fundamentales de integracion como el teorema de

Stokes de formas sobre cadenas.

e Establecer integracion de formas sobre cadenas y variedades.

1.4. Justificacion:

1.5.

La justificacion de estudiar la integracién sobre variedades compactas radica
en que se estaria obteniendo teoremas de integracion clasicos del calculo en R3
a través de las formas diferenciables, cuadrando cadenas de simplejos
singulares sobre estas variedades compactas.

Importancia

La extension de la teoria de integracion sobre variedades resulta de mucha
importancia pues por ejemplo las variedades como grupos de Lie son usados
en Fisica, ciencias e ingenierias sobre todo a través de los teoremas
fundamentales y Stokes, con el caso particular en mecéanica de fluidos. El sector
que se vera beneficiado con los resultados de esta investigacion son todos los

estudiantes del ambiente universitario.



MARCO TEORICO

2.1. Variedades diferenciables

Estudiaremos aquellos espacios topoldgicos cuyos puntos podamos asignarles
(localmente) un conjunto de nimeros reales de tal forma que esta correspondencia
venga dada por un homeomorfismo. A grosso modo una variedad diferenciable es
un espacio topoldgico donde cada punto tiene un entorno que esta parametrizado de
tal forma que la transformacién entre dos conjuntos de parametros esta dada por
funciones diferenciables. Una funcién sobre tal espacio topoldgico puede ser
considerada localmente como una funcién de estos parametros. Por lo tanto,
podemos definir la diferenciabilidad de funciones y aplicaciones. Usando la idea de
diferencial. Podemos linealizar un entorno suficientemente pequefio de un punto
sobre una variedad y considerar un espacio tangente.

Definicion 2.1.1 Sea U < IR™ un conjunto abierto del espacio euclideo
m-dimensional IR™ y f : U — IR una funcion de variable real. Se dice que f es
diferenciable de clase C¥ sobre U, o simplemente que f es de clase C¥ (k entero no
negativo) si existen las derivadas parciales y son funciones continuas en U.

En particular f es de clase C° si f es continua; y f es de clase C! si existen y son

continuas las derivadas parciales pe) siendo r':IR™— IR, la i-ésima proyeccion
r

canonica (i=1...m)
Una aplicacion F: U— IR™, se dice que es diferenciable de clase C¥ si cada una de
sus funciones componentes, F'=r'oF (i=1...m) es de clase CX. Se dice que F es de

clase C* si es de clase C¥para todo k > 0.



Definicion 2.1.2 Sea C un conjunto, t < P(C) (conjunto de partes de C), es una
topologia en C si:

i) 0,Cer

i) Sea la coleccion de abiertos {Uy. € 7, AeA } — UU LET
AeA

m
iy  Uierl<ism—[)U, e
i=1

El par (C, 7) se le denomina espacio topologico.

Definicion 2.1.3 El par (C, 7), es un espacio topologico de Hausdorff si: para todo
par de puntos p, g € C diferentes, existen entornos Up Uqtal quep € Up; qe Uq ¥y
Up NUqG= ¢.

Definicion 2.1.4 C es localmente euclideo, si para cada punto peC, existe un
abierto Up entorno de p homeomorfo a un subconjunto abierto de IR™.

Definiciéon 2.1.5 Una variedad topolégica m dimensional M es un espacio
topolégico de Hausdorff, de base numerable y localmente euclidiano.

Definicion 2.1.6 Six: U — x(U) < IR™ es uno de los homeomorfismos mencionada
en la definicion 2.1.4, siendo U un abierto conexo, x recibe el nombre de
homeomorfismo coordenado; u abierto coordenado; al par ( U, x) se le denomina
sistema coordenado o carta. Cada aplicacion continua x' = r'ox se le denomina
funcion coordenada; y la n-upla (x*, x2...x") se dice que es el sistema de funciones
coordenadas asociados a la carta (U, x).

En ocasiones la carta (U, X) se representa por (U, (x*...x")).
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Definicion 2.1.7 Un conjunto de cartas # = {(U,, X,) /A€ A} se denomina atlas de
M si verifica lo siguiente: U o U = M
Definicion 2.1.8 Una estructura diferenciable de clase CX (1 < i < o) sobre una
variedad topoldgica M de dimension m es una coleccion
A ={(Uy, x,) heA}
De sistemas coordenadas verificando las tres condiciones siguientes.

UieaU = M (# es un Atlas de M)

i) Dados x: U — IR™ ,y:V — IR™ pertenecientes a & con UNV = @
entonces el cambio de coordenadas ¢xy: x(UNV) — y(UNV) es
homeomorfismo de clase CX.

i) La coleccion & es llamado Atlas Maximal de dimension m y clase CK,
con respecto a la condicion ii, es decir, si (W,z) es un sistema
coordenadas dado por el homeomorfismo z:W — IR™ de un abierto
Wc M sobre un abierto  z(W) < IR™ tal que ¢x-, @ » son de clase

CK para cada x € S entonces z € A,

Definicion 2.1.9 Una variedad diferenciable de clase C¥es un par (M, &) formado
por una variedad topolégica M de dimension m y una estructura diferenciable

de clase C* sobre M.

Definicion 2.1.10 (Subvariedades Abiertas) Un conjunto abierto W de una

variedad M clase CK tiene una estructura natural de variedad de clase CX dada por

11



el atlas maximal en W conformado por todas las coordenadas admisibles

x : U— IR™en M, cuyos dominios U estan contenidos en W.

Definicion 2.1.11 (Codimensidn) Si M es una n-variedad y B una subvariedad de
M, la codimension de B en M es definida por codim(B) = dim(M) — dim(B).

Notar que las subvariedades abiertas tienen codimensién cero.

Definicion 2.1.12 (Producto de Variedades) Sean (M™, ) y (N", &) variedades
de clase C*. En el espacio topoldgico producto MxN podemos definir una estructura
de variedad de dimension m+ny clase CK por medio del atlas s#x % formado
por los sistemas de coordenadas xxy : UxV — IR™™ dado por (xxy)(p,q) = (x(p),
¥(qQ), XeH, ye B.

Como (xaxy1)(xxy) ! = (xixxH)x(yixy?) se sigue que #'x & esun atlas de clase
CX. Este atlas esta contenido en un tnico atlas maximal de clase C¥ que define en

MxN una estructura de variedad producto.

Variedades 2-dimensionales Conexas Compactas

En adelante nos referiremos a una variedad 2- dimensional como una 2-variedad.
Un ejemplo simple de una 2-variedad conexa compacta es la esfera S2.

Otro ejemplo importante es el toro. El cual puede describirse como cualquier
2-variedad conexa compacta homeomorfa a la 2-variedad conexa de una rosquilla
o anillo solido.

Con maés precision el toro puede definirse como:

12



a) Cualquier espacio topoldgico homeomorfo al producto de dos
circunferencias.

b) Cualquier espacio topoldgico homeomorfo al siguiente subconjunto de IR®:
1(x, Y, 2)elR®: [(X*+y)*- 2] + 22 = 1t “Este conjunto se obtiene por
rotacion del circulo (x-2)>+z2 = 1 del plano XZ alrededor del eje Z”

¢) Sea X el cuadrado unidad en el plano IR? 0 sea
{(x,y)elR?; 0<x<1,0<y<1t

Estos tres espacios topolégicos son homeomorfo. Entonces un toro es cualquier
espacio topoldgico homeomorfo al espacio cociente de X obtenido por
identificacion de los lados opuestos del cuadrado X segun las reglas: Se identifican
los puntos (0,y) vy (1,y) para 0<y<1, lospuntos (x,0) y (x, 1) para
0 <x < 1. Mediante la figura 2.1.1 los lados que se identifican estan indicados con
la misma letra del alfabeto y las identificaciones deben hacerse de forma que las

direcciones indicadas por las flechas coincidan:

—>

a

—

a
Figura 2.1.1 Descripcién del toro 2-dimensional.

Definicion 2.1.13 (Variedades con borde) Una variedad n-dimensional M con
borde es un espacio de Hausdorff tal que todo punto tiene un entorno abierto

homeomorfo al disco abierto U de H" =1 (x4, X2, ......, Xn) € IR"; Xn > 0t. El borde
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del semiespacio H" es dado por o(H") = IR™ x {0} el borde de M denotado por
o(M) sera el conjunto de todos los puntos de M que por el homeomorfismo

corresponden a puntos de d(H"). Ademéas M - (M) es llamado el interior de M.

Ejemplo 2.1.1
El disco cerrado 6 bola En = {x e IR" ; | x | < 1t es una variedad topolégica

n-dimensional con borde. La esfera S™* es su borde y el disco abierto U" su interior.

Observacion 2.1.1

El conjunto de puntos del borde y el conjunto de puntos interiores son mutuamente
disjuntos. Se ve facilmente que el conjunto de puntos interiores es un subconjunto
abierto denso, por tanto, el conjunto de puntos del borde es un conjunto cerrado. El
conjunto de puntos del borde de una variedad topoldgica n-dimensional es una

variedad topolégica (n-1)-dimensional.

2.1.1. Aplicaciones entre variedades diferenciables

Definicion 2.1.14 Sean M, N variedades de clase C' (r > 1) con dimensiones m, n
respectivamente se dice que una aplicacion f: M — N es diferenciable en el punto
pe M si existen sistemas de coordenadas x: U — IR™ enM, y:V — IR"en N,
con pe U, f(U) < V tales que yofox! : x(U) = y(V) < IR" es diferenciable en
x(p), figura 2.1.2. La aplicacion fxy = yofox? es la expresion de f en las

coordenadas locales x, y.
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IR™

Figura 2.1.2 Aplicacion entre variedades diferenciables.

Observar que en particular f es continua en pe M.

Como los cambios de coordenadas en M y N son difeomorfismos de clase C', la
diferenciabilidad depende de las coordenadas x: U” — IR™ en M, y: V" — IR"
en N con peU”, f(U) <V laaplicacion fxy =y ofo(x")? sera diferenciable en
X'(p).

Diremos que f: M — N es diferenciable si es diferenciable en todo punto de M.
Finalmente f : M — N es de clase CK(k<r) si para cada pe M existen
sistemas de coordenadas locales x:U — IR™en M, y:V — IR"en N con peU,
f(U) < V tal que yofox™ : x(U) — y(V) es de clase C¥. Cuando decimos que
f: M — Nesdeclase C* admitiremos al menos implicitamente que M y N son
declase C", r>k.

Dadas f: M — N, g: N — P de clase C* la compuesta es de clase C.

15



Ejemplo 2.1.2

Sean U c IR™ un abiertoy f: U — IR" una aplicacién. Podemos considerar U
como variedad de clase CX entonces f es diferenciable como aplicacion entre
variedades diferenciables si solo si f es diferenciable.

Ejemplo 2.1.3

Sea M una n-variedad de clase C¥ y x : U — IR un sistema de coordenadas en M.
Consideremos en U la estructura de subvariedad abierta de M. Entonces x
es un difeomorfismo de clase CXde U sobre x(U). De hecho la expresion de x
e x1 en los sistemas de coordenadas locales x e Iq: IR™ — IR™ identidad de
x(U). En particular dada una parametrizacion ¢ : Uo > U < M  (superficie de

clase C¥). MM c IR" se tiene que ¢ y ¢* son difeomorfismos de clase CX.

Ejemplo 2.1.4

Sean M, N1, N2 variedades de clase C'. Una aplicacion f: M — Nix N2 es de clase
Ck (k < r) si solamente si f = (f, f) donde las coordenadas fi: M — Ni
f,: M — N, son de clase C*. Consideremos N1 x N los sistemas de coordenadas
locales de tipo yix Y2 : VixV2 — IR"XIR™ entonces se tiene que (yiX Yz)ofoxt =
(YiofroXtoy20 f2 o x1) asi se tiene que g = (g1, 92) : X(U) — IR"XIR™ es de clase
CK sisolosi g1:x(U) = IR"y gz : x(U) — IR™ son de clase CX.

Espacios Tangentes y Derivadas en Variedades Euclidianas

Para definir la derivada f'(x) = dfx de una aplicacion diferenciable f; M — N

de Variedades diferenciables primero asociaremos con cada xeM c IRX un

16



subespacio vectorial TxM < IR¥ de dimension m llamado espacio tangente de M
en X, cuyos elementos son llamados vectores tangentes(derivaciones) a M en X.
Asi dfy: TxM — TyM ; y = f(x) llevara vectores tangentes a M en p a vectores
tangentes a N en f(p).

Intuitivamente se puede pensar de los hiperplanos m-dimensionales en IR¥ el
cuél se aproximaa M en x. Entonces TxM es paralelo al hiperplano m- dimensional
por el origen. Similarmente una de las aplicaciones no homogéneas lineal del
hiperplano tangente a x hacia el hiperplano tangente a y = f(x) la cual se aproxima
a f. Trasladando ambos hiperplanos al origen obtenemos dfy.

Ahora con la idea que un vector v = (vi, ....,va) €n un punto pelR" puede ser
considerado como un operador sobre funciones diferenciables f en una vecindad U

de p 0 sea:

v(f) = ZVi i derivada en la direccion de v en p satisfaciendo la regla de Leibniz:
T or'|,

i) v(f+1g) = v(f) + Av(9)

i) v(f.g) = f(p)v(g) + g(p)v(f). Con esto podemos definir:

Definicién 2.1.15 Dada M variedad diferenciable peM. Una derivacién lineal
(vector tangente) de clase C* es el operador xp : C*(p) — IR la cuél es lineal y

satisface la regla de Leibniz:
Xp(f+19) = Xp(f)+ 2x%(9)

xp(f.9) = f(p)xp(9)+ 9(P)xe(f)

17



c*U)

Donde C*(p) = , C*(U) funciones C*en vecindades U de p en IR.

Larelacion ~ dada por: f~ g < 3 U(p) / f/lup)= g/u). Asi las operaciones de adicion
y multiplicacion dan estructura de algebra a C*(p).
El Espacio Tangente a M en p ( ToM ) es el conjunto de todas las derivaciones en

el punto p de M 6 sea xpe TpM.

Observacion 2.1.2

1.- Las derivaciones xp dan a TpM la estructura natural de IR-espacio vectorial.

2.- Cada sistema de coordenadas x : U — IR™ en la variedad M, p € U produce

una biyeccion 6 : ToM — IR™ ; L — (x oA)"(0). Ademés:
) A+ =070(2)+0( )

i) cA =0co(A))

Estas operaciones no dependen de la eleccion del sistema de coordenadas. Esto es
cuando y : V — IR™ es otro sistema coordenado entonces
¢ = (y0) oy : ToM — IR™. Ahora como (¢o07) (3 (p)) es isomorfismo los sistemas
de coordenadas originan la misma estructura de espacio vectorial en T,M.

Asi podemos concluir que TpM y IR™ tienen la misma dimension.
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3.- Dado un sistema de coordenadas locales x : U — IR™ en M en un punto p €U

0

PG } la base de TpM correspondiente
X

p

de (2) podemos denotar con { ﬂl
oX™ |,

L. - 0
a la base canonica {ey, ...., em} de IR™. Es usual escribir ai_ por o Por otro
! X
p

o(fy™
="

:f: U — IR™M Esto se entiende como la derivada
x2(p)

lado: ( 0
X

a i

direccional de f en p en la direccion de la coordenada x'.

of or g
pr X'

Denotamos pv

J(f). Asi veT,M se tiene v = Zv(xi)aai
. i1 X

p

Aqui y en adelante se trabajara con v(f) en lugar de v (de la clase de f).

4.- Siaplicamos (3) al sistema de coordenadas candnicas ri... rm sobre IR™, entonces

0
los vectores tangentes son nuestras conocidas derivadas parciales ordinarias ar
i

Teorema 2.1.1 Dada F : M — N aplicacion de clase C* . Para peM, q = f(p),
U vecindad de p, V vecindad de q se tiene que la aplicacion F*: C*(V) — C*(U)
definida por F'(f) = f(F) es un homomorfismo de algebras e induce un
homomorfismo de espacios vectoriales dado por dF = F«: TpM — TgN tal que
dF(xp)(F) = (F= (xp))(F) = xp (F'f) = xp(f F) (aplicacion tangente 6 diferencial)

Si F es la identidad = F", F« son isomorfismos identidad.

SiH=G F=>H = F' G, G+=G~F~
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Si F es difeomorfismo = F- es isomorfismo

Para la demostracion ver ([5], Elon Lages Lima, (1973))

Corolario 2.1.2 A una vecindad coordenada U sobre M le corresponde una base

natural Eip, .. Enp de TpM para todo peU en particular dim(T,M ) =dim(M ).

0
Definicion 2.1.17 (Espacio Cotangente) Sea 9(p) = { feC*(p) / -~ - f =0
T lp

c”(p)

j=12,..m} subespacio vectorial de C*(p) el cociente (T,M)" = es llamado

espacio Cotangente con proyeccion natural C*(p) — (T, M)" tal que f — [ f]
Dada F : M — N de clase C* obtenemos la aplicacion dual &F : (TgN)" — (T,M)™;

SF(w)(v) = w(dF(v)); weTrpN, veTpM. En el caso especial que F : M — IR de

clase C*, si veTpM y F(p) = ro entonces dF(v) = v(F)(;jr . Asi podemos

o

considerar sin confusion dF como un elemento de (T,M)" 6 sea dF(v) = v(F) .

Teorema 2.1.3 Sea M una Variedad diferenciable de dimension n, (U, X) una carta:

x'; i=1.,n funciones coordenadas entonces ([ x* ], [ X2 ], ..., [ X" ]) es base de
* . . a
(TM)". O sea {dx'l} es la base de (ToM)" dual a | — 7/ -
p

Ahorasi F: M — IR de clase C* entonces dFp = Z aF_

i=1

dx'

X' p

Para la demostracion ver ([5], Elon lages Lima, (1973))
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Conclusiones Importantes:

i) Dadasf:M—>N y(U,x% ... x5, (V, Y4 ...., y9) sistemas de coordenadas

alrededor de p y f(p) respectivamente entonces df(axj

ap]:

la matriz (Ggyjfj es llamado el Matriz
X

0

O

da if
izzl:(a):(j)

f(p)

Jacobiana de la aplicacion f (respecto del sistema coordenado dado).

i) En espacios Euclidianos la matriz serd siempre dada respecto del
sistema coordenado candnico. O sea dados Uc R¥, Vc R¢ yuna
aplicacion diferenciable f:U — V la aplicacion diferencial

derivada f'(x) = dfx : R¥ — R% es dada por:

t—0 t

| f h) - f
dfx(h)zllm{ (x+th) (X)};XEU,heR" bastante conocida.

iii) Unaaplicacion o : (a, b) - M de clase C» es una curva suave en M. Sea

te(a, b) entonces el vector tangente alacurvacentes o (t) = (or(t) =

0
dc[ar

Ahora si veTpM entonces v es el vector tangente a la curva suave en M. Para

] eTsmM .
t

simplificar podemos elegir un sistema de coordenadas (U, ¢) en p para el cual
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0

0
":d“’(ar'

Observar que muchas curvas pueden tener el mismo vector tangente y que las

J. Entonces v es el vector tangente en 0 a lacurvat — ¢(t, 0,..., 0).

curvas suaves ¢ y T en M paras las cuales o(to) = t(to) = p tienen el mismo vector

d(fo) _ d( fr)|

ngen i solosi
tangente ato si solo s ar dr

para las funciones f de clase C* sobre

8 8
una vecindad de p.

Si o pasa a ser una curva en un espacio Euclidiano IR" entonces:

0 d(o,)| 0 d(oc,) o
O'(t) = drl 87 + o + dr or
t o(t) t o(t)
d d
Identifiguemos este vector tangente con ( (dcil) ) ereenres : (J‘r”) )e R
t t

o(t+h)-o(t)
h

o
Entonces o(t)= Ihlm0 con esta identificacion la idea de vector
—>

tangente coincide en este caso especial con la nocion geométrica de una tangente a

una curva en espacios euclidianos.

iii) La funcion inversa en R™: Si la aplicacion derivada dfx : R¥ — R¥ es no
singular entonces f aplica cada conjunto abierto suficientemente pequefio U’
conteniendo x difeomorficamente sobre el abierto f(U").

Ver ([5], Elon Lages Lima, (1973))

Teniéndose el espacio TxM para una variedad C* diferenciable arbitraria M c IR,
Tomando una parametrizacion g : U — M < IR¥ de una vecindad g(U) de x en

M cong(u) =x donde U esun conjunto abierto de IR™. Pensar g:U — IRX.
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Asi la derivada dgu : IR™ — IR¥ define dgu(IR™) = TxM.

iv) Regladelacadena:Sif:M — N, g: N — P son aplicaciones diferenciables

C® f(x) =y entonces d(gof)x = dgyo dfx

v) Si yw: M —> N, f: N — IR son C” entonces dy(dfyp) = d(fy), para

Sy (dfy () (v)= df(dy(v)) = d(fy)p(v) cuando veT,M.

vi) Preservacion a través de dfx: Si | es la identidad de M entonces dlx es la
identidad de TMyx. Mas general si M c N con la aplicacion inclusion i entonces

TxM < Tx N con la aplicacion dix. Ver figura 2.1.3.

D &

Figura 2.1.3. Preservacion de espacios tangentes

Si f: M — N esundifeomorfismo entonces dfx: TxM — TyN es un difeomorfismo

de espacios vectoriales. En particular la dimension de M es igual a la dimension de

N.
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2.1.2. Inmersiones, submersiones, inmersion bicontinua:

Definicion 2.1.18 Dada una aplicacion C" (r>1), f: M — N diremos que f es una
inmersién si para todo xeM. Df(x) : TxM — TyM, y = f(x) es inyectiva. Diremos
que f es una submersion si para todo xeM. Df(x) : TxM — TyM, y = f(x) es

sobreyectiva.

Definicion 2.1.19 Se dice que f es inmersion bicontinua si f: M — f(M) c N es un
homeomorfismo, considerandose a f(M) con la topologia inducida por la topologia
de N. En particular si f : M — N es inmersion bicontinua entonces f es una
inmersion biunivoca sin embargo la reciproca es falsa pues existen inmersiones

biunivocas que no son inmersiones bicontinuas.

Teorema 2.1.4 (Forma local de las inmersiones)

Seaf: M™— N"de clase C" ( r>1). Supongamos que Df(p) : To,M — T4N, q = f(p)
es inyectiva. Entonces existen cartas locales ¢ :U — IR™, peU,yy :V - IR", qeV
y una descomposicion IR" = IR™ x IR"™ tal que f(U) < V y la expresion de f en las
cartas (U, 9), (V, ) Y v o f o 9(X) = (X, 0) si xep(U). En otras palabras f es
localmente equivalente a la inmersion local x — (x, 0).

Ver ([5], Elon Lages Lima, (1973))

Teorema 2.1.5 (Forma local de las submersiones)

Sea f: M™ — N" de clase C" (r>1). Supongamos que Df(p) : To,M — TgN,

g = f(p) es sobreyectiva Entonces existen cartas locales ¢ :U — IR™, peU, y
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vV = IR", geV y una descomposicion IR™ = IR"x IR™" tal que f(U) c V y la
expresion de fen (U, 9), (V, w) Y v o fool(X, y) = x. Aqui f es localmente
equivalente a la proyeccién x — (x, 0)

Ver ([5], Elon Lages Lima, (1973))

Definicion 2.1.20. Seaf: M — N una aplicacion diferenciable entre variedades
de igual dimensién. Diremos que xeM es punto regular de f si la derivada dfx es
no singular.

En este caso se sigue de la funcion inversa que f aplica una vecindad de x en M
difeomorficamente sobre un conjunto abierto en N.

El punto yeN es llamado valor regular si f*(y) contiene solo puntos regulares.

Si dfy es singular entonces x es Ilamado un punto critico de f y la imagen f(x) es
Ilamado un valor critico asi cada yeN es valor critico 6 un valor regular de
acuerdo a como f(y) contiene 6 no puntos criticos. De la forma local de las

submersiones se tiene el teorema:
Teorema 2.1.6 Seaf: M — N de clase C' (r >1). Si geN es valor regular de f y

f1(q) es una subvariedad de M de clase C" y codimension igual a dim(N).

Ejemplo 2.1.5

n+l

S" = 1(1) donde f(X1, ...oooo0, Xnet) = D X7
i=1

Ejemplo 2.1.6
Sea M una variedad sin borde y sea g : M — R con valor regular en 0 entonces

N = {xeM; g(x) > 0} es una variedad diferenciable C* tal que &(N) = g**(0)
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2.1.3. Transversalidad

Definicion 2.1.21 Sean f: M — N de clase C" (r >1) y S < N una subvariedad de N.
Diremos que f es transversal a Sen x € Msiy =f(x) S 6 si y = f(x)eS
satisfaciendo la siguiente condicion: TyN = TyS + Df(x).(TxM). Cuando f es

transversal a S en todos los puntos de M diremos que f es transversal a S.

Teorema 2.1.7 (Caracterizacion local de las transversalidades)

Sean f: M™ — N" de clase C" (r >1) y S°cN una subvariedad de clase C" de N. Sea
peM con q = f(p) € S. Una condicidn necesaria y suficiente para que f sea
transversal a S en p es que existan una carta local v : V — R™, qeV, una vecindad
U de p en M y una descomposicion IR" = IRXIR"* tales que f(U) < V, y(SnV)
IR{0F vy una aplicacion 72 oy o f : U — IR™ una submersién donde
n2 : IR®XIR™ — IR™ es la segunda proyeccion.

Ver ([1], Elon Lages Lima, (1982))

Observacion 2.1.3

Sean f: M — N de clase C' (r >1) y S*c N una subvariedad de clase C" de N. Si f
es transversal a S y 1(S) = @ entonces 1(S) es una subvariedad de clase C" de M
siendo la codimension de f1(S) igual a la codimension de S.

Cuando S°, M™cN" son dos subvariedades de clase C" de N, diremos que S
intersecta M transversalmente en xeS, si el mergulhoi : S — N, i(y) =y es

transversal a M en x.
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Equivalentemente TxN = TxM + TxS donde xeS n M.

Teorema 2.1.8 (Haz Fibrado) Dados E; B; F variedades diferenciables. Un haz
fibrado diferenciable es dado por: € = (E, =, B, F) donde:
i) m:E — B esproyeccion diferenciable.
i) 3 {Uq} cubrimiento de By ¢u: m}(Us) — UaXF son difeomorfismos.
iii) Fy lafibra Fx = n'}(x) son espacios vectoriales rales ; noo (b, f) = b.
V)  @ox : F— Fx/ @ax(f) = u (X, f) isomorfismo lineal.

Para algunos ejemplos ver ([12], W. Geub, (1973)).

Definicion 2.1.22 Una seccion transversal diferenciable de un haz vectorial

fibrado E es una aplicacion diferenciables: B - E/ns =g

Definicion 2.1.23 (Haz Fibrado Tangente) Sea M una n-variedad considerar la

unién disjunta TM = U T.M ysea mv: TM — M la proyeccion tal que

aeM

nm (€) =a, & € TaM. Obteniéndose t = (TM, nm, M, IR") el haz sobre M con fibra
ena € M el espacio TaM. Este haz es llamado haz fibrado tangente de M.

Para mas informacion ver ([12], W. Geub, (1973)).

Definicion 2.1.24 (Haz Fibrado Cotangente) Sea M una n-variedad considerando

la unién disjunta (TM)" = Ua(T,M)* Obteniéndose v = ((TM)", nm", M, IRM)
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el haz sobre M con fibra en acM el espacio (TaM)". Este haz es llamado haz fibrado
cotangente de M.

Observacion 2.1.4

Las proyecciones naturales de los haces anteriores estan dadas por:

i TM > M au(V) =msiveTaM, am": (TM) = M ; m'(t) = msi te(TM)”
Si (U, )3 atlas de M con coordenadas Xz, ....., Xa podemos definir:

7 mHU) > IR™: & (V) = (Xa((V)), ..., Xa(m(V)), dX1(V), ...., dXa(V)) ; ver (V)

te(n) (V)
Asi se cumplen:

Si (U, ), (V, y)e3 entonces 7, @ * son C~.

- Lacoleccion { @ "1(W) ; W es abierto en IRY, (U, 9)e3 } es una base para la

topologia sobre TM y serd un 2d-dimensional espacio localmente euclidiano
2-contable

- Sea I atlas maximal conteniendo {(x}(U), & ) ; (U, ¢)e3 } entonces 3
tiene estructura diferencial sobre TM.

2.1.4. Campos vectoriales sobre variedades

Definicion 2.1.25 Un campo vectorial X a lo largo de una curva
o : [a, b] &> M(variedad) es una aplicacion X : [a, b] — TM tal que tmoX = o, Ttm :
TM — M la proyeccion canonica. Ver figura 2.1.5. Ademas X es C* a lo largo de

o Si esta es C™.
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/
X(t) ™
b] 7 Mug
\l/ ™
x

Figura 2.1.4. Campo vectorial a lo largo de una curva

[a t

Definicion 2.1.26 Un campo vectorial X en un conjunto abierto U < M (variedad)
es una elevacion de U en TM esto es una aplicacion X: U > TM tal que nm o X =
lu. Si el campo vectorial en U — M es C* se dird que X € C*(U, TM)

En particular si U = M, X es el campo vectorial en M 6 sea tmoX = Im y si X es C*

entonces XeC»(M, TM) = X(M).

Observacion 2.1.5

1) C*(U, TM) es un IR-espacio vectorial para lo cual bastara considerar:
1) (X+Y)(m) = X(m)+Y(m) ; m( X(M)+Y(M)) = m = mm( X+Y) = Im

i) (LX)(M) = AX(m) ; AelR, XeC*(U, TM)

2) C*(U, TM) es un médulo sobre el anillo C*(U). Bastara considerar:

C*(U) x C=*(U, TM) — C*(U, TM)
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(F, X) = fX: fX(m)=f(m) X(m)

3) Existe un isomorfismo canonico de X(M) sobre el C*(U)-modulo Der(C*(U))
derivaciones lineales C*(U) para lo cual bastara considerar:

X(f):U > R ; feCo(U), Xe C*(U, TM). M — X f(m) = Xm(f)

4) Sea X € X(M) entonces son equivalentes
i) XesC»

i)  Si (U, X) es una carta con coordenadas x*, x?, ....... , XM ysi {A1 es la

m
i 0
coleccion de funciones sobre U definida por X/u = Z A pul entonces
i=L X

MeC=(V).
iii) Si V(abierto) = M, feC*(V) = X(f) € C*(V)

Ver ([10], Warner, Frank W. (1970))

Definicion 2.1.26. Sea X un campo vectorial C* sobre M (variedad). Una curva o

en M de clase C* es una curva integral de X si o (t) = X(o(t)) para cada t en

dominio de o.
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Observacion 2.1.6

Sea X un campo vectorial C* sobre M, meM. Asi se tiene la siguiente interrogante
¢Habra una unica curva integral a través de m?

Siy:(a, by > M una curva integral de X entonces:
0 . :
*) dY(aT ) = X(y(t)) , te(a, b) . En coordenadas se tiene: Si 0e(a, b), y(0) = m.
t

Elegir un sistema de coordenadas (U, ¢) con coordenadas X1, X2, ...., Xd en m por la

d

observacion anterior 2.1.5(ii) se tiene X/y = Z f —— donde fi es C* sobre U.
d. d(x 0

Ademaés para cada t tal y(t)eU se tiene dy Z ( '7/) x
=1 t R

0
o

d
Asi (*) toma la forma Z (;.r7/)
i=1

5 9
=2 L0

yy iy

t

dy
Entonces vy es una curva integral de X sobre y}(U) & —" dr =fi Y (y1(t), .., ya(¥)) ;

t
i=1,..d, tey}(U) ; yi = xi y. Pero esta Gltima ecuacion da un sistema diferencial de

primer orden que satisface el teorema de existencia y unicidad en ecuaciones

diferenciales.
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2.2 . Integracion sobre R™

2.2.1. Particion de intervalos en R™

Recuérdese que una particion Q de un intervalo [a, b]c IR es una sucesion to, ..., t
donde a = to < t1 < ... t« = b. Esta particion divide el intervalo [a, b] en k
subintervalos [ti-1, ti].

Anélogamente sea una particion P = (Pq, ......, Pn) de un rectdngulo [ai, b1]X .... X[an,
bn] < IR". Donde Pi es una particion que divide el intervalo [ai, bi] en N;
subintervalos entonces P divide [a1, b1]X .... X[@n, bn] €n N = N1.....Nn subrectangulos
de la particion.

Supdngase ahora que A — IR" es un rectdngulo y f: A — IR es una funcion acotada
y P una particion de A para cada sub-rectangulo S de la particidn se tiene:

ms(f) = inf{ f(x) : xeS }, Ms(f) = sup{ f(x) : xeS }.

Luego las sumas inferior y superior de f correspondientes a la particion P estan

dadas por: L(f, P) = z ms(f)V(S), U P)= Z M (f)v(S)

Donde v(S) es el volumen del rectangulo S. Inmediatamente L(f, P) < U(f, P).
Ademas, si P” es particion mas fina que P (Los sub-rectangulos de P” estan
contenidas en P). Entonces L(f, P) < L(f, P"), U(f, P") < U(f, P).

De lo cual para P, P” particiones de un rectangulo se tiene L(f, P") < U(f, P).
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Definicion 2.2.1 Dado el rectdngulo A c IR" se dice que una funcién f: A — IR es
integrable en A si es acotada y sup{L(f, P)} = inf{U(f, P) }. ElI nimero en la

igualdad se denota: _[ f= J f (X, X, )dx,...dx, denominado integral de f sobre A
A A

segun Riemman..

En particular para A c R? denotamos [ f = [[ f
A A

Ejemplo 2.2.1

f: A — IR una funcion constante f(x) = c. Entonces para cada particién P y un sub-

rectangulo S se tiene que ms(f) = Ms(f) = c.

Asi L(f, P) = U(f, P) = )_ cV(S) = cv(A).
S
Entonces J' f =cv(A). Por lo tanto f es integrable
A

Observacion 2.2.1

1.- Sea A — R?, una condicion necesaria y suficiente para que f: A — IR sea
integrable es que Ve > 0 exista una particion P de A tal que U(f, P) — L(f, P) < &. Se

deduce de la definicion.

2.-No toda funcion f : A = R? — IR es integrable,

0 :sixesracional

. . . Si P es una particion entonces cada sub-
1 :sixesirracional

fx, y) = {

rectangulo S contiene puntos (X, y) con x racional y también puntos (X, y) con X
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irracional. Asi ms(f) =0, Ms(f) = 1 entonces: L(f,P)= Y, 0v(S)=0, U(f, P) =
S

> 1v(S)

=v( [0, 1]x[0,1]) =1

Por lo tanto, f no es integrable.

2.2.2. Medida y contenido cero

Definicion 2.2.2 Un subconjunto A de R™ tiene medida n-dimensional cero si

Ve > 0 existe un recubrimiento {Ui} de A por rectangulos cerrados o abiertos tal

que: Y V(U;) <& .
i=1

Observacion 2.2.2

1.-

2.-

Si A tiene medida cero y B — A entonces B tiene medida cero.
El conjunto de un nimero finito de puntos tiene medida cero . Asi mismo
un conjunto ordenado infinito de puntos tiene medida cero ya que este

conjunto forma una sucesion ag, ..., an, ... y para cada ¢ > 0 se puede elegir

Un rectangulo cerrado conteniendo a, con v(Uj) < il entonces:
2

iv(Ui <i iize
i1 i1 2

Si A es union ordenada de conjuntos de medida cero entonces A tiene

medida cero.
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Definicion 2.2.3 Un subconjunto A de IR" tiene contenido n-dimensional cero si

para cada € > 0 existe un recubrimiento finito { Uy, ......, Un } de A por rectdngulos

n
cerrados o abiertos tal que Y V(U;) <& .
i=1

Observacion 2.2.3
1.- Si A tiene contenido cero es inmediato que A tiene medida cero.

2.- Sia<b entonces [a, b] IR no tiene contenido cero pues si {Uj, ...... , Un} es

un recubrimiento finito de [a, b] por intervalos cerrados entonces
n

YV, 2b-a .

i=1

3.- Si A es compacto y tiene medida cero entonces A tiene contenido cero pues

dado € > 0, como A tiene medida cero existe un recubrimiento {Us, Ua, ........ }
de A por rectangulos abierto tales que ZV(Ui)<3- Ahora como A es
i=1

compacto un namero finito Uy, ......, Un de los U; recubren también A entonces:

Zn:v(Ui)<e,

4.- Considerando M(x, f, 8) = sup{f(z) ; zeA, | z-x|<d }

m(x, f, 8) = inf{f(z) ; zeA, |z-x|<d }
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6.-

Se define la Oscilacion de f en x por: o(f, X) = IJ”L{M (x, f,8) —m(x, f,5)}

Ahora si A es un rectangulo cerrado y f : A — IR una funcién acotada tal que
off, X)< & para todo x € A. Entonces existe una particion P de A con
U(f, P)-L(f, P) < ev(A).

Sea A un rectangulo cerrado, f: A — IR una funcion acotaday B = {x ; f no
es continua en x}. Entonces f es integrable si solo si B es un conjunto de medida
cero. Lo cual se obtiene de (4) y de la observacion 2.2.2.

0 ;xgC

Si C < IR" se define la funcion caracteristica yc de C por yc(x) = { L yec
y (S

Ahora dado C — A (rectangulo), f : A — IR funcion acotada si existe I frxe
A

sedefine [ f=[fy .
(] A

La funcién yc : A — IR es integrable si, y solo si la frontera de C tiene medida
cero(por tanto contenido cero). Esto puede ser deducido como sigue:

Si x pertenece al interior de C entonces existe un rectangulo abierto U con
xeUcC.

Asixyc=1en Uy yxc es continua en Xx.

Analogamente si x pertenece al exterior de C existe un rectangulo abierto U
con xeU c IR"— C. Por tanto yc = 0 en U y yc es continua en X.

Si x pertenece a la frontera de C entonces para cada rectangulo abierto U que
contiene x existe y1 € U m C tal que yc(y1) =1y existe y» € U n (IR"- C) tal

que xc(y2) = 0 entonces yc no es continua en X.

36



Luego {X; xc no es continua en x} = Frontera de C y el resultado se sigue de
la misma observacion (5)

8.- Un conjunto C cuya frontera tiene medida cero se denomina medible Jordan.

La integral Il se denomina contenido (n-dimensional) de C o volumen n
C

dimensional de C. Naturalmente que el volumen 1-dimensional se llama
longitud y el 2-dimensional &rea. Tomar en cuenta aqui que puede haber
conjunto abierto C no medible Jordan. Por ejemplo, C < [0, 1] el cudl es la
unién de intervalos abiertos (a;, bi) tales que cada nimero racional de (0, 1) esta
contenido en algun (ai, b).
Teorema 2.2.1 (De Fubini) Sean A c IR", B < IR" rectangulos cerrados y sea
f: AXB — IR integrable. Para x € A sea gx : B — IR definida por gx(y) = f(x, y) ¥

sean.

Ax) = LJ'gX = LJ' f(x,y)dy , H(X) = UJ'gX =U J' f (x, y)dy extremo superior
B B B B

de las sumas inferiores y extremo inferior de las sumas superiores para gx

respectivamente.  Entonces &%, L son integrables en A vy

[t=]e=[w[teydydx, [f=[u=[U]fxy)dy)dx

AxB A AxB A
donde las integrales del 29° miembro se llaman integrales iteradas de f.
Demostracion:
Sean Pa una particion de A 'y Pg una particion de B obteniendo una particion de P
de A x B en la cual cada sub-rectangulo S es de la forma Sa x Sg donde Sa sub-

rectangulo correspondiente a Pa y Sg sub-rectangulo correspondiente a Pg. Asi
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L(F,P) = 2 Mg (FV(S) = 3" my o (FIV(S,XS,) =

Sa.Sg

> (Z Mg, s, (f)v(ss)}(sA)

S, \sg
Ahorasix € Sa= Mg o (f)<mg (g,)

Luego 3" mg o (F)V(Sg) <D mg, (9,V(Ss) <L [ g, = Ax)

También Z [Z msAxSB (f)V(SB)}/(SA) < L(Z, Pa)

S, \Sg
Asi L(f, P) < L(%, Pa) < U(Z, Pa) < U(U, Pa) < U(f, Pa)

Ahora como f es integrable sup{L(f, P)} = inf{U(f, P)} = J' f

AxB

Por lo tanto sup{L(L, Pa)} = inf{U(L, Pa)} = j f . Osea Zes integrable en A

AxB

y _[ f = jﬁ . La igualdad para L se deduce analogamente.

AxB A

Observacion 2.2.4

1.- De la misma forma que en el teorema se puede verificar el orden inverso de las

integrales iteradas 6 sea j f = I [LI f(x, y)dx]dy = I [UJ f(x, y)dedy
A B A

AxB B
2.- El teorema 2.2.1 se puede ver en la figura 2.2.1. Dada la funcion continua
positiva f : [a, b]x[c, d] — IR. Sean to, ...... , th una particion de [a, b] y dividir

[a, b]x[c, d] en n bandas por medio de los segmentos ( ti x [c, d] ).
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Si gx(y) = f(x, y) entonces el area de la region debajo de f y por encima de
d d
(x x[c,d] ) es dada j g, =L f(x,y)dy.
El volumen de la region debajo del grafico de f y por encima de [ti.1, ti]x[c, d]
es aproximadamente (ti—ti-1) J.cd f(x,y)dy para cada xef[ti1, t] entonces:

n

] d
jf =) If es aproximadamente Y. (t; _tifl)J‘ F(X,y)dy ; xieltia, ti]

[ab]x[c,d] =1 [t;_y,t]x[c,d] i=1 o

Por otro lado, sumas analogas a esta aparecen en la definicion de

J(J'f(x,y)dy]dx .

C

é ti.»l X ti b.

Figura 2.2.1. El teorema de Fubini sobre un rectangulo.

Ahora si h(x) = J.d g, = Ld f(x,y)dy esrazonable esperar que h sea integrable en

b b (d
[a, b] y que _[ f Ih :j [I f(x, y)ddex. Lo cual resultara cierto si f es

[a,b]x[c,d] a a\c

continua, pero en el caso general se tienen dificultades por ejemplo si el conjunto
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de discontinuidades de la funcion fes (Xxox [c, d] ), Xo € [a, b]. Entonces f resulta
integrable en [a, b] x [c, d] pero h(xo) = Ij f(X,,Yy)dy puede no estar definida.

3.- En el teorema de Fubini la mayor irregularidad ocurre cuando gx no es

integrable para un nimero finito de xeA. En este caso AX) = J' f(x,y)dy salvo
B

en este namero finito de x. Puesto que j,e no se altera si % se define de nuevo en
A

un niimero finito de puntos podemos escribir: J. f= J. U f(x, Y)dYJdX siempre

AxB A\B

que J'f(x, y)dy se defina arbitrariamente por ejemplo dandole el valor cero
B

cuando no existe.
Sin embargo, hay casos donde esto no se puede hacer por ejemplo:
1 ; X es irracional

Si f:[0,1]x[0,1]—> IR ; f(x,y)= 1 ; X es racional, y irracional

1- 1 ; x= P irreducible, y racional
q q

entonces f es integrable y _[ f=1
[0,1]x[0,1]

1
Ahora jo f(x,y)dy=1sixes irracional y no existe si x es racional. Por lo tanto h

no es integrable si se pone h(x) = I: f (x,y)dx igual a cero cuando la integral no

existe.
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4.- Si A=[ag bi]x....... X[an, bn] ¥y f: A — IR aplicando repetidamente el teorema

by b
de Fubini se obtiene: I[ ............. (.[ f (X ,andx1 ............ }dxn

5.- Si C < A el teorema de Fubini se puede utilizar para calcular f f = f}(c f.
C A

Por ejemplo:

-1\ -1

Si C=[-1, IX[-L, 1-{(x, ) (x, I<1} = [f =] [ [ TOoy)re(x, y)dy}dx

| 1 o Siyeal-x,v<-o1-x°
Ahora yc(X,y) = | 0 ; en otro caso
1 _J1-x? 1
Porlotanto [ f(X,y)rc(xy)dy=[f(xy)dy+ [f(xy)dy
1 -1 %2

En general si C — A x B determinando C n ({x} x B), x €A se puede deducir

J' f . Sisetiene C n (Ax{y}), yeB podemos utilizar la integral iterada
C

[t=] [ [fOuy)ze(x, y)dx}dy

A

2.2.3. Particiones de la unidad

Definicion 2.2.4 Sea Q c IR", u: Q — IK(IR 6 C) y S(u) = {xeQ/ u(x) = 0}

definimos soporte de u; Sop(u) = S(u) = u(IK —{0}) adherencia respecto de

la topologia relativa.
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Ejemplo 2.2.2

1 ;xeQ

So =Q
0 ;xgQ = Sop(u)

Seau: IR" - IR ; Q(abierto) — IR", u(x) = {

Para el Sop(u/a) , setiene u/a:Q — IR, ula=1.

1 ;xeB(01)

En particular paran=2, Q =B(0,1), u:IR"—> IR, u(x) =
0 ;x¢B(0]1)

Sop(u) = B(0,1) = {XelR?/ || x || <1}. Ver figura 2.2.2

S(u) Sop(u)

N
%

N

Figura 2.2.2 Soporte de una funcioén.

Observacion 2.2.5

1.- Sop(u) es el menor cerrado de Q fuera del cual u = 0 en el siguiente sentido:
i) Sop(u) es un cerrado de Q y u = 0 en Q-sop(u).
ii) Si X es cerrado en Q y U = 0 en Q-X entonces Sop(u) =X.
Aqui (i) es claro de la definicion de sop(u). Por otro lado en (ii) supdngase
que X es cerrado y u = 0 en Q-X asi S(u) = {xeQ / u(x) #0}cX ,
Sop(u) = X =X.

2.- U tendra soporte compacto si sop(u) es compacto.

3.- Seanu,v:Q > IK, A =0, AelK entonces Sop(u+v) < Sop(u) w Sop(v)
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Sop(uv) < Sop(u) N Sop(v)
Sop(Au) = Sop(u).

4.- Sean u, v : Q — IK uno de ellos con soporte compacto tal que existe la

convolucion de u por v 0 sea existe uxv = IU(X—Y)V(Y)dy entonces
IR"

Sop(uxv) < Sop(u) + Sop(v).

5.- Sea f:IR" — IK funcion entonces Sop(f) = -Sop(f) , Sop(7y, ) = o +Sop(f)

donde f'(x) = f(-x) es la simétrica de f, (7, f)(x) f(x-xo) es la traslacion de f en Xo

6.- f:U > IK, g:V — IK entonces Sop(f ®g) = Sop(f)xSop(g) donde
f ®g(x, y) = f(x)g(y) producto directo de f por g.

Para las verificaciones ver([1], Lages Lima Elon, (1982))

Definicion 2.2.5 Dada A < IR" una coleccion ® = {¢ de funciones definidas en un
abierto que contiene A, clase C*} se denomina particion de la unidad para A con
funciones C” si:

1) ParacadaxeA setiene 0 < ¢(x) <1.

ii) Para cada xeA existe un conjunto abierto V que contiene x tal que ¢ =0 en

V, Voe®d excepto un numero finito.

iii) Para cada xeA se tiene Z(p(x) =1 (Inmediatamente de (ii) para cada X
ped

esta suma es finita en un conjunto abierto que contiene X.) Ademas esta
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particion de la unidad @ se dice que esta subordinada a un cubrimiento 3
por abiertos de A si se verifica:
iv) Para cada @e® existe un conjunto abierto U en 3 tal que ¢ = 0 al exterior

de un conjunto cerrado contenido en U.

Teorema 2.2.2 Sea A < IR" y sea I un cubrimiento abierto de A. Entonces existe
una colecciéon @ de funciones ¢ de clase C definidas en un conjunto abierto que
contiene A satisfaciendo: (i), (ii), (iii), (iv) de la definicion anterior.

Demostracion

Caso I (A compacto)

En este caso un nimero finito Uy, ....., Un de conjuntos abiertos de 3 cubren A.
Luego serd suficiente construir una particion de la unidad subordinada al
cubrimiento { Uy, ....., Un }. Se buscaran primero conjuntos compactos Di < Ui
cuyos interiores cubran A. Los Dj se construyen inductivamente como siguen:
Supdngase que Dy, ...... , Dk se han elegido de manera que { int(D3), ....., int(Dx),
Di+1y coveene , Dn } cubran A.

Sea Ck+1 = A - { int(Dy)u.....uint(Dk) U Di+1U .....UDp }= Cr+1cUk+1 Yy Ci+1 €S
compacto.

Asi existe un compacto Dy+1 tal que Cy+1 < int(Di+1) , Di+1 < Uks1

Ahora sean i funciones C* que sean no negativa, positiva en Dj y cero en el exterior
de un conjunto cerrado contenido en Ui. Como { Dy, ....., Dn } recubre A se tiene

y1(X)+ ... + yn(X) > 0 para todo x en un abierto U que contiene A .
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vi(X)

U se puede definir tal que @i(x) =

Sif:U— [0, 1] esunafuncion C* que es 1 en Ay cero en el exterior de un conjunto

cerrado contenido en U entonces @ = {foy, ...... , fon} es la particion de la unidad
deseada.
Caso II:
(A=ALUAU con Aj compacto, Ai c int(Ai+1) ) Del caso | aqui

también se obtiene particion de la unidad.
Caso 111 ( A es abierto ) Bastara aplicar el caso Il con Ai= {xeA;|x|<i, distancia

de la frontera de A>1/i }.

Caso IV ( A es arbitrario ) Sea B la unién de todos los U en 3. Del caso Il existe

una particion de la unidad para B la cual también sera particion de la unidad para

A

Definicion 2.2.6 (Particion de unidad sobre variedades) Una particion de la

unidad sobre una variedad M es una coleccion {g; ; iel (conjunto de indices)}

funciones de clase C* sobre M tal que:

i) La coleccion de soportes {sop(oi) ; iel} es localmente finita. O sea, para cada
m € M hay una vecindad Vm de m tal que Vm m sop(ei)# ¢ para un nimero

finito de indices i.
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i)

Zq)i (p)=1 paratodo peM, @i(p) >0, icl. Ademas, la particion de la unidad

iel
{¢i ; iel} es subordinada a la cubierta {U; ; jeJ} de M si para cada indice i

existe un indice j tal que sop(¢i) < Uj (puede suceder que | = J).

Observacion 2.2.6

1.-

Con la condicidn (ii) en el teorema 4.2.2 sea C compacto incluido en A. Para
cada x € C existe un conjunto abierto Vx que contiene x tal que solo un
namero finito de ¢ € ® no son cero en Vy . Puesto que C es compacto un
namero finito de tales Vx recubren C. Asi solo un nimero finito de ¢ € ® no
son cero en C.

Las particiones de la unidad nos permiten componer resultados locales para

obtener resultados globales. Recordar que J' f puede no existir a pesar de ser
A

A un conjunto abierto acotado y {x : f es continua en x} tener medida cero.
Ahora bien si A es un conjunto abierto cualquiera, existe ciertamente u
recubrimiento abierto 3 de A tal que cada UeJ estd contenidoen A y es
medible Jordan(por ejemplo A es union de rectangulos abiertos). Si 3 es
uno de estos recubrimientos y @ es una particion de la unidad para A

subordinada a 3 entonces ¢f sera integrable para cada ¢ e® se define:
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(supuesto que esta suma converge, la cual puede converger siendo A, f no
acotados)
3.- Si Aesacotado, f: A — IR es una funcion acotada, {x : f es continua en x}

tiene medida cero entonces " J.¢,f converge.

[ZE BN
Ver ([9], Spivak. M, (1965)).
4.- Si 9" es otro de estos recubrimientos y ®” es una particion de la unidad

subordinada a 9" entonces " J'(p,f => Iw,f

ped A wed A
Ver ([9], Spivak. M, (1965)).
5.- Si A es medible Jordan, f: A — IR es integrable entonces la definicion en (A)

para J‘ f coincide con la antigua.
A

2.2.4. Cambio de variable

Recordar que si g: [a, b] — IR es funcion continua, diferenciabley f: IR — IR se

g(b) b
sabe j f= I(f.g).g’ basta considera f = F" y los extremos de la igualdad
g(a) a

integral coinciden en F(g(b))-F(g(a)). Por otro lado si g es 1-1 continua se tiene

bastara considerar g creciente o decreciente.

[ = Jcfo)g

g((ab))  (ab)

La generalizacion se tiene en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.3 Sea A — R™ un conjunto abierto y g : A —» R" funcion 1-1

diferenciable con continuidad tal que det(g"(x)) = 0 para todo xeA.
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Si f: g(A) — R es una funcion integrable entonces I f = J'( f.g).|det(g")
A

a(A)
Demostracion:
Caso I. Si existe un recubrimiento abierto 9 de AtalqueparaU e 3y f

integrable se tiene j f = j(f.g).\ det(g”)|- La coleccion de todos los g(U) es

g(v) u
un recubrimiento g(A). Sea ® una particion de la unidad subordinada a este
recubrimiento. Si ¢ =0 fuera de g(U) entonces puesto que g es 1-1 setiene

(p.f).g=0 en el exterior de U. Por lo tanto J' o.f =
g(u)

se puede escribir [ p.f = I(((p f ).g). det(g’) | entonces :

g(A)

[ 1= Jet=2 j((qof)g)\det(g)\ > I((pg)(f g) det(g")
9(A) 9P g(A) pe® pe®
Caso Il. Cuando I f= j(f,g).‘ det(\g’\)‘ donde V pertenece a un
v g7 (v)

recubrimiento de g(A) del caso (I) vemos que el teorema también se cumple.

Caso Il1. Sif=1seaV un rectangulo en g(A) y P una particién de V. Para cada

sub-rectangulo S de P sea fs la funcion constante considerando ms(f) se tiene:

L P =2 m(F)(S)=Y [fo=Y [(foo)det(q)|<Y [(f.0)det(w)]

S () S gim(S)) S g™ (im(S))

[(f.9) det(g")

gt(v)
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Comoj‘ f es el extremo superior de todas las L(f, P) entonces:
\Y

[f< J(f.g)det(g)

v g'(v)

Poniendo fs = Msf andlogamente se tiene _[f 2 '[(f.g)\ det(q’)| el teorema se
voooghv)

deduce del caso (I1) lo cual se cumplira también cuando f es constante.

Caso IV. Si el teorema es cierto para g: A —>IR", h: B —> IR"

tal que g(A) — B entonces :

.g 1\ det(g”)

[f= [f= [ (fh)detn)

h-g(A) h(a(A)) 9(A)

= [ ((f.h).g)[|det(n)

= [(f.(h.g))|det(h.g)’

Por tanto el teorema es cierto para heg : A — IR"

Caso V. Si g es aplicacion lineal para cada rectangulo U abierto se tiene:

Il =I |det(g”)| entonces el teorema se tiene de los casos (1), (11)

g(u) U

Las observacion 2.2.6 prueba que se puede suponer que para cada a € A se tiene
que g'(a) es la matriz idéntica pues si T es la aplicacion lineal Dg(a) entonces,
(T-%g)"(a) =1 . Ahora como el teorema es cierto para T, si es cierto para T-1g es

cierto para g.
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Caso(General)

La demostracion la haremos por induccion respecto de n. Los casos (1), ( 11),
( 111') demuestran el teorema para n = 1.

Ahora supongamos que el teorema se verifica para n-1. Asi para cada a € A bastara
encontrar un conjunto abierto U con a € U < A en el cual el teorema es cierto.
Ademas podemos asumir que g°(a) = I.

Ahora definiendo h : A — IR" tal que h(x) = (g1(X), ..., gn-1(X), gn(X)). Entonces h"(a)
=1lyenuncierto U cona e U< A lafuncidn h es 1-1, det(h"(x)) # 0 definir ahora
k:h(U) — IR" con K(X) = (X1, ..cenve.. , Xn-1, On-1(2(X))), g =koh entonces g puede
ser expresado como la composicion de dos aplicaciones cada una de las cuales
cambia menos de n coordenadas.

Ahora aseguremos que k es una funcién adecuada .

Como (gah™) (h(2)) = (9n) ()-("(a))™ = (gn)'(@) entonces Dn(gnh™)(h(a)) =
Dngn(a) = 1. Asi en un conjunto abierto V con h(a) € V < h(U") la funcién k
es 1-1ydet(k"(x)) = 0.

Tomando U = k*(V) se tiene ahora g = keh donde h: U - IR", k:V > IR" y
h(U) < V. En virtud del caso ( 1l1') bastara probar el teorema para hy k. Veamos
para h.

Sea W un rectangulo de la forma Dx[an, bn] , donde D es un rectangulo en IR™ por

el teorema de Fubini se tiene Ilz I [ J‘l.dx1 ...... olxnlexn
hw) a0 ]\ h(Dx{x, })

Sea N : D — IR™ tal que N, (X1, ..., Xn1) = (Ga(X1, wrey Xn), cevvey Gnet (X1, ooy Xn) )
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Asi cada hxn es 1-1y det( (hXn ) (X1, ..., Xn) ) = det(h"(X1, ..., Xn)) #0

Ademas Jl.dxl ------ ax, , = Jldxl ------- dx. , . Por induccion
h(Dx{x,}) h, (D)

_[1: j J'l.dxl....dxn_1 dx, = j [Idet(hxn)’(xl, ..... ,xn_l)‘dxl ..... dx, , |dx,
D

h(W) [a-n,bn ] hxn (D) an,bn

= '[ (jdet(h'(xl, ..... ,xn)\dx1 ....... dxn_lexn= ﬂdeth’\
D

a",bn

La prueba para k es anéloga.

Teorema 2.2.4 ( De Sard ) Sea g : A — IR" diferenciable con continuidad donde
A c IR" es abierto y sea B = {xeA : det(g"(x)) = 0} entonces g(B) tiene medida
cero.

Para la demostracién ver ([9], Michael Spivak, (1965 ))

Observar que en el teorema de Sard podemos deducir el teorema anterior inclusive

suprimiendo la condicion det(g”(x)) = 0

2.3 Tensores y formas diferenciales

En esta seccion aplicaremos algunos conceptos de Algebra Multilineal a variedades.
Dado V un IR-espacio vectorial, se denotard VV* como el espacio dual de V el cual

consta de todas las funciones lineales reales evaluadas sobre V.
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Definicion 2.3.1 Dados V, W espacios vectoriales sobre IR, L espacio vectorial
libre sobre IR con generadores en VXW y sea R el subespacio de L generado por
los elementos de la forma {(vi+ vo,w) — (Vi,w) — (v2,w), (V, W1 + W2) — (V, W1) —

(v, w2) + (av,w) —a (v,w), (v, aw) —a (v,w) ; ae IR, v1, V2, VaeV, W1, W2, W3 e W}
. . _ L
el espacio cociente denotado y definido como V ®W =R €S llamado producto

tensorial de V' y W sus elementos se denotan v ® w.

Por construccion se tienen:  (Vi+V2) @W=Vi QW+ V2 ® W
VO (Wi +W2)=V®W+V®Ws
a.(vVeOw)=av®w=v® aw

Ver ([4], Micalli — Villamayor, (1976))

Las siguientes propiedades identifican el producto tensorial
i) (Caracterizacion Universal del producto Tensorial) Dada la aplicacion bilineal
f:VxW—-VeW tal que (v, w) — vew entonces para cada espacio vectorial
Hyg:V xW — H aplicacion bilineal existe una unica aplicacion lineal
h:V ® W — H que hacen conmutar el siguiente diagrama.
f
VxW —> VW

h ; g = hof
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Ademés V ® W y f son unicas que cumplen la condicion anterior en el sentido que
si T es un espacio vectorial y f1: V x W — T es una aplicacion con caracterizacion
universal entonces existe un isomorfismo o : V ® W — T tal que oof =1

i) VW, W ® V son isomorfos.

i) Vo WoH), (V®W)® H son isomorfos.

iv) Segun (i) si Hom(V, W) esta constituido por transformaciones lineales, la
aplicacion bilineal B : V*®W—Hom(V,W) tal que B(f, w)(v) = f(v)w determina
una unica aplicacion lineal o : V*®W—Hom(V,W) isomorfismo de alli que
dimV®W = (dimV)(dimW)

v) Sean {vi;i=1,..,c} {w;;j=1,..,d} base de V y W respectivamente entonces
{vi®w;j;i=1,..,c;j=1,...,d} es base de VRW.

Para la verificacion de estas propiedades podemos remitirnos a:

([4], Micali — Villamayor, (1976)).

Observacion 2.3.1 En muchas aplicaciones el elemento v ® w se dice producto
tensorial y los vectores v y w toman la forma v : IR™ — IR funcién multilineal
Ilamado tensor de orden (m) = dimV, w : IR" — IR funcion multilineal llamado

tensor de orden (n) = dimW.

Definicion 2.3.2 Considerar V®...QV®V*®...®V* = Vi detipo (m, n) lasuma
Y Y

directa m - veces n — veces
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E(V) = ZVmn (M, n > 0) es llamado el &lgebra tensorial de V. Los elementos de
E(V) son combinaciones lineales finitas sobre IR de elementos de ~ Vm,n y SON
Ilamados tensores. Observe que Voo = IR.

E(V) es un algebra graduada asociativa n—conmutativa con multiplicacion ®
donde si: U = U1®...QUmM®U1*®...®Un*€ Vmy,ny,
V =Vi®...Vm®V1*®...®Vn,*eVmy,n, entonces URV e Vmumz, nuna.

Los espacios tensoriales Vm,n son llamados homogeneos de grado (m, n). Un tensor
homogéneo de grado (m, n) se dice que es descomponible si se puede escribir como

sigue: Vi®...®Vn®V1*®...®&vn* ; vieV (i=1,..., m); vj*eV* (j=1,...,n).

o0
Definicion 2.3.3 Sea F(V )= Y V sub algebra de E(V), I(V) el ideal a dos
K=0 k,0

lados en F(V) generado por los elementos de la forma v ® v, veV y sea

Ik(V) = I(V)"Vko se sigue que 1(V ) = i I, (V) esideal de F(V).
K=0

F
Asf el algebra exterior graduada de V es dada por A(V ) = I(V(V))

VkO

SN W)

: k=2, Ao(V) =IR; A1(V) = V. Entonces A(V):ZA .
K=0 " °

El producto en A(V) es denotado (A) “producto exterior(cufia)” y la clase de

[Vi®...®v\] es dada por Via...... AVk.
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Definicion 2.3.4 Una aplicacion multilineal h : Vx...xV — W es Ilamada alternada

si h(Voqy,...,Vom) = Sig(c)h(Vi...vn); Vi, ....., vaeV Y G €S Una permutacion en Sy,

sig(c) = +1 (o par), sig(c) = -1 (o impar).

El espacio vectorial de aplicaciones multilineal alternadas h: Vx...xV - IR
H_J

es denotado An(V) y convencionalmente Ao(V) = R. n— veces

Propiedades analogas a producto tensorial se tiene en algebra exterior.

i)

Si ueAm(V), veAn(V) entonces uau =0, uave Am+n(V) y Uav = (-1)™" vau.

ii) Si {es,..., ed} es una base de V entonces {es} es una base de A(V) donde ¢

i)

recorre los conjuntos de {1,...,d} incluyendo el conjunto vacio y €
= €itA...ABIr con 11<...<ir , aqui ¢ es el subconjunto { i1,..., ir} de {1,....d} y
ey =1 cuando ¢ = @ . La base de Ad(V) consta de combinaciones de d en d

d!
elementos = Ad(V) = IR. Ademas dim A(V) = 2¢, dimA, (V) = KI(d—K)!

0 < k < d. Enparticular Ag+(V) ={0};]>0.
(Caracterizacién Universal del producto Exterior) Dada f aplicacion

multilineal alternada:
f: Vx..xV = Ak(V); (V1, ..., Vk) = V1A .... AVk. Entonces para cada espacio
vectorial H y cada aplicacion multilineal alternada g: Vx...xV — H hay una

unica aplicacion lineal h : Ax(V) — H que hace conmutar el siguiente

diagrama .
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Vx..xV—=> Ak(V)

\/ ; hof:g
g h

H
También aqui el par (f, Ak(V)) es Unica en el sentido que si f1:VX..xXV—>T es
aplicacion multilineal alternada con la caracterizacién universal exterior
existe un unico isomorfismo o: Ax(V) - T talque & of=f;
Para la verificacion de estas propiedades podemos remitirnos a:

([4], Micali-Villamayor, (1972)).

Definicion 2.3.5 Sean V, W espacios vectoriales reales finito dimensionales. Un
pareamiento de V y W es una aplicacion bilineal ( , ) : VXW — IR. Este
pareamiento serd llamado no singular si para w = 0 en W existe un elemento veV
tal que (v, w) = 0y cuando v # 0 existe un elemento weW talque (v, w) = 0.

Sean V, W pareados no singularmente por ( , )y definiendo ¢ : V — W™ tal que
o(V)(w) = (v, w); veV, weW. Se sigue que ¢ es inyectiva, similarmente la
aplicacion W — V" es inyectiva. Por lo tanto V y W tienen la misma dimension y
¢ sera isomorfismo.

En particular el pareamiento no singular de (V")rs con Vrs ; (V)rsxVis — IR donde
Si:

V* = V1*® ...... ® Vr*®Ur+1®. . QUrsse (V*)r,s u= U1 ... ..®Ur®Vr+1*® ...... ®Ur+s*€Vrys
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Observacion 2.3.2

1) Enel caso especial cuando H = IR el diagrama triangular anterior establece el
siguiente isomorfismo natural: Ax(V)" = Ak(V)
La definicion (2.3.5) establece los isomorfismos:

(V)rs = (Vrs)” = Mrs(V) donde Mrs(V) es espacio vectorial de funciones

multilinegles VX ..« xWxV" ...xV > R

r-veces S-veces

Asi mismo Ak(V)" = A(V) , A(V") = Ak(V)", A(V) = Ak(V)
AVY = AN )= T AN ) =AW =AM =X A ()

Pueden ser vistos en ([10], Frank W. Warner, (1970))

2) Si{ei,...,en}esbasedeVduala {vi,...,7n} en V" entonces las bases{es}
y {vo} seran bases duales de A(V) y A(V") por los Gltimos isomorfismos de
alli mismo también se obtiene:  A(V") = A(V) = A(V).

3) Dado V espacio vectorial n-dimensional y sea | transformacion lineal sobre
V, de la propiedad (ii), anterior se tiene An(V) es 1-dimensional y la
transformacion lineal inducida por él, es la multiplicacion por una constante
sobre An(V).

Se define el determinante de | por esta constante. Si A es la Matriz de 1

respecto de la base vi...va entonces el det | = det A.
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Asi el detA no depende de la eleccion de la base elegida. Ademas, se cumple

detA= Z(Sigﬂ) a1n(1),..., d1x(n), A = (@jj); © permutaciones n-nimeros

detAB = detA . detB

4) Dado V espacio vectorial n—dimensional con producto interno. Se extiende este
producto interno a los elementos de A(V) donde el producto interno de elementos
homogeéneos de diferentes grados es cero. Ahora Si <WiA...A Wp, VIA...A Vp> =
det<wi, vj>. Si ey,..., en €5 Una base ortonormal de V entonces la base €iiA... A€ es
base ortonormal de A(V). Asimismo An(V) es 1- dimensional y An(V)-{0} tiene dos
componentes . Una orientacion sobre V es una elegida de una componente de
An(V)-{0}. Si V es un espacio con producto interno orientado entonces la
transformacion lineal estrella *: A(V) — A(V) existe (esta bien definida) tal que
para toda base ortonormal {ex,...... , en}de V (y cualquier reordenamiento)

*Dt=e  Auoney,,  *(E1A......An)=11

* (e1A.....AEp) = * ep+1A.....AEn donde el signo (+) corresponde a que e1 A...
A €n esta en la componente de An(V) — {0} determinado por la orientaciény (-) de
otro modo.

*: Ap(V) S Anp(V) 1 * (e9DA..... Ae"P)) = Coq) ... Cop) Sig(c)(e“PA...

/\ecs(n))
Donde {e,...... , en} es base orientable de Vy {el,...... , e"} es base dual
Inmediatamente se tiene ** = (-1)P("P)

Ademas si v, w e Ap(V) entonces <v,w> = *(WA*V) = *(VA*W),
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<v,w>u = (VA*W) : u es elemento de volumen respecto del producto interno.

Ver: ([10], Frank W. Warner, (1970)), ([11], R. Abraham, (1988))

2.3.1. Campos tensoriales y formas diferenciales.

Definicion 2.3.6 Dada M una variedad diferenciable los siguientes haces:
Ty sM = Upmen(TnM), 5 s llamado haz tensorial del tipo (r,s) sobre M.
MM = Upem Ak (TM)*es llamado haz k-exterior sobre M.

N'M = Upen A(T,,M)*es llamado haz algebra exterior sobre M.

Observacion 2.3.3

Si (U, o) es un sistema coordenado centrado en me M con funciones coordenadas
Y1 ....yd entonces las bases {0/0yi} de TmM y {dyi} de (TmM)* producen bases de
(TaM)rs, A(TmM)™ y A (TmM)* por ejemplo la bases de Ax(TmM)* es {dyi
A AQYi 1<, < ik}

Usando esta base se puede definir aplicaciones de las imagenes inversas de U en
TrsM, A; M, A"M bajo las respectivas aplicaciones proyeccion a ¢(U) x (Espacios
Euclidianos con sus dimensiones).

Cuando estas aplicaciones sean sistemas coordenadas, se tiene la estructura natural
de variedad en TrsM, A; M, A*M como se dio para TM y ( TM)*.

Definicion 2.3.7 Las aplicacionesC* ; M > T, sM, M > AWM, M- A'M

cuya composicion con la proyeccion canonica es la aplicacion identidad son

59



Ilamadas campo tensorial C* del tipo (r, s) en M, k-forma C* en My forma C*
en M respectivamente.

Como nuestros campos tensoriales y formas diferenciales seran C* omitiremos C*.
Observacion 2.3.4

Una elevacion a: M — T:sM es un campo Tensorial C* de tipo (r, s) si solamente
si para cada sistema coordenado (U, y1,...,yd) en M se tiene que:

0 0 _ o .
%:Zah ....... e s 5)/i®m®5y-®dyh®""®dyis;a'l""'"'r"Jl"“'"JS es

Iy

C(U).

Es usual denotar %:za'_l’ T @0 ®dyle..Qdy'
U Jl ------ ’JS |1 |r

Por otro lado una elevacion  : M — A, M es una k - forma diferencial si solamente

si para cada sistema coordenado (U, y1,....,yd) en M se tiene:

Notacion: EX M es el conjunto de k- formas C* en M

E"M es el conjunto de formas diferenciales
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Observacion 2.3.5

E°M puede ser identificado con C*(M) , aqui la variedad diferenciable Ao"M es
simplemente MxIR y las elevaciones C* de M en M x IR son los graficos C* en M.
Se puede agregar formas, multiplicando por escalares dando un producto(a).

Si ®, ¢ € E*M, celIR entonces w+¢ , co , A son las formas que en m toman los
valores om+om , Com Y omAQ@m respectivamente.

En el caso que f es una 0- forma y o € E"M escribimos fam = fm, y con lo cual
E"M tiene estructura de modulo sobre el anillo C*(M) y de algebra graduada sobre

R con multiplicacion cufia.

Observacion 2.3.6
Sea me EXM entonces ome Ax(TmM)" y puede ser considerada (por dualidad) como
una funcion multilineal alternante en TmM. Si X1, Xa,...,Xk Son campos vectoriales
en M entonces o(Xi,......, Xn) tiene sentido, es la funcion cuyo valor en m es:
o(Xi1,..... . Xk)(M) = om(X 1(m),....., Xi(m))................. (1)
Si XK(M) denota el C(M) — modulo de campos vectoriales C* en M entonces
@ KM)X...xKM)>C°(M)...oviiiiiiiiee e 2)

Es una aplicacion multilineal alternante de el modulo JK(M) en C*(M).

La multilinealidad sobre el C*(M)-moédulo XK(M) es dada por:
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........ Xig, F X +gY, Xis,..., Xk) = f o(X1,... Xi-1, X, Xis1,..., Xk) +
(o[Q1 0, CTID G 49 T TR () I RSSO USRPRPPRTRURPRN 3
Cuando f, g € C*(M), Xu,...... , Xi1, X, Y, Xijs,........Xn € K(M).
Por otro lado, es util observar que cualquier aplicacion multiplicacion C* alternante
(2) del mddulo XX(M) en C*(M) define una forma. Para lo cual si » es una tal
aplicacion entonces o ( Xi,...... Xk)(m) depende solamente en los valores de los
campos vectoriales Xien M . Asi o define una funcion multilineal alternante wm en
TmM, esto define un elemento de Ax(TmM)* Dado por (vi,..., vk) € Tm Mx...xTmM
eligiendo V4,.....Vke dK(M) tal que Vi(m)=vi, (i=1,....,k) y definiendo

Om(V1,...., Vi) = ©O( V1,....Vi)(M) oo 4)
Por lo que se quiere que om(V1,...., vk) este bien definido independientemente de la
eleccion de las extensiones Vi. Asi o da una elevacion m — omde M en A*M y se
sigue que esta es C” , de aqui que o es una forma.
[lustramos cuando o es una aplicacion lineal del modulo XX(M) en C*(M). Sea X
un elemento de XK(M) se quiere probar que ®(X)(m) depende solamente de X(m).
Es suficiente probar que o(X)(m) =0 si X(m) =0

Sea (U, X4,...,Xq)sistema coordenado m entonces:
d
X= Zai (8_xi) en U donde ai(m) =0
Ahora sea ¢ una funcion C* que toma el valor uno, en una vecindad Vc U demy

0
es cero en una vecindad en M-U. Entonces el campo vectorial X; que es (p(a ) en
i

U y cero en otra parte perteneciendo a C*(M) y
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X = Zai Xit (L= 0D Xitooi e, (5)

o(X)(m) = Zc’;i (M) o(Xi)(M) + ((1 - 9?)(M))( @(X)M)=0 ................ (6)
Finalmente, por dualidad a los campos tensoriales se da una interpretacion analoga.
Si T es un campo tensorial del tipo (r,s) entonces podemos considerar T como una
aplicacion: T: EIM A......A EIM X JK(M)x......x 2dK(M) = C*(M).......(7)

Que es C*(M)-multilineal con respecto al C*(M)-modulo EX(M) y K(M). Cuando

o, ¢ € EX(M); X, Ye KM) = org (X, Y) = o(X) ¢(Y) - o(Y)o(X).... (8)

Definicion 2.3.8 (formas invariantes) Una forma diferencial o sobre un grupo de

Lie G es llamada invariante izquierda si SLa(®) = (La) o = o para todo ac G.

Observacion 2.3.7
1) Segun la definicién las formas invariantes a izquierda son diferenciables de

clase C~.

2) Denotando E,(G) como el conjunto de las formas invariantes a izquierda

dim(G )
entonces E, (G)= Z E.’ (G) es sub-algebra de E*(G). Asi la aplicacion de

p=0

Ei:V(G) sobre A(T.G)" dada por ® — (e) es un isomorfismo de algebras. En
particular esta aplicacién da un isomorfismo natural Eir,(G) = (T.G)" = 9*(Con lo

cual se puede considerar Eiév(G) como el espacio dual del algebra de Lie de G).
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Ademas, si  es una 1-forma invariante a izquierda y X es un campo vectorial
invariante a izquierda entonces o(X) es una funcién constante sobre G, cuando ®
es considerada como un elemento del espacio dual de 9 dado en el isomorfismo
En(G) =9

Ver: ([10], Frank W. Warner, (1970)).

Definicion 2.3.9 Si fe C*(M) la diferencial df es una aplicacién C* de T(M) en IR
que es lineal en cada espacio tangente. Asi df puede ser considerada como una 1-
forma; df : M — A*M llamada derivada exterior de la O-forma f y este operador
de diferenciacién exterior d tiene una extension a E*M dada en el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.1(Diferenciacion exterior)

Existe una Gnica antiderivacion d: EXM — E*M de grado 1 tal que d®= 0. Veamos:

i) Cuando feC*(M) = E°M entonces df es la diferencial de f

Aqui para f : IR" — IR se tiene Df(p) e A1(IR"). Asi df serd la 1-forma;
df(p)(vlp) = Df(p)(v) = D VD f(p) = dx(p)(V )Dif(p)
i=1 i=1

Lo o
Osea df = axl (0)/CIE + X dxn

ii) Dado peM y E*(p) el conjunto de todas las formas definidas sobre un
subconjunto abierto de M. Asi fijando un sistema de coordenadas (U, Xu,...,Xk)

en p. Si weE"(p) entonces:

|(dominio de )~U = ZaqdeQ) donde: a» € C* (dominio de w)nU),
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iii) dop= (Y da,|, Adx,| ) eA(ToM)*

" 0
Si o = f.dxin..A0X  AdxkeE"(p) = dw = (D 5 A e A

Ahora es facil verificar d? = 0. Basta verificar para 0-formas.
_ of of
Si f: U — IR entonces d?(f) = d(df) = d(af X1+ e + A, dxn) =0
X, OX

iv) weE"(p) entonces dowpeAr(TpM)"
V) d(aioit ae2)lp = ai(den)lp + a2(dw2)lp
Vi) d(o1,02)|p = dotlp Am2lp + (-1) @1fp A dwzp

También aqui para 0-formas se tiene directamente derivada del producto.

Si 1= g dXi1 A A dXi, ,r-formay ;=X h; de1 A A dqu , q-forma

Entonces wiAmz = gi h;j dXil Ao A dXir /\del Ao AdX.

Entonces d(winm2)|p = dotlp Aw2lp + (-1) @1]p A doz|p

Ver: ([10], Frank W. Warner, (1970))
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Multiplicacién Interior por Campos Vectoriales.

Sea X un campo vectorial C* en My sea weE*M la multiplicacion de o por X es
la forma i(X)w cuyo valor en m es la multiplicacion interior de wm por Xm y
(I(X)®)/m = i(Xm)(om) ademas i(X)w es C*yi(X) : E*M _, E*M es anti-derivacion

de grado(-1).

EFECTO DE APLICACIONES

Sea ¥: M — N una aplicacion de clase C*y sea me M obteniéndose la diferencial
d¥:TmM — TemN ; d¥(v)(f) = v(f¥) su transpuesta §¥: (TemN) = (TmM)" ;
3Y(y)(V) =y (d¥(v)) y el homomorfismo de &lgebras inducido:

SY 1 A(TymN)" — A(TmM)". Si w es una forma en N, entonces podemos llevar o
hacia una forma en M por d¥(®)/m = dy(w/vm) que identifica las formas
diferenciales como sigue:

8P (@)(M)(Ve, ..., Vi) = o(w(M)( (DY (V1))ly), .- --s (DW(VI))lw(r) )

Asi 8(dxi)(m)(VIm) = dxiCy(m))(Dy(M)(V)|vm)

=dxi(w<m»[2v,-D,-wl(m), ........... ,Zv,-D,-wk(m)]

w(m)

= 2ViDyi(m) = Y Dyi(m)dx(m)(v,)

k k. Ow.
Por lo tanto ¥ (dx;) = Z D,wi(m).dx = ZaTWI'dXi
-1 [

Teorema 2.3.2 Sea¥: M —> N, ¢ : N — P aplicaciones C* entonces.

a) oW¥: E*N — E*M es un homomorfismo de lgebras.
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OV (w1 +m2) = dW(w1)+ 0¥ (®2), OV (w1.02) = 0¥ (w1).0¥(®2), SdPoy = SYod@
Ademas si g es funcion diferenciable C* en M entonces 6¥(g.®) = (go®)dY¥(w)
En particular si f eC*(N) entonces 6¥(g) = (go'¥) eC*( M).
b) & conmutacond: esto es d(6¥(w)) = d¥(dw); ®eE*N
De aqui si  es una forma invariante a izquierda(dLa(®)= ®) entonces también
loes dw pues dLa(dw) = d(dLa(w)) = dw
c) d¥(w)(X1,.., Xn)(M) = 0wm(d¥P(Xi(m)),....d¥(Xk(m)); ®cE*N, Xi, campos
en M.

Ver: ([10], Frank W. Warner, (1970))

2.3.4. La derivada de lie

La derivada de Lie es definida como sigue: Fijemos un Campo vectorial X, clase
C>en una variedad M, X; denota el grupo a 1-pardmetro local de transformaciones
asociados en X.

Sea Y otro campo vectorial C* en M definiremos la derivada de Y respecto de X en

el punto meM. Primero seguiremos la curva integral de X a través de m fuera del
punto Xi¢(m) y evaluando alli Y . Luego transferimos YX1(m ) hacia TmM sea la

diferencial dX. del difeomorfismo X.

En TmM tomamos la diferencial de los vectores dX-t(YXt(m)) Yy Ym dividimos la

diferencia por t y luego tomamos limite cuando t — 0.
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En otras palabras consideremos la funcion de los vectores C* . (TmM)-valuada,
t dXy (YXt(m)) y tomamos su derivadaent=0. Ver figura 2.3.1

El resultado es un vector en TmM que es llamado la derivada de Lie de Y respecto

de X en m denotada por:

(Y (Mm))-Y,
X : gt (dXa(Yx,qm)))

t=0

(LxY)n = im dX-

t

TmM
- dX(Yx (m))

Figura 2.3.1 La derivada de Lie

De la misma forma definimos la derivada de Lie de una forma diferencial o con
respecto al campo vectorial X, excepto que en este caso evaluamos m en Xt (m)Y
Ilevamos 6X:al dual A(TmM)* donde tomamos la diferencia con w(m) dividimos

por tcuandot . 0.
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X (@) —@, _d y
Tenemos: (Lxo)m = Itlrr(l) ‘t m =t (0% (@, (my) POr construccion
- t=0

Lxo y LxY son diferenciables la definicion de Lie Lx puede ser extendida a campos
tensoriales arbitrarias en forma anéloga. Si T es un campo tensorial del tipo (r,s)

entonces(LxT)m es la derivada en t = 0 de la definicion ((TmM)s))-valuada cuyo

valor en tes dX. (V; ®..... ®Vn )®d Xt(vl* ®..... ®V:) Si

Teorema 2.3.3 Sea X campo vectorial C* en M entonces:

1) Lxf=X(f) cuando feC*(M)

i) LxY = [x,y] para cada campo vectorial C* ,Y en M.

iii) Lx: E*M . E*M es una derivacion la cual conmuta con d.
iv) Sobre E*M se tiene Lx = i(X).d + d.i(X)

v) Sea weEPM y sean Yo,.....,Yp campos vectoriales C* en M. Entonces:

p A A
vi) Como en (v) do(Yo,....,Ys) = Z(—l)”lYia)(Yo ..... 7. Yp)+Z(—l)i+1w([Yi,leYo ...... Vi Yp)
i=0 i<j

Ver: ([10], Frank W. Warner, (1970))
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2.4. Integracion de n-formas sobre cadenas

En esta seccion veremos la integracion de p-formas sobre p-cadenas singulares
diferenciables en variedades n-dimensionales y deducimos el teorema de Stokes.
Lo cual constituye una generalizacion del teorema fundamental del calculo que es

indudablemente el teorema mas importante en el tema.

2.4.1. Orientacion mediante la potencia exterior

Sea V un espacio vectorial n-dimensional. La nocion de una orientacion sobre V
fue vista en la observacion 2.3.2 (4)

Recordar que la n-ésima potencia exterior An(V) es 1-dimensional, asi An(V)-{0}
tiene dos componentes.

Una orientacion sobre V se tiene eligiendo la de una componente de An(V)-{0}.
Ahora sea M una n-variedad diferenciable conexa diremos que M es orientable si
es posible elegir en forma consistente una orientacion sobre (TmM)” para cada

meM. Mas precisamente sea 3 la 0-seccion del n-ésima haz exterior An"(M) 0 sea:

9= {0eAn(TmM)"}

meM

Entonces como cada An(TmM)™-{0} tiene exactamente dos componentes, se sigue

que An"(M)-9 tiene al menos dos componentes.
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Decimos que M es orientable si An'(M)-9 tiene dos componentes y si M es
orientable una orientacion sobre M es la eleccion de una de las dos componentes de
An"(M)-9.

Una variedad no conexa M se dice que es orientable si cada componente de M es
orientable y la orientacion es elegida de la orientacién de la componente.

Sea M orientada y vy, ....., Va base de TmM con base dual &4, ....., on.

Decimos que la base ordenada vy, ....., Vn €S Orientada si 61 .....A0n pertenecen a la
componente orientacion.

Sean M, N variedades orientables n-dimensionales y sea v : M — N una aplicacion
diferenciable. Decimos que y preserva orientacion si la aplicacion inducida
dy © An'(N) = An'(M) lleva la componente de An (N)-$ determinando la
orientacion sobre N en la componente de An"(M)-9 determinando la orientacion
sobre M.

Equivalentemente y es orientacion preservante si dy lleva base orientada del
espacio tangente en M en base orientada del espacio tangente en N.

Teorema 2.4.1 Sea M una n-variedad diferenciable entonces son equivalentes:

a) M es Orientable

b) Hay una coleccion @ = {(V, y) de sistemas de coordenadas en M} tales que:

OX;
M= v, det[}> 0 sobre UnV
V p)ed j
Cuando (U, X1, ... yXn) s (V) Y1, e , Yn)e®

c) Existe una n-forma nunca anulandose sobre M.
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Demostracion

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que M es conexa.

Probaremos (a) = (b) = (¢) = (a)

Si M es orientable, elegir una orientacion sobre M es decir elegir una de las dos
componentes A de An"(M)-9. Observe que para cada m € M, A N An(TmM)" es
precisamente una de las dos componentes de An(TmM)™-{0}. Ahora sea ® todos los
sistemas de coordenadas (V, yi, ....... , Yn) sobre M tal que la aplicacion V — An"(M)
tiene rango en A tal que m — (dy1A .... Adyn)(m)

Ahorasi (U, Xxq, .......  Xn)y (V) Y1, e , Yn) son dos sistemas coordenadas sobre M

OX.
entonces para meUNV, (dXiA .... Adxn)(m) = det| — | |(dy1A .... Adyn)(m)

Flm

Si estos sistemas de coordenadas pertenecen a @ entonces necesariamente

OX

! >0.

Jim

det

Para cada meUnNV. Consecuentemente (b) se satisface y resulta (b) de (a)
Ahora asumamos (b). Sea {¢i} una particion de la unidad subordinada al

cubrimiento de M dada por la vecindad coordenada en la coleccion ® con oi

forma fuera de Vi. Que ® nunca se anula se sigue del hecho que para cada m, o(m)
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es una suma finita con coeficientes positivos de elementos de una componente de
An(TmM)*-{03}.

Asi (c) se sigue de (b).

Finalmente sea » una n-forma nunca anulandose y sean:

A" =Upen {ao(m) ; aclR,a > 0}, A =Upen{ao(m); aclR,a < 0}
Entonces An"(M)-9 es la union disjunta de los dos subconjuntos abiertos A*, A",

Asi An"(M)-9 es disconexa y M es orientable.

Ejemplo 2.4.1
Todo grupo de Lie G es orientable, si wy, ...... , Wh €S una base para la 1-forma
invariante a izquierda sobre G entonces Wi ........ AW €S una n-forma no

anulandose sobre G.

Ejemplo 2.4.2

La orientacion estandar sobre IRY es la determinada por la d-forma dria ........ Adrg

Ejemplo 2.4.3

Sea M una variedad d-dimensional y supOngase que existe una inmersion
f: M — IR, U un campo vectorial normal a lo largo de (M, f) es una aplicacion
C* X : M — T(IR"?) tal que para cada peM el vector X(p) vive en Tsg)IR™! y es
ortogonal al subespacio df(T,M) < Tr)IRY*L. Ademas la variedad M es orientable

si solo si hay un campo vectorial normal C* no anulandose a lo largo de (M, f).
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Ejemplo 2.4.4

Del ejemplo (2.4.3) la esfera S" es orientable para cada n > 1.

Ejemplo 2.4.5
Recordando que la aplicacion antipodal sobre la n-esfera S" preserva orientacion si
solo si n es impar. Luego el espacio Proyectivo real es orientable si solo si n es

impar.

2.4.2. Integracion de n-formas en R"

En la teoria basica de integracion de Riemann en R™ uno de los principales
resultados que debemos recordar en este trabajo es la formula del cambio de
variable.

Sea ¢ un difeomorfismo de un conjunto abierto acotado D de IR" en un conjunto

abierto acotado ¢(D). Sea J, el determinante de la matriz Jacobiana de ¢: Jo = det

=)

Ahora si f es una funcion continua acotada sobre ¢(D) y sea A un subconjunto de

D(En muchas aplicaciones A sera un poliedro con contenido de Jordan).

Entonces J'f :J'f o(p‘ ,J(p‘ .................................................................... (1)
p(A) A
Definicion 2.4.1 Sea o una n-forma sobre un conjunto abierto D c IR" , 1y, ....... , I'n

sistema de coordenadas canoénicas sobre IR" entonces la orientacién estandar esta

determinada por la n-forma dria ... Adr, y existe una unica funcion f

74



determinada sobre D tal que o =fdria ....... Adtn. Para A < D se define [ = | f
A A

cuando esta Gltima integral existe.

Rescatando asi la formula del cambio de variable dada en (1) para estudiarla en
término de formas diferenciales.

Sean @, D y A como antes y sea ® una n-forma sobre ¢(D), | ¢" | = | ajj|.

Inmediatamente:

do(dria ...... Adm)(e, ....., €n) = dra ...... Adra(do|p(er), ...., do|p(en))

1
Q.
_
>
>
Q.
>
=
L]
job]
=
©
NN
QD
2
D
N—r

|
o
@
~—
o)
8
=
o
=
=
>
>
o
=
=}

Como ® =fdrin ...... adry entonces 8@(o) = do( f dria ...... Adrn)
= ()5 dri ... Adrn)
=+ (fog)|@’| drin ...... Adm
= +(fop) Jo. drin ........ Adr,

Donde “ + ” se usa cuando ¢ preserva orientacion y “ - ” si ¢ invierte orientacion.

Entonces J.é'(p(a)) = iI( fop)d dr A....... Adr, = I( f,p).J, por definicion.
A A A

—+ I — J'  Por cambio de variable y definicion.
?(A) o(A)
Por lo tanto J'a, -+ J'&p(a)) ...................................................................... (2)
o(A) A
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2.4.3. Integracion sobre cadenas

i=1
Cuando p = 0 escribimos: Ao={0}.
O sea Ao puede ser identificado con el espacio a 1-punto { 0 }.
Ejemplo 2.4.6
EnIR setiene: At={ Ao/ 0<Ao<1}. OseaA:eselsegmento[0,1]enlIR
Ejemplo 2.4.7

En IR? se tiene: Az = { hae1 + hoe2/ A1 +A2<1}. Osea Az es triangulo en IR?

01

A
v

€0 2- simplejo

Ejemplo 2.4.8
En IR% se tiene: As = { A1€1 + Aoex + Ases / A1+ A2+ A3< 1} O sea Az esun

tetraedro.

A(0,0,1)

©.1.0) 3- simplejo

(1,0,0)
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Diremos que 0, el,......,e% € Aq son los vértices donde €' = (0,.....,1, ....,0) € IR

Ahora consideremos:

§l A IRY > AgicIR™ ; j=0,1,....,0+1, q=0
Tal que para q =0 se tiene £0(0)=1, &’ (0)=0

q
Para q>1 5(? (ay, ..., aq) = (1-2«':1i ALy e , aq),

i=1

§Jq (ai, ..., ag) =(au, ....., aj-1, 0, @j, .....,aq) ; 1 <j< g+l

IM(&) = &7 (Aq) ={L (X1, X}, ooy Xq) € Aq / X =0} Ver figura 2.4.1

Figura 2.4.1 Face de simplejos Standard

La Fronterade Aq es A= UJ_,Im(¢]) ypara k <i se tiene:

AT 3)
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Definicion 2.4.2 Sea M una variedad diferenciable. Un g-simplejos Singular en M

es una aplicacion oq continua diferenciable de clase C*, oq :Aq > M ; >0

Ejemplo 2.4.9

1) El O- Simplejo Singular co: Ao — M es el 1-espacio {0} en M

2) El'1-Simplejo Singular c1: A1 > M

o1
Ay /\
I I
0 1

3) El 2 -Simplejo Singular 62: A2 > M

G2

M

on| A \/

1,0 G2(A2)
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2.4.4. El grupo libre de simplejos singulares:

Sea Sq(M) = { Zaiaqi | ai €Z, ai= 0 excepto un numero finito, og son g-

simplejos}.
Donde Sq(M) éste es un grupo Abeliano Libre cuya base esta conformada por los
Simplejos Singulares. Sq(M) es llamada g- Cadena Singular.

Se define Sq(M)=0 si q<0

Frontera ¢ operador borde:

O Sn(M) = Snai(M) / dn(on) = i(—l)’fj

j=0

Donde &; es llamada la i-ésima fasede on y &; = ono&|”

Teorema 2.4.2 On100n=0, VN eN
Prueba:
La prueba serd para simplejos, cualquier elemento de Sn(M) se extiende por

linealidad.

. . . ., n-1
La i- esima fase &; eslacomposicion: A, ———A —2 M

Para k<i sabemosde (3) que & oEM =EM 0 EN L . (4)

Casos: 1) Para j<k<i i) Para j>k, k<i, j>i

Asi (6n-106n)( Gn) = an-l(an( Gn)) = an-l( i(_l)igi )

i=0
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n— n-1 n

- Z(_1)J' anlg,-”‘l[i(—l)i ani”} = Z

j= j=0 i=

(-1 (o, E0 ) (o, E0)]

= S -D (0 ) o))+ S (D) (0,18 ) (o)

0<j<izn 0<i<j<n-1

2 S yifoner o))+ Sy lo,.Er (o))

0<j<i<n 0<i<j<n-1
Tomando i<j hacemos i=j-1, =i

entonces j-1<i” = [ <i'+l = 0<j<n-1+l=n

0,1°0,(0)= (D0, &0 )] + T () o8N 0,0 )]

= YLD + () Mo N0E )] =0

Definicion 2.4.3 Sea op un p-simplejo en M y sea o una p-forma definida sobre una
vecindad de la imagen de op. En muchas aplicaciones se trabaja con formas C* pero
aqui sera suficiente que o sea una p-forma continua.

Primero si p = 0 entonces un 0-simplejo consiste solo de un punto en M y una 0-
forma es simplemente una funcion.

Asi definimos la integral de la funcion o sobre el 0-simplejo c a el valor de ® en

el punto co(0)eM: j' @ = O(60(0)) wviviriiiiee e, (5)
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Si p > 1 entonces op Se extiende a una aplicacion C*de una vecindad de Ap  IRP
en M, o puede ser evaluada via op a una p-forma dcp(w) sobre una vecindad de Ay.
En este caso definimos la integral de la p-forma ® sobre el p-simplejo o como

sigue:
I%wzhﬁ%J”/' .................................... (6)

Extendemos linealmente estas integrales a cadenas:

Sic =2 aiocpi entonces L W= z a, J.O_ D (7)

Uno de los teoremas mas importantes en teoria de Integracion seria el teorema de
Stokes sobre Variedades. Lo cual es una generalizacion del teorema fundamental
del Célculo.

Cuando F es una funcion diferenciable C* sobre la recta real y si o1es un 1-simplejo

C~ en la recta real entonces el teorema fundamental del célculo es dado por:

j%in o] (8)

01
Donde el primer miembro es llamado integral de linea. En forma clasica la igualdad
puede ser modelada con el teorema de Green: Dado UcIR? , U tiene frontera
compacta,

P, Q : U — IR diferenciables entonces: Ide+ Qdy = ” [aa(j— Z:jdxdy
oJU U
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Teorema 2.4.3 (Teorema de stokes “integrando formas sobre cadenas”)

Sea c una p-cadena (p > 1) en una variedad diferenciable M, sea » una (p-1) forma

C= definida sobre una vecindad de la imagen de c entonces

[ 0200 )

C

Demostracién

Es suficiente considerar el caso en el cual la p-cadena c es un p-simplejo singular

Gp.

Asi probaremos que _[U do= J.aa O oo (10)
Usando las definiciones se tiene: L da)=IA o0,(dw) =JA d(do,(w))

También:

J, o[, (600,)0=], (Y(VEN0)=3 () [d(w)

=Y () oo, (@) =3 (1) [65 60, ()

Para el caso p = 1 como do1(®) = oo directamente del teorema fundamental del

calculo se tiene:

[ d(so(@))=], %(a)oal )dr = (01(1)) - ©(01(0)) wrrrrererrrrererern (12)

Ademés Y (1) [ 60,61 (w)= [ 50,83(0) -], 50,60(0)
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= w(01£0(0)) - ©(1&, (0))
= 0(61(1)) = @(61(0)) wervererreererrrrrrneens (13)

De (12) y (13) se tiene (11) en este caso.

Ahora asumir que p > 2 entonces la (p-1)-forma dop(®) puede ser expresada como:

p A
dop(w) = Zajdrl A e Adra.dry (14)

j=1
Donde la cufia sobre un término dice que el término es omitido y los a;j son

funciones C* sobre una vecindad de Ap en RP. Ya que la integral es lineal podemos

A
considerar el caso especial en el cudl dop(w) = a;dr A....AdFA.....dr,. Ahora

como:
d dr A.adr ) = (1)t 2
d(qi0n AL AAGA LA = (-1) adrl/\ ........... ~dr,
da;
Asi el lado izquierdo de (11) da (4 | —-df Aoondry
A

Y ¢ oa,
(-1)it Iadrl/\ ......... A drp: (-1)it Iydﬁ ........ drp:
Ay rj A, i
N
” Y o0a, A o
(-1 j j ar dr |dr,....... dr,.drj.dr,,.....dr, = (-1)"
Apa| O i
VAN
I [a,—(rl,..,r,-1,1—,Z_ri,r,.ﬂ,..,r,,)—aj(rl,..,rj1,0,rj+1,..,rp)}dr1 ..... dr;, dridr; ....dr,
Ap—l i)
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= (-1y* I (1, ,rjfl,l—gjri,rm, ....... o )drdrp drdr, dr

Ay

+(-1) Iaj(rl, ...... 0,0 e T ) A drj_ldr,»dr-+ ........ dr,

Apa

Nuevamente aplicando la definiciéon el lado izquierdo de (11) tiene la forma:

. AN
= (-1)t .[ aj(rl,_...,rH,l—Ejri,rhl,....,r )dr AL /\drj_1 Adr; drj+l Andr,
Ay
. N
+ (-1) jaj(rl,....,rj,l,o, g ) OG A e ndr Adrdr A adr, e (15)
Ay

Ahora estudiemos el lado derecho de (11):
Recordar si ri son las coordenadas canonicas en una vecindad de: Ap ; ri(aq, -, a;,-,

a,) = a; . Podemos también considerar si las coordenadas canonicas en una

vecindad de Ap-1.

Luego para 1<i<p se tiene:

s, 5 (1<j<i-1

SEP(r ) =1 0 L) (16)
s, s(i+1<j<p)

p-1

seriry= TTES i OFD A

i=1

Sja ; (1<j<p)

En particular para i =j se tiene
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SEPH(r )(Sprmmnnnns Sp1) = HE (Sprnns Sp) = Ti(S1, oy Si1, O, Sjea, -, Sp1)=

0

Apliquemos (16) y (17) al lado derecho de (11) :

p i A
(Y[ 8E o (@) = Y (1) [ 667 (ajdn A.ndrjn..ndr, )=
i=0 P i=1 A

p-1

P :
> (1) _[ajgip*l[&fip-l(drl)A..A&fip-1(drH)A5;P-1(drj+1)A...A5e:iP-1(drp)}s1,..,
i=1 A,

Dado que §§ip‘l(ri) =0 solo sobreviven dos sumandos esto es cuando i = 0, j

obteniendo:

p-1
Apy
+ (1) I 2;(51155.0,8 41000008 1 JUS; A, NS,
Apy
i1 p-1
= (-1)" J.aj(l—i;si,sl, ....... /S50 ) OS] A, Ads,
Ay
+(-1)i I 2;(511550.0,8 41000008 1 JUS; A, AOS, e, (18)
Apy

Cambiemos variable en las integrales de (18) con los siguientes difeomorfismos:

Para la primera integral o : (s, ..., Sp-1) = (r2, ..., Ij-1, 1—2}i  Tj+1, oy Tp)

i)
- p_l
(p(Ap'l) = Ap-l ’ | (p'| = (-1)J I rl = 1_ZS|
i=1

Para la segunda integral v : (S, .,Sj-1,0,Sj,--, Sp-1) = (1, ..., Tj-1, O, Tj+1, ...y Ip)
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Y(Ap1) =Ap1, |y'|=1

Con lo cual (18) tomara la forma:

(-1)" jaj(rl,...,rj_l,l-Zri,rm,..,rp)(—l)"dr2 Adry Ad(1-) 5 ) adr, Adr

085 1)0, 4 ] ]

+(-1)’ Iaj(rl,...,rj_l,O,rj+1,...,rp)drl/\.../\drj_lAdrj+1/\ ..... adr) =
'//(Apfl):Ap—l

(- Iaj(rl,...,rjfl,l-Zri Fies T )(-1)) (1) dr ALdr A dArj dri,, A..adr
Ay

i#]

p

Ay

i#]

_ j-1 #
= (-1)’ ‘[aj(rl,...,rjfl,l-Zri,rj+l,.., r,)dr A..dr Adrdr, A.Adr
Ay

p

Como la igualdad final coincide con (15) se tiene (11) por lo tanto (10)

2.5.Integracion sobre variedades orientadas
Tomando como referencia nuestro marco tedrico integraremos n-formas sobre

variedades orientadas.

86



DOMINIO REGULAR EN VARIEDADES.

Sea M una variedad orientada n — dimensional. Veamos integracion de n — formas
sobre un dominio regular en M.

Un subconjunto D de M sera Ilamado un dominio regular si para cada meM se
tiene una de las posibilidades:

a) Hay una vecindad abierta de m contenida en M—D.

b) Hay una vecindad abierta de m contenida en D.

c) Hay un sistema de coordenadas (U;¢) centrado alrededor de m tal que

o(UND) = o(U)nH " donde H"es el semi-espacio de IR " definido por r, > 0.

Los puntos en D de tipo (b) son llamados puntos interiores y componen el interior
de D.

Los puntos de tipo (c) son llamados puntos borde y componen el borde de D.

El sistema de coordenadas de tipo (c) restringido al oD hereda diferenciabilidad y
da una estructura de variedad de dimension (n-1) sobre el 6D convirtiendo oD en

una subvariedad (n - 1)-dimensional inmersa de M.

Sea medD un vector veTmM es llamado un vector fuera de D si hay una curva
diferenciable C >, a(t) en M con o’ (0) =v y con a(t)¢D para 0 <t < ¢ para algin
¢ > 0. La orientacion sobre M induce una orientacion sobre 6D como sigue. Sea v
un vector fuera del 6D en m y sean vy, Vo, ..., va—1, Una base del espacio tangente
TmoD. Entonces definimos vi, Vo, ..., va—1, base orientada de TmoD si solo si v, va,

...,Vn—1, €S base orientada de TmM. Esta definicion no depende del vector v elegido
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pues si elegimos otro vector weTmM exterior a D inmediatamente w, vi, Vo, ..., vn—
1 e base de TwM , ademas 9x,......, n corresponde a la base vi, vo,..., va1 Yy 08,
d1,...., On corresponde a la base w, vi, vz,..., vn -1 entonces 8 AdiA...A Sn = a
OADIA....A On .

Asi recordando que An"(M)-9 : 9 = U{0eAn(TmM)"} tiene dos componentes
orientacion y existe d1A...... Adn perteneciente a una de las orientaciones tal que
d1,......, On €S base dual orientada de vs, ....., Va la cuél sera orientada por definicion.
Esto define una orientacion diferenciable C * sobre oD. Ahora sea ® una n—forma

(n = dim M) con soporte compacto 6 sea ® : M — Ax(M) = IR, donde

a)’l(IR - {0}) compacto y sea D un dominio regular en M. Como un caso particular
D puede ser M.

Queremos definir la integral de  sobre D. Para esto serd suficiente en esta
definicion que o sea una n—forma continua. Usaremos una particion de la unidad
para reducir el soporte de o a ciertos n-simplejos en M sobre las cuales podemos
integrar como en el teorema 2.4.3. Primero elegimos algin n-simplejo

recomendable relativoa D y oD.

Observacion 2.5.1
Un n-simplejo on en M sera llamado regular si on se extiende a un difeomorfismo
sobre una vecindad de An. Cuando hablamos de n—simplejos regulares, asumimos

que ellos se extienden a una vecindad de An. Un n-simplejo orientado regular es
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uno en el cual la aplicacion o, preserva orientacion (se suele tomar la orientacion
estandar sobre IR").

Asociado con un dominio regular D, consideramos n—simplejos regulares de los
siguientes dos tipos:

(o)  on(An) < Int(D)

(B) on(An) < D, on( An) N 0D = &n (An-1) que es precisamente la n—ésima fase de
on Y vive en el borde de D.

Ahora cubrir D por conjuntos abiertos U de los siguientes tipos:

(o’) U vive en el interior de un n—simplejo regular orientado o, de tipo (o)

(B’) U es la imagen bajo el tipo (B) del n—simplejo regular orientado o, de un
conjunto abierto V en IR" el cual es una vecindad de un punto en la n—ésima fase de
An, el cual intercepta el borde de Ansolo en la n—esima fase y cuya imagen bajo on
esta contenida en on( An) U (M — D).

Como (sopmnD) es compacto este tiene un cubrimiento finito Uy, ..., Uk por
conjuntos abiertos de tipo (a’) 6 (B’). Sean ony,...,onk  n-simplejos regulares
orientados asociados. Sea U = M — (sopw n D) y sean ¢, @1, ..., @k una particion de
la unidad subordinada al cubrimiento U, Uy, ..., Ux de M definimos la integral de ®

sobre D por: (ver figura 2.5.1.)
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IR!

Tipo(a)
F

Tipo (B)
An

i

N

figura 2.5.1. Simplejo asociado a un dominio regular.

Queremos chequear que la definicion en(1) es independiente de la cubierta y la
particion de la unidad elegida.

SeanV,Vy, V..., 'y ¥ ¥, P,..., Hotracubiertay otra tal particion de la unidad
respectivamente con V;j asociado al n—simplejo regular ;.

[
Como ¥'=0 sobre el sop(w) "D se sigue que ij =1 asi que:

=1

ZK:LM(”ia’:Zk:Lmi%(Diw=Zj.%t//jgoia) ........................... 2)

1]

|
Similarmente ZI l//ja):z_[ Wi o (3)
=1 Ty Tyj

i,]

Ahora como oni~ Loty s un difeomorfismo preservando orientacion sobre el

conjunto abierto (posiblemente vacio) donde este estd definido y como (sop ¥ei

90



®) M oni(An) = (sop F@i )M 1nj(An) se sigue de la formula del cambio de variable

que:

[wip0= I5 (v, p0)

Tni

- j Sty oo (v p0)) I s(zy)l(v p0)]

Ap

Se sigue de (2), (3) y (4) que ID @ esta bien definido y es independiente de la

eleccion de la cubierta y particion de la unidad.

Observe que si y es un difeomorfismo de M entonces:

L(D) o= ier OV(D) ..o (5)

con (+) si y preserva orientacion.
Teorema 2.5.1 (Segunda version de Stokes). Sea D un dominio regular en una

variedad compacta  n—dimensional orientada M y sea ® una (n-1)-forma

diferenciable C * de soporte compacto entonces ID do = LD @ ... (1)

Demostracion:
Sean @1,...,¢xY Oni,.., onk COMO en la observacion 2.5.1 (1) relativo a

(sop ) N D.

Como Z(/’i =1 sobre una vecindad de (sop(w)nD) y d( Z¢i) = 0.
i=1
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Asi sobre una vecindad de (sop(w)) N D tenemos:

k k K
Zd((pia)) = Zd‘/)i /\a)+2(oida)= do ..o (2)
= i1 =

Pues d(pio) = deiro + (1)°pidm

Si oni es n — simplejo de tipo (o) en la observacion 2.4.3

Pues sop(¢im) < Int(oni(An)) < Int(D). Por otro lado supdngase que oni €S un n—
simplejo del tipo (B) en la observacion 2.5.1. En este caso ¢iw es cero sobre el
borde de oni excepto posiblemente en puntos del interior de la n—esima fase de
oniéa™L. Como cnién™! es un (n—1)-simplejo regular preservando orientacion en 6D

si n es par y invierte orientacion si n es impar.

Entonces J.a goicozL 580m(¢)ia))=L 5Zn:(_1)igm Jn—l((pia))
n-1 n-1 J:0

Ohj

n-1 ¢| a)

Unifn

=(-V'], do& M (p0)=(-V)'|

=(-D'"(V'[_00=[_00 i)

De (2), (3) y (4) y de nuestra version (2.4.3) del teorema de Stokes vemos que:

J, o= 3 [ 8t00)- (3], 00w |- X[ 3], o i)

:ZLMd(gpia)):Zjagmgoia):z.[mgoia)z o @eeveen (5)

Corolario 2.5.2 Sea ® una (n — 1)-forma diferenciable C ® sobre una variedad

orientada compacta n-dimensional M. Entonces '[M do=0
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Demostracién

Como M es compacta en el teorema 2.4.3 @1, ....... , @k estara subordinada
directamente al cubrimiento Uy, ....., Uk y de (soponM). Asi solo se tiene
Only «onees , Gnk, N-simplejos del tipo 4.8(a) entonces:

Iaani¢1w:0:J§M¢la) = IM dCOZLM w=0

Integracion sobre una variedad Riemanniana.

Sea M una variedad Riemanniana de dimension n ¢ sea M una variedad
diferenciable n — dimensional con su producto interno definido positivo <, >n,
sobre cada espacio tangente TmM tal que m — (X, Y)m es funcion C * sobre M
cuando X, Y son campos vectoriales C*.

Esto ademas define una métrica sobre la variedad diferenciable M llamada métrica
Riemanniana

Dado un punto meM se puede hallar vecindades U las cuales son ortonormales en
el sentido que forman una base ortonormal del espacio tangente a M en cada punto
de U. Empezar con una vecindad coordenada (U, X1, ..... , Xn) de M, aplicar el
proceso de orto normalizacién de Gram—Schmidt para orto normalizar los campos
vectoriales 0/0xi, ...., 0loxn simultaneamente en todos los puntos de U. Tal

coleccidn e,..., en es llamado campo estructura ortonormal local.
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Ahora como el producto interno <, >y es un pareamiento no singular en TwM ,
segun la definicion (2.3.5) esto induce isomorfismo ¢ natural de
TmMen (TmM)*, v — v donde: ¢ V(W) = <v, w>n
Por el isomorfismo anterior (TmM)* hereda un producto interno. Observe que la
base dual a una base ortonormal de TM en si mismo es una base ortonormal para
(TmM)*.

Ahora sean ey,..., en Un campo estructura ortonormal sobre U sean wg,..., on  las
1- formas duales tal que wi(ej) = 8ij SObre U ......ccoevvvieieivieieeeiiieeeeee )
Entonces w;,.....,on forman un campo con estructura ortonormal local sobre U.
Considerar ahora dos campos con estructura ortonormal local ws,..., wn Sobre Uy

®’1,..., ® n sobre U’. Entonces sobre UNU’ se tiene:

Definicion 2.4.4 Asumamos que M es orientada, (U, X1, ..... , Xn) una vecindad
coordenada. Un campo con estructura local i,.....,oon sobre U serd llamado
orientable si w1 ..... Awn pertenece a la orientacion en cada punto de U.

Elegir un campo con estructura ortonormal local orientado alrededor de cada punto

de M.
Entonces las correspondientes n—formas win ..... Aon coinciden sobre lo heredado

determinando asi una n — forma o global sobre M no anuldndose aqui. Esta forma
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o es llamada la forma volumen de la variedad orientada Riemanniana M “Esta
integral sobre M es el volumen de M”.

En la observacion 2.3.2(4) el operador estrella * fue introducido sobre A(V) como
un producto interno orientado en V. Sobre una variedad orientada Riemanniana por
tanto tenemos * definido sobre (TmM)*, para cada m es facil ver que * lleva formas
C* en formas C* . Asi tenemos un operador lineal

*TEPM) > EN—P(M) .o ssasses s . (5)
Donde segun la observacion 2.3.2(4) se tiene:

Donde {ey,...... , e, } es base orientablede V y {e;.,...... , ey} €s base dual

r* (es(L)A..... nec(p) ) = co(l) .... co(p) Sig(o)(ec(ptl)A..... nec(n))

Asi an*B =(a, B)o ; o, Be Ap(TmMM)*, © forma de volumen.

Para la igualdad anterior bastara observar que ec(1)A..... Anec(p)

para o(1) < .... < o(p) forman bases ortonormales para Ap(TmM)*

Asimismo setiene ** = (<L) P(N—P) +ovevrrrrriniiieiie e (6)

En la observacién 2.5.1 se mostro integracion de n—formas sobre una variedad n—
dimensional orientada. En el caso de una variedad Riemanniana orientada M
definimos la integral sobre M de una funcion continua f con soporte compacto como

la integral de la n — forma (continua). *f=fw 0 sea

f=[ *f=[ fo
L e )

Observacion 2.5.2

La orientacion fue conveniente pero no necesaria en la definicion de: fM f.
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Definicidén 2.5.2 Sea M una variedad Riemanniana (no necesariamente orientada)
definimos la integral de una funcidn continua con soporte compacto como sigue:
Sea {U,} una cubierta de M por interiores de n—simplejos regulares o, @ y sean

@™ .. @ yun campo con estructura ortonormal local sobre una vecindad de

o, a(A,). Entonces existen funciones C~, h, sobre una vecindades de 4,, tal que:

S50 (P Nt e A@T) = hadra...... .. dT,
Sea {¢ a} una particion de la unidad subordinada a la cubierta {U«} y sea f una

funcion continua con soporte compacto sobre M.

Definimos:

[ f :szn(%f)oana |h, [dF, A.......Adr, ®

Que esta definicion es independiente del cubrimiento y la particion de la unidad

elegida se sigue de un argumento similar al final de la observacion 2.5.1 en el

caso de una variedad Riemanniana orientada (8) y (7) coinciden.
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Observacion 2.5.3

En analisis vectorial clasico el gradiente de una funcion f sobre [R™ es definido por

el campo vectorial Z(?jj y la divergencia de un campo vectorial
i1\ oh Jor

V=>, aar es definida por la funcion > | N

i=1 i i=1 r;

Extendemos esta nocion a variedades Riemannianas como sigue: Recordar el
isomorfismo candnico TmM= (TmM)* . Por conveniencia denotamos los elementos

por el isomorfismo con una tilde. Luego si veTmM entonces V serd el dual

correspondiente en (TmM)* y si me(TmM)* entonces @ sera el correspondiente

vector en TmM. Entonces si f es una funcion sobre M el gradiente es el campo

df

vectorial dado por: gradf = = ... 9

Si V es un campo vectorial sobre una variedad de Riemanniana orientada entonces

~
la divergencia es la funcion divV = *d*V. ..o, (10)

El teorema de Stokes tiene una version equivalente sobre variedad Riemanniana
orientada conocido como el teorema de la divergencia. Este teorema dice que si V

es un campo vectorial C © sobre una variedad Riemanniana orientada M, D un
dominio regular en M y si " es el campo vectorial normal unitario por fuera sobre

el oD entonces ID divv :LD SV > ceeeeeneneenseminiensrenieneneseseneenenes (11)

Bastara ver que LD *\/ = LD <V,n>; V' =V daga ... Adon
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Considerar un sistema coordenado (U, x4,.., x,) en medD y elegir un campo
estructura ortonormal orientado local ey, .., e, tal que para cada punto del oD,

Ademas el es normal exterior unitarioy ey,.., e, s base de Tm(éD) con wy,..., n

con estructura dual.

Podemos ademas considerar
Asi *V (e1,....,en) = V doln ... Adon(el, ...., en)

= (V, dolA ....... Adon(el, ...., en))

= (V, Meq...en): e =% a=-2", wi(ej) = 5ij
OoX

J ‘ P

]

Finalmente .[D divw = ID *d *\J :J'aD *\/ por teorema de Stokes 2.4.3

:J. <V,n>
oD

2.6. Algunas aplicaciones

2.6.1. Integracion en representaciones

Una aplicacién de la integral sobre un grupo de Lie compacto es la siguiente. Sea
G grupo de Lie y sea a: G — Aut(V) una representacion en los automorfismos de

un espacio V con producto interno real 6 complejo.
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La representacion o es llamada unitaria (respectivamente ortogonal) en el caso que
V es espacio complejo (respectivamente real) con producto interno. Si para cada v

ywenVycadaaeG setiene (a(a)v, a(@)W ) ={(V,W) ...oooviiininnn.... 1)

Sea G un compacto y V complejo (respectivamente real). Entonces hay un producto

interno sobre V con respecto al cual o es unitario (respectivamente ortogonal).

La prueba en el caso real y en el caso complejo son similares. Sea { , } algun

producto interno sobre V ponemos: < v, w >= I {a(a)v,a()w}da --....... (2)
G

donde usamos da para denotar que consideramos el integrando como funcion de a
en G.
Es inmediato que <, > es un producto interno.

Que (1) suceda se sigue de la invariancia a derecha de la integral sobre G:
<a(b)v,a(b)w> = [ {a(a)a(b)v,a(a)a(b)wida
= _[G {a(ab)v,a(ab)w}da
= IG {a(a)v,a(a)wir,da
- IG{a(a)v, a(a)w}da; por invariancia a la

derecha.

=<V,W>

Por lo tanto < a(b)v, a(b)w>=<v,w>
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2.6.2. Conservacién de la masa.

Este principio dice que la masa local de el fluido para el cual en el tiempot =0

ocupa una region W cambia después de un tiempo t esto es:

jptdﬂ= Ipodﬂ
W

o (W)

(Recordemos que una regién W adecuada se tiene cuando es un subconjunto abierto
de M con borde diferenciable suficiente para el teorema de Stokes 2.4.3). Ahora
usando la férmula del cambio de variable, la conservacion de masa puede ser escrita

como:

[o. (o) = [ podu
W w

para alguna regién adecuada W en M.
Lo cual es equivalente a: ¢t (piu) = @opt, 0 (9f @t )I(pr) = po

Donde J(¢t) es el Jacobiano de (¢r). Segun la derivada de Lie teorema 4.3.3 se tiene:

d - * 19 * . 0
NIPRCNCYDRYY (Lopise+ 7 ) = 9 Ludlp 1+ pdivee+ )iy

oA dv(pu) + ‘Z’t’)u}

Asi: div(p, 1) + %‘t’ =0 es la forma diferencial de la ley de conservacion de masa.

Ademaés, se conoce como ecuacion de continuidad.
Notar que p y p pueden no ser suficiente diferencial y no satisfacer los pasos de las

formas diferenciales en esta ley; la forma integral sera la usada. Ademas, notar que
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aqui la métrica Riemanniana juega un rol; solo el elemento de volumen sera

necesario.

2.6.3. Balance de momento.

La segunda ley de Newton afirma que el cambio de coeficiente de momento de una
porcion del fluido es igual a la fuerza total aplicada en este. Se mostrara este
principio sobre una variedad general primero cuando M < IR®. Aqui asumiremos el
calculo vectorial convencional y escribir los campos velocidad en diversos tipos de
caras. EI momento de una porcion de fluido en un tiempo t que para el tiempot=0

ocupa la region W es:

Ipudﬂ

o (W)

Aqui'y en lo que sigue la integral es IR3-valuada, asi aplicaremos todos los teoremas
sobre integracion en componentes.

Para cada continuo, actuan fuerzas sobre un trozo de material de dos tipos. Primero
hay fuerzas de tension, donde el trozo de material es activado por fuerzas
transversales en estas superficies por el resto del continuo. Segundo hay fuerzas
externas 6 fuerzas de cuerpo tal como la gravedad 6 un campo magnético el cual
ejerce una fuerza por unidad de volumen sobre el continuo. La formulacion de
superficie fuerza de tension en un continuo es atribuido a Cauchy. Asumimos que

las fuerzas de cuerpo son dados por la fuerza densidad b esto es la fuerza de cuerpo
[, Ao . . y
total actuando sobre W'y son en mecanica continua las fuerzas de tension

. _ o(x,t).nda
son asumidas de la forma I"W donde da es el elemento de volumen
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inducido sobre el borde, n es la normal unitaria exterior, y o(X, t) es un 2-tensor
simétrico contravariante dependiente del tiempo llamado el tensor de tension de
Cauchy. La contraccion o(x, t).n es entendida de la siguiente manera: si o tiene
componentes ¢! y n tiene componentes nX entonces c.n es un vector con
componentes (c.n)' =gik o' nk  donde g es la métrica(en nuetro caso gj = &jk). El
vector .n llamado vector traccion de Cauchy mide la fuerza de contacto(por unidad
de area ortogonal a n) entre dos partes del continuo. (Un teorema de Cauchy
establece que si se tiene la existencia de un campo vectorial traccién de Cuchy
continuo T(x, t, n) satisfaciendo el balance de momento entonces debe ser de la
forma o.n para un 2-tensor o ; ademas si se tiene momento de momento entonces
o debe ser simétrico.) Ver ([11], R. Abraham(1988)).

Se dice que se tiene balance de momento si:

d

&J'mmpw'u - J.wt<W>pbdﬂ+Ia¢t<W) o.nda

Para cada region W en M = IR®. Si div(c) denota el vector con componentes
(div(c™), div(c?),div(c®")) entonces por el teorema de Gaus. Apéndice corolario 9.2
jmw)(diw)dﬂ = LW) o.nda

Por la formula del cambio de variable y derivada de Lie tenemos:

d i 9 e _ d(pu') i i g
&j(p,(w,/ou du—JWE(Pt (pu dﬂ)_'[(p,(W) ( ot +(L,p)u’ + pL,u’ + pu d|vquu

Asi el balance de momento es equivalente a:

;u‘ +pa;t+ (dpu)u’ + pLut' + puidiv(u) = pb' + (div(o)
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Pero dpu + pdiv(u) =div(pu) y por conservacion de masa, Z’ +div(pu) =0

j ],uj = (u.V)u' asi tenemos:

Ademas: L,u' =(6u
OX

N, vy =b+ Ldiv(e)
ot p

La cudl representa las ecuaciones bésicas. Aqui la cantidad thJJr(u.V)u es

usualmente llamada la derivada material y es denotada por '3:. Estas

ecuaciones son para cada continuo su elasticidad 6 fluido.

Un fluido ideal es por definicion un fluido cuyo tensor de tension de Cauchy o es
dado en términos de una funcion p(x, t) llamada presion, " = -pg'. En este caso el
balance de momento en forma diferencial da las ecuaciones de Euler para un fluido

ideal:
N, wvyu=b- "1 grad(p)
ot p

La tension o en un fluido ideal dice que si S es algun fluido de superficie en M con
vector normal exterior unitario n, entonces la fuerza de tensién por unidad de area
atraviesa una superficie elemental S en x con vector normal n en un tiempo t es

dada: -p(x, t)n. Ver la figura 2.6.1 (Es la fuerza transversal)



S=-pn

Figura 2.6.1 Fuerza transversal en la superficie S.

Ahora consideremos una variedad Riemanniana M. Primero no se tiene claro las
integrales vectorial-valuadas. Pero podemos darle sentido usando transporte
paralelo, hay serios problemas con la integral del momento de balance. Es decir, si
cambiamos coordenadas entonces el momento de balance no se ve. Se dice que la
forma integral del momento de balance no es covariante. Por tanto nos
concentramos sobre las formas diferenciales y ahora con fluidos ideales (Una
dificultad en dispersion de fluido es que la nocion de solucién inicial no es un
concepto independiente de coordenada.)

Escribiendo las ecuaciones de Euler en IR® con subindices esto es el plano de estas

ecuaciones. Entonces la i-esima ecuacioén, i = 1,2,3 es:

My My
ot toxt C

+u38i;:bi+£8—pi
X p OX

U;

ox’
Buscamos un invariante para la suma de los tres ultimos términos sobre el lado
izquierdo, fijando i tenemos:

_ _ ou. ou.
u, s =u, au'.+uj Ly =(Lu"), - idHuHZ
ox! ox! ox' ox' P .

Que son las ecuaciones de Euler y pueden escribirse en la forma invariante:
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aub b 1 b 1 b
——+L,u’—=d(u’(u))=——dp+b
5t S dur) 0P

Afirmamos que esta ecuacion es el momento de balance en M para un fluido ideal.

Lo cual es familiar con conexiones Riemannianas. Ver ([6], S. Kobayashi(1963)).

. au .1
Esta forma es equivalente a la forma: a +Vu" =—"grad(p)+b mostrando que:
o,

Lub =(VUU)b+;d(ub(u))

Donde V,u es la derivada covariante u en si mismo, con V la conexion Riemanniana
dada por g. Las condiciones de borde muestran el significado fisico de fluido ideal.
No muestra friccion entre el fluido y oM esto es u es tangente a M. En suma, las
ecuaciones de la mocion de fluido ideal sobre una variedad Riemanniana compacta

M con borde oM diferenciable y vector normal unitario exterior son:

aub b 1 b 1 b
— +Lu" - =du°(u)=——dp+b P, i _

Con condiciones de borde: u // oM esto es u.n = 0 sobre el OM.
Y condiciones iniciales: u (x, 0) = uo(x) dada sobre M.

Por simplicidad se asume b = 0.

2.6.4. Conservacion de la energia.

Un problema bésico de fluido ideal dinamico es el de solucionar problemas valor

frontera iniciales. Estas incognitas son u, p y p esto es n+2 escalares incognitas.
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Tenemos sin embargo solo (n+1) ecuaciones. Para especificar la nocion de fluido
se necesita mas ecuaciones. Esto es un hecho verdadero y la ley de conservacion de
la energia dard la ecuacion extra necesaria en mecanica de fluidos. Ver ([11], R.
Abraham, (1988)).

Para un fluido moviéndose en M con campo velocidad u la energia cinética de fluido

€es:

— 1 2
Ecinetica - E'[M P ” u " d,u

Donde || u|[>={u, u) es la longitud al cuadrado para la funcion vector u.
Asumimos que la energia total del fluido puede ser escrito:

Etotal = Ecinetica + Einterna

Donde Einterna €S la energia que no puede verse en la escala microscopica y deriva
de fuerza tales como intermolecular potencial y vibraciones moleculares. La energia
es disipada en el fluido 6si permitimos el fluido al trabajo, Etota Se cambiara.

Asumiendo que Einerna = constante. Entonces debemos tener Ecinetica COMO UNa

d(1 )
tante est | = ullcdu|=0
constante esto es dt( ijpll [ ,uj

VARIABLES E HIPOTESIS

3.1 Variables de la investigacion

. fc w integracion de formas sobre cadenas.
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o fM w integracion de formas sobre la variedades compacta M.

3.2 OPERACIONALIZACION DE LA VARIABLE

Variable | Definicion Definicion Dimensiones | Indicadores
conceptual operacional
.f Integracion | Integracion Escalar Identificar el
w
¢ de formas de formas ndmero
sobre cadenas integral y
teoremas
fundamentales
f Integracion | Integral de Escalar Identificar
w
M de formas formas sobre el nimero
la variedad integral y
compacta M teoremas
fundamentales

3.3 HIPOSTESIS GENERAL E HIPOTESIS ESPECIFICAS

3.3.1. Hipdtesis general

Determinar integracion sobre variedades compactas en R™
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3.3.2. Hipotesis especificas
o Establecer los teoremas fundamentales de integracion como el
teorema de Stokes de formas sobre cadenas.
e Establecer el teorema de Stokes de formas sobre variedades

compactas en R".

IV. METODOLOGIA

4.1. Tipo de la investigacion

e En presente trabajo se encuentra inmerso en un nivel de investigacion basica
tanto en la parte tedrica como en la parte préctica, teniendo como universo
la teoria de integracion.

e EIl método a utilizar es de tipo deductivo y analitico que permitira la
comprobacion de los teoremas de Stokes de una manera clara y que sirva
como una motivacion para que se siga investigando en ésta area de la

matematica.

4.2 Disefio de la investigacion
En primer lugar, describimos los elementos tensoriales e introducimos el
espacio de tensores alternados ARppara luego presentar las n-formas
diferenciales extendiendo asi las diferenciales clasicas dx; dy; dz. Asi
mismo con el afan de integrar sobre variedades introducimos las cadenas

e integracion sobre cadenas y sobre variedades para finalmente presentar
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los resultados de este trabajo. Teorema de Stokes sobre cadenas y

variedades.

4.3 Poblacién y muestra

Tenemos como poblacién las funciones integrables sobre cadenas y
variedades, tomando como muestra las formas diferenciables integrables

sobre variedades compactas.

4.4 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos
Para la realizacion de nuestro trabajo se revisara bibliografia especializada
y recopilacion de informacion obtenida via internet relacionada con teoria
de integracion.

4.5 Procedimiento de recoleccion de datos

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto la recoleccién de datos consistié en

la revision bibliografica de libros, articulos, papers, paginas webs etc.

4.6 Procesamiento estadisticos y andlisis de datos

No hubo procesamiento estadistico alguno ni tampoco analisis de datos.
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V. RESULTADOS
e Tomando como referencia nuestro marco tedrico integraremos n-formas
sobre variedades orientadas “teorema de Stokes” y finalmente sobre grupos
Lie compactos mostraremos ademas la invarianza a derecha e izquierda de
la integral y algunas aplicaciones.
e Para D un dominio regular en una variedad compacta n-dimensional

orientada My o una (n—1)-forma diferenciable C = de soporte compacto se

tiene que : jD da):.[ao 0]

e Se obtuvo la integral de una (n - 1)-forma diferenciable w, C = sobre una

variedad orientada compacta n—dimensional M. de tal manera que

_[M dw=0
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VI.

DISCUSION DE RESULTADOS
Considerando que el presente trabajo no tiene resultados experimentales obtenidos

en gabinete 6 laboratorio no es posible realizar una discusién en ese sentido.

6.1. Contrastacion de la hipotesis con los resultados

En la hipdtesis se propuso establecer los teoremas fundamentales de integracion
como el teorema de Stokes de formas sobre cadenas y sobre variedades compactas
en R™ lo cual quedo establecido en los resultados. También se propuso de manera
general determinar la integracion en variedades compactas, lo cual se dio como
resultado de la integracién sobre cadenas junto al estudio de los espacios

tensoriales.

6.2. Contrastacion de resultados con otros estudios similares

En WARNER, FRANK W. (1970) [10], SPIVAK M. (1965) [9] y S.
KOBAYASHI, K NOMIZU(1963) [6], se tiene un estudio de las teorias de
integracion sin la preparacién basica que ofrece este trabajo, tampoco se verifican
especificamente los teoremas de Stokes para cadenas y variedades compactas, como
si los hacemos en este trabajo con la existencia del espacio de los tensores y n-
formas diferenciables. En LAGES LIMA, ELON (1973) [5] se ofrece una
informacidn bésica sobre variedades diferenciables pero insuficiente en cadenas y
variedades compactas pues no se enfoca de manera especifica en la integracion

sobre los espacios de estudio, los cuales son resultados de este trabajo.
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VII.

1.

CONCLUSIONES
Una variedad determina una topologia en el correspondiente conjunto
subyacente definida por alguna condicion geométrica, analitica, etc. No
siempre se puede establecer una correspondencia biunivoca entre sus puntos
y una serie de nimeros, denominados coordenadas. En la mayoria de los casos
nos tenemos que restringir a una parte de dicho espacio. Si ademas exigimos
que esta biyeccidn tenga propiedades topoldgicas, la dificultad de encontrarla

se incrementa.

Para dar una estructura diferenciable sobre una variedad basta con dar un atlas
diferenciable, es decir una coleccion de sistemas coordenados verificando las
condiciones y este se buscara en general no necesariamente maximal sino lo

mas pequefio posible

Para trabajar sobre variedades hemos consideramos las n-cadenas ¢ que son

combinaciones de n-cubos.

Debido que al introducir la definicion de variedades se crea una extensa gama
de espacios trabajables, se hace necesario extender las 1-formas a n-formas,
realizando particiones de la unidad sobre estos espacios y asi obtener los

teoremas fundamentales de la teoria de integracion
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Es indiscutible la necesidad del estudio de la teoria de integracién en la
formacion de los estudiantes de ciencias e ingenierias, el teorema fundamental

del célculo y los teoremas de Stokes son trascendentes

La integracion realizada en un intervalo real y en 2-variedades hechas en los
trabajos anteriores es extendido en este trabajo sobre n-variedades, como es
el caso de los grupos de Lie compactos, inclusive se verifica el teorema de

Stokes y se dan algunas aplicaciones.
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VIII.

RECOMENDACIONES

1. El trabajo de tesis desarrollado presenta la Teoria de Integracion sobre variedades
compactas. Es natural preguntarse sobre la existencia de otras
teorias de Integracion y su descripcion como lo hecho en este trabajo. Para

esto recomendamos leer WARNER, FRANK W. (1970) [ 10 ].

2. En este trabajo se determina la Integracion sobre variedades demostrando el
teorema de Stokes para estos espacios por lo tanto es natural la pregunta sobre
Integracion en otros espacios Topologicos. Para lo cual recomendamos leer S.

KOBAYASHI, K NOMIZU (1963) [ 6].

3. Conocida el teorema de Stokes y de Green para este espacio otra pregunta seria

si hay otro tipo de demostracion para este teorema. Para esto se recomienda leer

CHEVALLEY. C (1946) [7].

4. El presente trabajo de investigacion es util y recomendable para los estudiantes

de Ciencias e Ingenierias
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X. ANEXOS

10.1 Matriz de consistencia

‘ Problema ‘ Objetivos Hipotesis Metodologia Poblaciéon
Determinaciéon Objetivo gen- | Hipoétesis gen- | Tipo de invesigacion: | Poblacién:
del problema: | eral: Estudiar los | eral: Determinar | En presente trabajo se en- | Tenemos co-
Sobre el espacio | teoremas de Stokes | integraciéon sobre | cuentra inmerso en un niv- | mo poblacion
R3 con las difer- | sobre variedades | variedades com- | el de investigacion bésica | las  funciones
enciales canédnicas | en R™. pactas en R™. tanto en la parte tedrica | integrables
dx, dy dz se ob- | Objetivos Es- | Hipotesis Es- | como en la parte practica, | sobre cadenas
tienen los clasicos | pecificos: pecificas: teniendo como universo la | y variedades.

teoremas de Green
y Stokes. Con el
surgimiento de
las variedades
diferenciables  en
el presente tra-
bajo se plantea
el problema de
determinar el teo-
rema de Stokes
sobre  variedades
compactas en R3.
Formulaciéon del
problema: Dada
una (n-1)-forma se
tiene las interro-
gantes:

- (Se tendra el
teorma de Stokes
sobre una k-cadena
c? o sea:

/ dw = / w

- L'sé tendré 2161;601‘—
ma de Stokes sobre
una k-variedad M7

O sea:

dw = / w
M oM

-Construir el espa-
cio AF de tensores
alternados.

- Formalizar 'y
extender las difer-
enciales clasicas
dr, dy, dz en
R3 mediante la
introducciéon de las
n-formas.

- Establecer los
teoremas fun-
damentales de

integracion como el

teorema de Stokes

de formas sobre
cadenas.
- Establecer inte-

graciéon de formas
sobre cadenas y

variedades.

- Establecer los
teoremas fun-
damentales de
integracion como el
teorema de Stokes
de formas sobre
cadenas.

- Establecer el
teorema de Stokes
sobre  variedades

de R”.

teoria de integracion.
Meétodo: El método a uti-
lizar es de tipo deductivo
y analitico que permitira la
comprobacién de los teore-
mas de Stokes de una man-
era clara y que sirva como
una motivacién para que
se siga investigando en ésta
area de la matematica.
Diseno: En primer lu-
gar describimos los ele-
mentos tensoriales e in-
troducimos el espacio de
tensore alternados A(R}),
para luego presentar las n-
formas diferenciales exten-
diendo asi las diferenciales
clasicas dx, dy, dz. Asi
mismo con el afan de inte-
grar sobre variedades intro-
ducimos las cadenas e inte-
gracion sobre estas cadenas
y sobre variedades para fi-
nalmente presentar los re-
sultados de este trabajo.

Teorema de Stokes sobre

cadenas y variedades.

Muestra:

Tomamos co-

mo muestra
las formas
diferenciables

integrables so-
bre variedades

compactas.
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10.2 Mapa conceptual del trabajo

CALCULO ENR"

CADENAS

VARIEDADES

FORMA DIFERENCIABLE

CADENAS

TEOREMAS DE STOKES SOBRE

TEOREMAS DE STOKES SOBRE
VARIEDADES
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