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RESUMEN

En este trabajo demostramos la existencia y unicidad de solucién global suave para cierto

, , du & dfi(u

sistema parabdlico de la forma — + Z filw)
8x,-

ar 5

y D es una matriz diagonal definida positiva. Consideramos que la condicion inicial u, satisface

= DAu, donde u y f; son funciones vectoriales

[to — ]| ;= (rny < r, donde i € IR" es un vector fijo, de tal manera que f; estd definida en la bola
de centro & y radio r y asumimos también que ||uo — | [2(rm) ©s suficientemente pequefio.

Demostramos la existencia y unicidad de solucion local suave teniendo en cuenta los principales
resultados del anélisis funcional como es el teorema del punto fijo de Banach y el teorema de
Arzela - Ascoli, luego esta solucion se extiende de local a global considerando que el sistema
parabolico admite un par de flujo de entropia. Finalmente mostraremos una aplicacion a las

ecuaciones de flujo de fluidos compresibles.

PALABRAS CLAVES:

SISTEMA PARABOLICO

SOLUCION SUAVE

TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH
PAR DE FLUJO DE ENTROPIA

TEOREMA DE ARZELA-ASCOLL.



ABSTRACT

The present text prove the existence and uniqueness of smooth global solution for certain

parabolic systems of the form 8_Ltt 4 lzzl g )(Cl”)

tant, positive matrix. We assume that the initial data uo satisfies |[uo — il[| ;= (g e < r,where

= DAu, here u and f; are vectors and D is a cons-

it € R" is fixed vector and f; is defined in a r- ball about &, and that ||uo — @[] ;2 rr) is suffici-

ently small.

To demonstrate the existence and uniqueness of smooth local solution we’ll consider the
principal results of the functional analysis as the theorem of the fixed point of Banach and the
theorem of Arzela - Ascoli, then this solution spreads it from local to global if we consider
wich the system parabolic admit a entropy flux pair. Finally we will show an application to the

equations of flux of fluids compressibles.

KEYWORDS:

PARABOLIC SYSTEM

SMOOTH SOLUTION

THEOREM OF THE FIXED POINT OF BANACH
ENTROPY FLUX PAIR

THEOREM OF ARZELA-ASCOLI.



INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) modelan mateméaticamente fenémenos fisicos,
bioldgicos, quimicos, econdmicos, de la ingenieria y otros. En particular las EDP del tipo pa-
rabolico representadas por la ecuacion del calor son modelos clasicos de los fendmenos evoluti-
VoS y no estacionarios, las cuales principalmente tienen aplicaciones en la dindmica de fluidos.
Las EDP parabdlicas tienen en su estructura una derivada de primer orden respecto al tiempo y

una o mas derivadas de segundo orden respecto a variables espaciales.

Haciendo una mirada retrospectiva, las EDP parabdlicas fueron inicialmente estudiadas por el
matematico francés Jean Baptista Joseph Fourier (1768-1830) que establece el estudio de la
transferencia de calor en so6lidos y quien propuso expandir la solucion de una ecuacion en serie

de funciones trigonométricas, segtn [11].

La motivacion para el desarrollo de esta tesis es la aplicacion de los resultados obtenidos en
la investigacion a las ecuaciones de flujo de fluidos compresibles. Segin [12], nos dice que
el flujo de los fluidos compresibles a través de medios porosos puede ser representado por un
sistema de ecuacion diferencial parcial de tipo parabdlico, el cual justamente se estudiard en

esta investigacion.

Esta investigacion esta basada en el trabajo de Hoff y Smoller [6] .El objetivo principal de
este trabajo es demostrar la existencia y unicidad de solucién global suave de un sistema pa-
rabolico en espacio de varias variables, considerando que la condicidn inicial se encuentra en
L>(R™) N L?(R"), ademds de aplicar estos resultados a fenomenos fisicos que describen este

modelo como es mencionado lineas arriba.

Para demostrar la existencia y unicidad de solucion global suave usaremos el método que uti-



liza [5], aqui se estudia el sistema parabdlico para el caso unidimensional, x € IR, el autor sigue
una secuencia ldgica basada en garantizar la existencia de solucién local al sistema parabdlico
estudiado definiendo una aplicacién y un conjunto que le permitié garantizar las hip6tesis del
teorema del punto fijo de Banach, posteriormente incluyo la definiciéon de entropia para el sis-
tema parabdlico y asi pudo extender dicha solucién local a global. Cabe mencionar que nuestra

investigacion generaliza la variable espacial x a IR".

En el marco tedrico se muestra las bases fundamentales que sostendran nuestro trabajo de in-
vestigacion, primero estudiaremos la ecuacion del calor para conocer la solucion fundamental,
luego se revisard los espacios métricos y espacios de Banach con la finalidad de enmarcar el
conjunto en donde se garantizard la existencia de la solucion asi como el teorema del punto fijo
de Banach que serd fundamental para garantizar la existencia y unicidad de solucién del sistema
parabdlico que estudiaremos, también se incluird el estudio de los espacios L” y LP-vectoriales
mostrando sus principales resultados que servirdn como sustento en la investigacion. Final-
mente revisaremos los espacios de Sobolev, los espacios Holder continuos, algunos resultados
importantes como el teorema de Arzela-Ascoli y algunas inmersiones continuas que son nece-
sarias para algunas estimaciones que se usardn en la demostracion de los lemas que se verdn en

el capitulo de Resultados.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcion de la realidad problematica

El estudio de las ecuaciones en derivadas parciales (EDP) inicia en el siglo XVIII con el
proposito de describir algunos fendémenos fisicos basicos. En la actualidad se siguen estudi-
ando las EDP en diversas areas de estudio, ya que matematicamente se puede modelar en areas

como las ciencias sociales, de la ingenieria y otras ciencias.

En este trabajo estudiaremos la siguiente ecuacion diferencial parcial (EDP) denominada sis-

tema parabolico:

_M+Z Ji(u) = DAu ,u=u(xt),xeR" >0
Jdr &= Ox (b
u(x,0) = up(x)
Donde u = (u',...,u") es la funcién incognita que va de IR" x Ry a R™,f; = (f{,.... ") son

funciones que van de IR a IR™, y D es una matriz constante definida positiva.

Una manera de garantizar la existencia y unicidad de solucion global suave de (1.1) lo da David
Hoff y Joel Smoller en [5] para el caso unidimensional, ante esto nosotros vamos a tratar de
garantizar que los resultados son también vélidos para el caso de varias variables, para lo cual
seguiremos la misma metodologia de David Hoff y Joel Smoller en [5] para probar la existencia

de una solucidn tnica, global y suave.



1.2 Formulacion del problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

1.2.1 Problema General

(Serd posible garantizar la existencia y unicidad de solucién global suave del sistema pa-

rabdlico (1.1)?

1.2.2 Problema Especificos

1. (Cuales son las condiciones por establecer a las funciones uq, f;, u para poder garantizar

la existencia y unicidad de solucion local suave del sistema parabdlico (1.1)?

2. ;Cudles son las condiciones por establecer al sistema parabdlico (1.1) para garantizar la

existencia y unicidad de solucién global suave del problema?

3. (Sera posible aplicar la existencia y unicidad de solucién suave en algunos casos particu-

lares como el de las ecuaciones de fluidos compresibles?

1.3 Objetivos de la investigacion

1.3.1 Objetivos generales

Garantizar la existencia y unicidad de solucidn suave para el sistema parabodlico (1.1).

1.3.2 Objetivos especificos

Tenemos los siguientes objetivos especificos:



1. Establecer condiciones adecuadas a las funciones ug, f;,u para poder garantizar la exis-

tencia y unicidad de solucidn local suave para el sistema parabdlico (1.1).

2. Establecer condiciones adecuadas al sistema parabdlico (1.1) para poder garantizar la

existencia y unicidad de solucién global suave para el sistema parabdlico.

3. Aplicar la existencia y unicidad de la solucién global suave del sistema parabdlico (1.1)

en algunos casos particulares como las ecuaciones de flujo de fluidos compresibles.

1.4 Justificacion

Para poder garantizar la solucion del sistema parabdlico(1.1) estudiado es necesario definir el
concepto de solucién, es decir, aspectos de regularidad y de convergencia, ademas es funda-
mental analizar el conjunto en el cual se encontrard dicha solucion y las caracteristicas que
debe satisfacer.

Por tal motivo, primeramente vamos a garantizar la existencia de una solucién local por inter-
medio del teorema del punto fijo de Banach, considerando una aplicacién definida en un espacio
de Banach adecuado. Posteriormente, consideraremos que si el sistema parabdlico (1.1) admite
una entropia, estd solucion local podra ser extendida. Finalmente mostraremos las ecuaciones
de flujo de fluidos compresibles como aplicacion del modelo.

Este trabajo servird para motivar a que se siga investigando en el drea de las ecuaciones dife-

renciales parciales (EDP) y sus aplicaciones.

1.5 Limitantes de la investigacion

Este trabajo se desarrolla bajo las siguientes condiciones: la condicién inicial ug satisface (ug —

. = . n
) € L>(IR")NL>(IR"), ademés las funciones f; € CP(B,(it)) donde p = min {k €Z:k> > + 1},
de esta forma se pueden realizar las estimaciones que permitan garantizar la existencia y unici-

dad de solucion global suave.
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CAPITULO 11

MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes del estudio

Se considera como antecedentes los siguientes trabajos de investigacion por la relacion que

tienen con el tema de investigacion.
A) Antecedentes internacionales

Yan, Zhixin y Tao[20], en su articulo titulado “Conservation laws I: viscosity laws” estu-
dian un sistema parabdlico con dato inicial similar al que estudiamos en la investigacion,
con la diferencia que la variable espacial “x” es unidimensional. Aqui el garantiza la
existencia y unicidad de una solucion local suave usando el teorema del punto fijo de

Brouwer-Shauder.

Cer6n[4], en un articulo titulado “Soluciones viscosas para un sistema de leyes de con-
servacion” demuestra la existencia y unicidad local de soluciones para un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas cuasi lineales cominmente llamadas leyes

de conservacion usando el teorema del punto fijo.

B) Antecedentes nacionales

11



Hinostroza[10], en la tesis “Existencia Global de soluciones suaves de un sistema pa-
rabdlico no lineal” el autor tiene como principal objetivo probar la existencia de solucio-
nes suaves para un sistema parabodlico. Aqui estudia un sistema parabdlico similar al que
se estd investigando, la tnica diferencia es que las soluciones estdn definidas en la recta.
El define un conjunto y una aplicacién contractiva sobre dicho conjunto para luego utili-
zar el Teorema del punto fijo y asi garantizé la existencia de una solucién local. Luego
introdujo la definicion de entropia al sistema parabodlico para extender dicha solucion y

asi tener una solucién global suave.

Nina[18], en la tesis “Existencia y unicidad de solucién global suave periddica de la
ecuacion u; + f(u), = €Duy, y sus aplicaciones” el autor tiene como principal objetivo
garantizar la existencia global de soluciones suaves del tipo periddicas. En este trabajo el
autor primero garantiz6 una solucién local definiendo un conjunto y una aplicacion para
luego aplicar el Teorema de Punto Fijo. Ademds extendio esta solucion considerando el
concepto de entropia y finalmente se muestra la aplicacion en la ecuacion de dindmica de

los gases con el propdsito de garantizar una solucion.

Loayza[17], en la tesis titulada “Aplicaciones del teorema punto fijo de Banach”, publi-
cada en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, escuela de Matemadticas, nos
muestra el caso particular de la aplicacion del teorema del punto fijo de Banach a las
ecuaciones diferenciales parciales (EDP), para ello primero garantiza que encontrar una
solucion a la EDP es equivalente a que dicha solucion satisfaga una ecuacion del tipo
integral, luego define una aplicacién contractiva dada por la forma integral y aplica un
corolario del teorema del punto fijo de Banach (corolario 1.4.2). Lo realizado por Loayza
es de guia para garantizar la existencia y unicidad local de la EDP que vamos a estudiar

en la investigacion.

2.2 Definicion de terminos basicos

A continuacién daremos algunas definiciones y notaciones que nos ayudard en la investi-

gacion.

12



Definicién 2.2.1. Dado u, € L*(IR"), f; € CP(B,(i1)) decimos que u es solucién local suave
si u(t) € L*(IR") para cada t € [0,T], existen u;, Au, y son holder continuos en [0,T] x
IR" satisfaciendo (1.1) y ademds

lim u(-r) =,

en L*(IR")

2.2.1 Definicion de terminos basicos

° p:min{keZ:k>g+l}

LP(Q)= {umedibleen[) C ]R”y/ lu(x)|Pdx < 4o0, 1 < p < +°°}
Q

= ([, utoas)

o(E ,E/): Topologia débil mas fina sobre E que hace continuas a todas las aplicaciones

(¢f)f€E/

o [7(Q)={umedibleen Q2 C R"y|u(x)| < Mc.senQ}

||u|lo= inf{M > 0;|u(x)| <M,c.senQ}

WmP(Q)={uelP(Q); D*uc LP(Q),V|a| <m}

1
P
||u||Wm-p(Q):[ y HD%HPLP(Q)]

0<|at|<m

13



o H"(Q):=W"2(Q)

e V — H: V estda inmerso continuamente en H.

2.3 Bases teoricas

2.3.1 Teorema del punto fijo

Recordemos que un espacio métrico es cualquier par (X,d), donde X es un conjunto no

vacio, y d es una distancia sobre X, es decir, es una aplicacion

d:XxX — [0,4)

(x,y) = d(x,y)

tal que paratodo x, y,z€ X

i) d(x,y) =d(y,x),

(i) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),

(iii) d(x,y) =0siy sélo six=y.

Si (X, d) es un espacio métrico, se dice que A C X es un conjunto abierto si para cada punto

a € A existe un g, > 0 tal que B(a,¢&,) C A, donde por definicion,

B(a,g,) = {x € X;d(x,a) < &}

De esta forma, queda definida sobre X una estructura de espacio topolégico. En particular,
un subconjunto C C X serd cerrado si y solo si su complementario X — C es abierto.
Una propiedad fundamental de la topologia asi definida sobre un espacio métrico, es que

puede ser analizada mediante sucesiones. Es decir, dada una sucesion {x, },~, C X, se dice que

14



converge a x € X en (X,d) si

lim d(x,,x) =0

n—yoo

Una clase muy importante de espacios métricos la constituyen los espacios normados (sobre
IR). Recordemos que un espacio normado (sobre IR) es cualquier par (X, ||-]|), tal que X es un

espacio vectorial sobre IR, y ||-|| es una norma sobre X, es decir, es una aplicacién

[ : X — [0,40)

x — x|

tal que para todo x,y € X, y todo A € IR

@ eyl < [l + Iy

(i) [Ax]] = |A[[lx]l;
(iii) ||x|| =0siy sélosix=0.

Si X es un espacio normado, entonces es un espacio métrico con la distancia definida por
d(x7y) = ||'x_y” ’ vxuy €X

que se denomina la distancia asociada a la norma ||-||

Un ejemplo de espacio normado lo constituye IR” dotado de las siguientes normas:

Definicion 2.3.1. La norma euclideana de x € IR", denotado por |x||, se define como:

; 1/2
x> = <in2>
i=1

Definicién 2.3.2. La norma maximo de x € IR", denotado por ||x||., se define como:

%] = max |xi

15



Definicién 2.3.3. La norma suma de x € IR", denotado por ||x||; se define como:

n
lxlly = Y [

i=1
Definicién 2.3.4. Sean |||, y [|.||, dos normas en IR" se dice que ||.||, y |||, son equivalentes
siy solo si existen C1,C; € IR tal que:

Ixll, <Cilixll, ¥y llxlly < Gallxll,  VxeIR®
Proposicion 2.3.1. Dos normas cualesquiera en IR” son equivalentes.
Prueba, Ver [16],pag.18.

Definicién 2.3.5. Sea (X,

) un espacio normado.Una sucesion {x,} en X es convergente, si

X contiene un x tal que
lim ||x, —x|| =0
n—soo

Entonces escribimos x,, — x y llamamos x el limite de {x;, }.

Observacion 2.3.1. Si (X, |[.||) es un espacio normado, entonces es un espacio métrico con la

distancia definida por

d(x,y):||x—y||, \V/X,yGX,

Definicion 2.3.6. Sea (X,

) un espacio normado y sea{x,} una sucesién de vectores en X.

Diremos que la sucesion {x,} es de cauchy si, y sélo si, dado € > 0 existe N > 0 tal que para

todo m,n > N se tiene ||x, — x,|| < €.

Proposicion 2.3.2. Sea (X, ||.||) un espacio normado. Entonces toda sucesion convergente en

X es de cauchy.
Prueba, Ver [7],pag.29.

16



Observacion 2.3.2. No toda sucesion de cauchy es convergente.

Definicion 2.3.7. Un espacio métrico se dice completo si toda sucesiéon de Cauchy en dicho
espacio es convergente en el mismo. Un espacio de Banach es cualquier espacio normado que

sea completo para la métrica inducida por la norma.

Lema 2.3.1. Sea X un espacio de Banach. Si F es un subespacio cerrado de X, entonces F es

un espacio de Banach.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach y F un subespacio cerrado. Si (x,);_; es una
sucesion de Cauchy en F, entonces es una sucesion de Cauchy en X, y por lo tanto existe x € X
tal que x,, — x. Puesto que F es un subconjunto cerrado de X, concluimos por la cerradura de
F que x € F. Se deduce, que cada sucesion de Cauchy en F' converge a un elemento de F, por
lo tanto F' es un espacio de Banach.

Resulta de interés el estudio de condiciones bajo las que una aplicaciéon 7 : X — X posee
un punto fijo. Por conveniencia notacional, usaremos 7'x para designar al transformado de x por

T.

Definicion 2.3.8. Sea (X,d) un espacio métrico, y consideremos una aplicacion 7 : X — X.

Se dice que T es contractiva, si existe @ € [0,1) tal que

d(Tx,Ty) < ad(x,y), VYx,yeX

Observacion 2.3.3. Observese que si T es contractiva, en particular es continua, de hecho es

uniformemente continua, como aplicacién de (X,d) en si mismo.

Teorema 2.3.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Sean (X,d) un espacio métrico completo,
y T : X — X una aplicacién contractiva. Bajo estas condiciones, existe un y sélo un punto fijo

de T, es decir, existe un y solo un x € X tal que

Tx=X

17



Demostracion. Como 7 es contractiva, sabemos que existe a € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) < ad(x,y), VYx,yeX
Fijemos un punto fijo xo € X, y de manera inductiva, definamos
Xp=Txp_1, Vn>1,

o lo que es equivalente,

x, =T"x9, Vn>1,

Probaremos que (x,) es de Cauchy. En efecto, para m > 1 tenemos

d(xm—i-l 7xm) = d(Txma Txm—l)

< ad(Xp,Xm—1)

= od(Txp—1,Txp_2)
< oPd(Xp—1,Xm—2)
< o™d(xy,x0)

Asi, por la desigualdad triangular y la formula de la suma de la progresion geométrica obtene-

mos paran > m

d(xmaxn) < d(xmaxm—H) +d(xm+17xm+2) +.. +d(xn—17xn)
< (a"+a™ N+ +a" Nd(x,x1)
-
= amﬁd(xo,)Q)

Puesto que 0 < o < 1, en el numerador tenemos 1 — "™ < 1 Consecuentemente,

m

d(Xmyxn) < 7 d(x0,x1) (n>m)

18



Como 0 < o < 1, es evidente que

m

I
o

lim
m—soo | — (04

d(xo,x1)

, Y por tanto,tenemos

lim  d(xp,x,)
n,m——>o0

es decir, la sucesion (x,) es de Cauchy en(X,d).

Como (X,d) es completo, existe un X € X tal que

lim x, =X,
n—-yoo

luego, teniendo en cuenta que 7" es continua,

Tx= lim Tx, = lim x,4| =X,
n—-yoo n—->o0

y por consiguiente X es un punto fijo de 7.

Finalmente, para demostrar la unicidad, supongamos que X es otro punto fijo de T. En tal caso,

e — A

d(%,%) = d(Tx, Tx) < ad (%, %),

es decir,
(1—a)d(x,%) <0,

con lo que al ser o < 1, obtenemos que d(x,X) = 0, y por tanto X = %.

Corolario 2.3.1. Sean (X,

) un espacio de Banach, Y un subespacio cerradode X, T:Y — Y

una aplicacion contractiva. Entonces existe un y sélo un punto fijo de 7.

Demostracion. Basta darnos cuenta que (Y, ||.||) es de Banach, puesto que Y es un subespacio

cerrado. Luego por teorema del punto fijo se tiene el resultado.
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Teorema 2.3.2 (Teorema de Valor Medio). Sea U CIR"y f: U — IR diferenciable en todos

los puntos del segmento (a,a+v) y Jliwary cONtinua ([a,a+v] C U) entonces:

30 €(0,1)/f(a+v)—f(a) = %(a-l—@v)

Demostracion. Definamos
&: [0,1] — R
t — fla+1v)

Como [a,a+v|]C Uy Jliwasy €8 CONtinua, entonces & es continua en el intervalo de [0, 1], ade-

mas para todo 7o € (0, 1) tenemos:

Elto+1)—E(to)  flat(to+1)v) — flattov)

t t
tomando limite cuando t — 0
/ — 0
£ (1) = tim 20 FD) =6W0) _ 9 po 2.1)
t—0 t v

luego & es diferenciable en (0, 1) entonces por el Teorema de Valor Medio para funciones

de una variable real
30€(0,1)/ E(0)=E(1)—E&(0)

por la definicién

/

& (0)=fla+v)—fla)
de (2.1)
360€(0,1)/ f(a+v)—f(a):%f(a+9v)

Definicion 2.3.9. Sea X C IR"” un conjunto y f : X — IR" una aplicacion, se dice que f es

Lipschtziana si y sélo si existe C > 0 tal que

IFG) =D <Clix=yl vV xyeX
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Definicion 2.3.10. Sea X C IR™, abiertoy 0 < y< 1y f:X — IR” funcién acotada, se dice

que f es Holder continuo con exponente 7 si, y sélo si, existe C > 0 tal que
1fC) = fOl, <Cllx=yl5 ¥V xyeX
Observacion 2.3.4. Si f:IR" — IR", f € C!(B,(i1)) entonces es Lipschitz en B, (i)
En Efecto:
Como f € C'(B,(ii)) entonces f € C!(B,(ir))
i,e f es diferenciable en B, (i1) dado que f = (f1, f2, ..., fn) tenemos que los f; son diferenciables

en B, (i )y Er fi son continuos y por tanto acotados en B,(i7) Vi=1,2,...nVk=1,2,...n

1,e

M >0/ —ﬁ()

Sean x,y € B, (i), por la convex1dad de B, (i)

<M,V x€B.(d) V k=1,2,..

[x,y] C B, (i)

Como f; es diferenciable en B,(i1) entonces f; es diferenciable en el segmento (x,y) y por

tanto continuo en [x,y] entonces por el teorema (2.3.2) (T.V.M.)

36 € (0,1) /fi(y) iai filx+0(y—x)) (i —xi)

donde: v=y—x

tomando el valor absoluto

)~ = Y o il 00— 1) (i —x)
k=1 9%k
< Y o site s =) i)
k=1

IN
(ngE
=

|
&
=

(vi

~
I
—_

n

= MY |(vi—x)|

k=1



entonces:

i) = fik)] < Mlly—x]],
Por la equivalencia de normas:

3C>0/ ly—x||, <Clly—x]..

1f ) = F )l = max [fi(y) = fi(x)] < Clly =,

1<i<

Donde C = MC, asi tenemos

1F3) = fF)llw < Clly—x|l..  Vx,y € B, (@)

f es Lipschitz en la bola abierta B,(it) pero necesitamos que f sea Lipschitz en la bola cer-

rada,entonces

Sean x,y € B (it) = 3, (xn), (yn) CB(&t) /xn — X, yp =y

Como x,,y, € B,(i1), ¥ n € IN, entonces

1£ ) = fCn)lloo < Cllyn = Xalle VR €N
por la continuidad de f cuando n — oo

1/ ) = f®) e <Clly—xll.  Vx,y € B,(i) (2.2)

Definicion 2.3.11. Sea { f;.} una sucesion de funciones definidas en E C IR” con valores en IR™.
Se dice que {f;} converge uniformemente en E a una funcién f de E a IR cuando para todo

€ > 0 existe ko = ko(€) tal que si k > ko(€) y x € E se tiene:

/() = fO)ll < &

Teorema 2.3.3. Sea { f,,} una sucesion de funciones, f,, : [a,b] — IR, supongamos que

(i) Existe un ¢ € [a,b] tal que la sucesion {f,(c)} converge;
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(i) Todas la funciones f; son derivables y las derivadas son continuas;
“en P . / . .,
(iii) La sucesion de derivadas { fn} converge uniformemente en [a,b] a una funcion g.
Entonces la sucesion { f,, } converge uniformemente en [a,b] a una funcién f derivable en [a, D]

y ademas f/ =g
Demostracion. Ver[2],pag.322.

Definicién 2.3.12. Sea F = {fy},c4 una familia de funciones definidas en E C IR" y con
valores en IR”. Se dice que F estd uniformemente acotada en E cuando existe M > 0 tal que

para todo x € E y todo & € A se tiene || f(x)]| < M.

Definicion 2.3.13. Sea F = {fu},c4 una familia de funciones definidas en £ C IR" y con
valores en IR™. Se dice que F' es equicontinua en E cuando para todo € > 0 existe & > 0 tal que

para todo par xj,x; € E,

X1 — x| < 0y todo & € A se verifica:

1 fo(x1) = fa ()| < €

Teorema 2.3.4 (Arzela-Ascoli). Sea {fy}, una familia infinita de funciones uniformemente
acotada y equicontinua definidas en un conjunto acotado de IR” con valores en IR”. Entonces
existe una sucesion { fo } de funciones distintas de la familia dada que converge uniformemente

en £ C IR".

Demostracion. Ver[13],pag.62.

2.3.2 Ecuacion del calor

El objetivo de este capitulo es el estudio de la ecuacion del calor n — dimensional.

u,—ANu=20 (2.3)

y la ecuacidn del calor no homogenea

u—NANu=f 2.4)
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Aqui,t >0yx e U,donde U C IR" es abierto. El desconocido es

u:Ux[0,00) — R, u=u(x,1)

el laplaciano A es con respecto a la variable espacial x = (xy,...,x,)

n
AI/{ - Axu - Z uxl-xl-
i=1

En (2.4) la funcién f : U x [0,00) — IR es dada

Buscaremos una solucion de la ecuacion del calor

u,—Au=0, parat>0,xecIR"

Supondremos que u es invariante mediante un cambio de escala, es decir, para A > 0:

u(x,t) = A%u(APx, A1)

donde o y B son nimeros reales a determinar.Puesto que

wp(x,0) = A% (AP x, Ar),  Au(x,r) = A% Au(APx, Ar)

tendremos,

0= u(x,1) — Aulx,1) = A%, (APx, At) — L9 2P Au(AP x, A1)

La eleccidn natural para 3 sera por tanto 3 = 1/2. Esto implica que la invarianza natural bajo

cambios de escala para la ecuacién del calor es:

u(x,t) = A%u(VAx, A1),

donde « es arbitrario. En particular, si tomamos A = 1/¢, podemos buscar soluciones de la

forma

1

=@



denotemos:

X Xi
&= 7 §=(&1,---&) éi—ﬁ
Afirmacion 2.3.1. Para las derivadas de u, tenemos:
a 1
u = —mv(é)—zta—HWV(é),é)
1
Au = taHVv(@)
donde: v(&) (av 8\/) representa el vector gradiente
N =(==H. =% ) r l .
9898, " ¢
En efecto,
d 1 1 d
= S CVE) + (N
Como
d 1 o X
E(ﬁ)z_m y éi:%
tenemos:
d _dv d§ av dé&, 1
dt( (5))_&_51'7 ~~-+a§n' ot —2t< (£),8)
Asi
o 1
Us _to‘+1v(5)_W< v(€),8)
ademas,
Ju 1 av(&) u 1 9%
8_x,~ - ta+1/2'( d&; )y axiz T ot '35,2
luego
1
Au = proEs] Av(E)
sustituyendo en la ecuacion (2.3), obetenemos:
1
av(6) +5(Vv(S),&) +Lv(6) =0

para simplicar, supongamos que v es radial. Es decir, v(§) = w(|&]).
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, tendremos:

Afirmacion 2.3.2. entonces denotando r = |

Nn—1
r

ow(r)+ %rwl(r) +w'(r)+ w(r) =0 (2.5)

En efecto,

or dv dw Jdr dw
P (B, LSO -

& r &  dr &  r dr
luego
1 aw _ l ' d_w o
V— o TE L ()8 = T ES) = ()
ademas, . X
82v / 1 k " ék
a7 ") (? - r_3> )
asi se tiene: X
Av=—3y (};@ +w'(r) (;——r3 k)
_n / n _l
Av=w"(r)+w(r) <r r)
por tanto, reemplazando en (2.5) obtenemos:
L 7 n—1,
(XW(F)+§rw(r)—|—w (r)‘i'TW(l"):O

multiplicando por #*~!, podemos escribir la ecuacién (2.5) en la forma:

o)+ (3700 ) + (a) =0

por tanto una eleccién adecuada de @ es & = 7. Con ella tendremos:

1
W () + Er”w =A

tomando para simplificar A = 0, tenemos:
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que es una ecuacion en variables separables cuyas soluciones son

2

- . . sz * 2z
w(r) = Be™ %, con B arbitraria. Por tanto, tenemos una solucion de la ecuacién del calor en IR”
de la forma

B 2

u()c,t):the*T xeR", >0

cuando tomamos B = (4%)_%, obtenemos la llamada solucién fundamental de la ecuacién del

calor:

1 2
e  xeR",t>0
(4t)

Observemos que la solucion fundamental tiene una singularidad cuando

¢(xat):

[T

t = 0. La eleccion de la constante B esta motivada por la siguiente propiedad:

Lema 2.3.2.
/ O(e,)dx=1 V>0

Haciendo el cambio de variable 7 = x/(2+/1) con (dx = (4t)2dz), tenemos:

1 b
Jpondr = s e s

1 2
_ —lz|
= o / e dz

_ %/ e~ @+t g,
n n

1

e
= e ‘idz
n/2
"/ =1/

—+oo

1 - n
)

= 1

Lema 2.3.3.

27



Sea

too
I:/ e ¥ dx

Entonces
) oo, +oo @
I :/ e dx/ e dy = / / *4?) dxdy
Haciendo:
T: R"— IR”
(,0) +—— (x,y)=T(r,0)=(rcosf,rsinf)
Asi,

+oo /+oo - (x2+y2)dxdy

2w ptoo 5
= / / e " |JT|drd6

2T p+too
/ 7 4rd

= / dr
0

I 2o
= 2n[-—7e lo

= T

2.3.3 Espacios L”(Q)

Sea Q un abierto de IR" y 1 < p < oo, definimos LP(Q) como el espacio de funciones medi-

bles u: Q — IR tal que |u|” es Lebesgue integrable sobre Q. La norma en LP(Q) esta dada por:

= [ [ mcorras]

Para el caso en que p = o definimos

L”(Q)={u:Q — R,umedible y|u(x)| < C cs.en Q}
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||ul|., = supess u=inf{C > 0;|u(x)| <C cs.en Q}
es una norma en L*(Q), asi tenemos

Proposicion 2.3.3. L”(Q) es un espacio de Banach para todo 1 < p <

Demostracion. Ver [1],pag.26.

Definicion 2.3.14. Sea Q un abierto de IR" y 1 < p < oo, definimos LP(Q) como el espacio de

funciones medibles u : Q — R™ tal que para cada j € [1,m],|u/ |p es Lebesgue integrable

sobre Q. La norma en LP(Q) esta dada por:

lull, = lgljagm{ M |uf(x)‘pdx] l/p}

Definicion 2.3.15. Para el caso en que p = o definimos L™ () como el espacio de funciones
medibles u : Q — R™ tal que para cada j € [1,m] ,|u/(x)| < C cs. en Q. La norma en L*(Q)

esta dada por:

|ull., = inf{C > 0;|uj(x)‘ <Cecs.enQ,Vje [1,m]}

Proposicion 2.3.4 (Desigualdad de Holder). Siu € LP(Q) y u € LY(Q) entonces uv € L' (Q)

y se tiene la siguiente desigualdad

11 < il I

1 1
donde 1 < p<oo y —4—-=1.
P q

Demostracion. Ver [1],pag.23.

Definicién 2.3.16. Sean f € L'(IR") y g € LP(IR") con 1 < p < o0, Si para casi todo punto
x € IR”, la funcién y — f(x —y)g(y) es integrable sobre IR", se define la convolucién de las

funciones f,g: IR" — IR y la denotamos por f * g a la expresion

rre)= [ flx=y)s0)dy
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Teorema 2.3.5. Sean f € L' (IR") y g € LP(IR") con 1 < p < +-oo. entonces para casi todo punto

x € IR, la funcién y — f(x—y)g(y) es integrable sobre IR”, entonces f * g(x) € LP(IR") y
||f*g||Lp(1R") < HfHL'(IR”) HgHLP(IR”)

Demostracion. Ver [9],pag.66.

Teorema 2.3.6 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea { f,, } una sucesién

en LP(Q) que converge casi siempre a una funcién f. Si existe una funcién g € LP(Q) tal que:
[fa(x)| <g(x), xeQ, nelN
entonces f pertenece a LP(Q) y {f,} converge en L”(Q) a f.

Demostracion. Ver [3],pag.67.

Teorema 2.3.7 (Teorema de la convergencia diferencial de Lebesgue). Sea f: IR” — IR una

funcion medible segin Lebesgue y sumable, es decir, / | f(x)|dx < +eo. Entonces se cumple:
IRl’l

1

ST 7 Dy 8N S00) a7 —0

Demostracion. Ver[15],pag.649.

2.3.4 Espacios L?(a,b;X) Vectoriales

Sea X un espacio de Banach y a,b € IRU {—oo, 4o}

El espacio L?(a,b; X ) para 1 < p < +oo es la coleccion de todas las funciones medibles
fila,b) — X

tal que
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b
L 17l dr <+

El espacio L*(a,b;X) es el conjunto de todas las funciones medibles
fila,b] — X
medibles que son esencialmente acotados, es decir
L*(a,b;X) ={f:[a,b] — X/ 3C>0,[f(x)||x <C, cs.en [a,b]}

Sobre el espacio L”(a,b; X) definimos la funcién

H'HLP(a7b;X) :Lp(a,b;X) - R

b 1/p
£ Wl = (| 176915 ax) 26

de igual manera en L (a,b;X) definimos

||'||L°°(a,b;X):Loo(aab;X) — IR

S Ml @pxy = sup ess|[f(x)llx (2.7)

a<x<b

Proposicion 2.3.5. Sea X un espacio de Banach y 1 < p < 400, entonces
(a) La aplicacién definida en (2.6) es un norma en L?(a,b;X),

(b) La aplicacion definida en (2.7) es un norma en L*(a,b; X)

Demostracion. Ver[8]

Proposicion 2.3.6. Sea X un espacio de Banach y 1 < p < 400, entonces
(a) (Lp(a,b;X), ||-Hu,(a7b;x)>es un espacio de Banach

(b) <L°°(a,b;X), H'HL""(a,b;X))eS un espacio de Banach.
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Demostracion. Ver [8]

Definicion 2.3.17. Definimos la convolucién componente a componente de las funciones f, g :

IR" — IR™ y la denotamos por f * g a la expresion

fxg=(fi*g1, /%82 fn*8m)

Teorema 2.3.8. Sean f € L' (IR") y g € LP(IR") con 1 < p < oo entonces para casi todo punto

x € IR" 1a funcién

1f=&ll, < A1 Mgl

Demostracion. Sea f : IR" — IR™ es decir

f) = (fi(x), f2(x), ., falx))

por definicién |fi(x)| < || f(x)

HOO

entonces

1fill, <UIfll,  i=12...m y 1<p< oo

Asi por la hipdtesis tenemos

1Al < 1Ay llgillrey < ligll, entonces

1illy [leill , < 11 el

pero por el teorema 2.3.5

1fix gill, < il lleill , < 1111 llell,

Hfl*ngpSHfHIHngﬂ i:1727"'7m
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por lo tanto

17 +gll, < /11 llell,

Proposicion 2.3.7. Si para cadar € [0,T],f(¢) € L?(IR") entonces se cumple:

[ rsas

t
< [1F(s)lpds, parap=2.25

Demostracion.

Sea
f(xvt) = (fl(x7t)af2(x7t)a"'7fn(xvt))

Para p = 2, Recordemos que

t 2 t 2
[\ ftestas| ax [ [ pesjas|

0 < /. (/ |f,xs\ds) i

/]R (/ !fzxs\ds> </ ]f,xw\dw)dx
/m (//‘f'“Hﬁxw)\dwds)dx
L (/ ‘f’“HszWNdx)dwds
Ik

(4

(4

dx <

entonces

(x,8)ds

IN

IA

IN

IN

1Fi()l2 1 fi(w) |, dwds

(s MJQ(/nﬁ )

0 mw)

IN

IA

asi

zms(gmwmwf
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aes ([ = ([Isolha)

/Otf,-(x,s)ds

Je

asi tenemos

/]R,, /Otfi(x,s)ds de < (/Ot Hf(S)HZdS>2

por lo recordado al inicio de la demostracion

e v ([[16)as)

/Otf(x,s)ds

es decir

/Ot f(x,s)ds

i"") " ([ o)

(e

por lo tanto

< ([ 1roas)

/0[ f(s)ds

para el caso p = oo

H/olﬂx’”ds MS/OZHﬂx,s)des

tomando supremo escensial

sup ess
x€IR”

t t
< sup ess [ [ (rs)llds < [ supess||fxs)]ds
o x€R” 0 0 xeR

/Otf(x, s)ds

asi

sup ess
xelR”

[ stas| < [ sup esslifns)l.ds
0 o 0

xelR”

es decir

[ras| < [176)]..ds
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por lo tanto para p = 2,0

2.3.5 Espacio de Sobolev

fpras| < [l

Definicién 2.3.18. El espacio de Sobolev W™4(RN), m € Z+ U {0} se define por
Wm4(RN) = {v € LY(R") tal que existe D*v en el sentido debil y pertenece a L4(R"Y), 0 < |a| < m}

donde D¥ es la derivada distribucional D% = 9.9;2...9%. La norma de W™4, denotada

como ||.||w,,, es

1/q
HVIIW,,,,q=< Y IIDO‘VII?))

0<|ct|<m

Definicion 2.3.19. Sean V y H dos espacios de Hilbert con V subespaciode H V C H, diremos

que V estd inmerso continuemente en H y denotaremos por V — H si existe C > 0 tal que
lullfr < Cllully
Teorema 2.3.9. Sea k <m — g < k-1, k un entero no negativo. Entonces
W4 (IR") — C* (IR")
donde:
a) 0<7L§m—k—g, si m—k—g<1
b) 0<A<1, si m—k—gzl

Demostracion. Ver[14],pag.54.
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2.3.6 Los Espacios Holder Continuos

H'(Q) es el espacio de Banach de todas la funciones continuas u(x) en Q teniendo en Q sus

derivadas continuas inclusive hasta el orden [/] y un valor finito para la expresion:

] .
luly) = e+ Y W, 2.8)
j=0
donde

0 0
(1)) = lulgy’ = max|ul,

; , (1=11)
g =Y |plulg g = ¥ (D)
() (1)

y X(;) denota la sumatoria de todas las posibles derivadas de u de orden j,

la igualdad (1.15) define una norma ||u|]g) en H'(Q)
Sea Or = Q x(0,T)

H/2(Or) es el espacio de Banach de todas la funciones u(x,?) que son continuas en Qr,

junto con todas las derivadas de la forma D; D7 para 2r 4+ s < [, y tiene una norma finita:

(7] .
lully) = () + Y (), 2.9)
Jj=0

donde

©) _,10) _
<”>QT = |”|QT = %§X|”|7

j rrys (0
wy =Y DDy,
(2r4s=j)
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Wlo,= L (DD,

x,0r x,0r
(@r+s=1)
(l) _ DVDS (1722r7S) .
Wig,= ¥ (DDw) g;
0<l—2r—s<2

Denotaremos por L(x,1, %, %) el operador lineal parabdlico diferencial con coeficientes

reales

d d du ¢ du ! du
L('x7t7 au a_t)u - E - i7jZ_1 aij(xut) axing + i_zlai(xut)a_xi +a(x7t)u' (210)

asumiendo que los coeficientes del operador de (1.17) estan definidas en una franja IR x

(0,T), consideramos en este dominio el problema de Cauchy

Lix,t, 2. S u(x,t) = f(x1)
2.11)

u(x,0) = @)
Teorema 2.3.10. Supongamos que / > 0 no es entero y que los coeficientes del operador L
pertenece a la clase H'//2(IR" x [0, T]). Entonces para cualquier f € H"//2(R" x [0,T]), ¢ €
H'*2(IR") el problema (2.11) tiene una tinica solucién de la clase H+%!/2+1(IR" x [0, T]). Que

satisface la desigualdad:

el to.ry < € (I g0y + 0l ™) (2.12)

con la constante que no depende de f'y ¢

Demostracion. Ver [19],pag.320.

2.3.7 Convergencia débil

Definicion 2.3.20. Topologia débil ¢ (E ,E/): Topologia débil mas fina sobre E que hace con-

tinuas a todas las aplicaciones (¢y) ek’
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Teorema 2.3.11. (Kakutani) Sea E un espacio de Banach. entonces E es reflexivo si y solo si
B ={x€c€E:|x|| <1}
es compacto en la topologia débil o(E,E')

Demostracion. Ver [9],pag. 67.

Definicion 2.3.21. (Convergencia debil) Sea E un espacio de Banach y (uy ),y una sucesion

de E. Entonces uy — u si y solamente si (@, uy) — (@, uy), para todo ¢ € E'

Teorema 2.3.12. Sea E un espacio de Banach y (x;),cn una sucesion de E.

!
Si x, — x fuertemente, entonces x, — x debilmente en 6 (E,E )

Demostracion. Ver[9],pag.35.
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CAPITULO III

HIPOTESIS Y VARIABLE

3.1 Hipoétesis general e hipotesis especificas

3.1.1 Hipétesis general

Existe una unica solucion global suave para el sistema parabdlico (1.1).

3.1.2 Hipotesis especificas

L. Siuo—ﬁGLw,fiGCP(Br(ﬁ)),P:min{keZ:k>g"‘l}

Se garantiza la existencia y unicidad de solucién local suave del sistema parabdlico (1.1)

2. Si existe un par de flujo entropia-entropia (o, ) para el sistema (1.1).

Se garantiza la existencia y unicidad de solucidén global suave del sistema parabdlico

(1.1).

3. Se garantiza la existencia y unicidad de solucién global suave para el caso particular de

un sistema de flujo de fluidos compresibles.

3.2 Variables de la investigacion

u la cual es una funcién que va de IR” x IR a IR™.
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3.3 Operacionalizacion de las variables

solucién del

sistema parabolico

Variables Definicion Definicion Dimensiones Indicadores
Conceptual Operacional
La funcién u es el | Funcién suave | Funcidn local suave | u(t) € L*(IR"), t € [0,T]
campo de velocidad | en IR” x [0; 7] | Funcién global suave u'y Au son Holder
u del fluido viscoso, continuas en IR” x [0; T]

limu(t) = ug
t—0
en L2(IR")
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CAPITULO IV

DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipo de diseiio y diseino de la investigacion

La investigacion es del tipo cientifico bésico, este tipo de tesis servird para ampliar y profundi-
zar el conocimiento del tema de investigacion.
El disefio de investigacion utilizado en el presente trabajo de investigacidn, es descriptivo-

demostrativo.

4.2 Método de la investigacion

El estudio de la investigacion es de cardcter cientifico-tedrico y el método usado es del tipo

inductivo - deductivo tratando de ser o mas exhaustivo posible en cada demostracion.

4.3 Poblacion y muestra

No aplica.

4.4 Lugar de estudio

FCNM-UNAC.
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4.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la infor-
macion

Para la realizacion de este trabajo de tesis se reviso bibliografia especializada como revistas
cientificas, libros, tesis en la bibléteca de la facultad y recopilacion de informacién obtenida via
internet realizada al tema de interés en buscadores especializados como los repositorios de las

universidades.

4.6 Plan de trabajo

Durante el desarrollo de la investigacion, primero nos enfocamos en garantizar la existen-
cia y unicidad de solucion local, usando el teorema del punto fijo de Banach, posteriormente
demostraremos las condiciones de suavidad de la solucion. Luego definiremos el par de flujo
de entropia-entropia que el sistema parabdlico (1.1) admite para asi poder extender la solucién
local a global. Finalmente mostraremos una aplicacién de nuestros resultados al flujo de fluidos

compresibles.

4.7 Analisis y procesamiento de datos

Por la caracteristica del trabajo no se realiza ningtn analisis estadistico.
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CAPITULO V

RESULTADOS

5.1 Existencia y unicidad de la solucion local

En esta seccion probaremos la existencia y unicidad de una solucién local a nuestro pro-
blema, bajo las restricciones convenientes sobre ug, f 'y D.

Nuestro objetivo es resolver el siguiente sistema parabdlico de la forma

du &L dfi(u) _ n
54_; . DAu, u=u(x,t),xeR" t>0

u(x,0) = wup(x), x€R"

donde:
u: R*xIR — IR™

(x,t) > u(x,t) = (u'(x,1),...,u"(x,1))
es nuestra funcion incognita, ademas:
fi: R — IR"

y — i) =), 0))

es una funcién conocida tal que f; € CP(B,(i)),

p:min{kEZ:k>g+l}

43



u,: R" — R"
x o uo(x) = (ul(x),...,u"(x))
es la condicién inicial tal que u, € L”(IR") N L?(IR"), ademds D es una matriz diagonal definida
positiva, es decir

D = diag(dy,d>, ...,dy), di>0

Au:= (Au',... Au™)
Observacién 5.1.1. Como cada f; € CP(B,(ii)) entonces existe M > 0 tal que
ID*fi(x)|| <M ¥ xeB.(@) Vi=1,...,ny|a|=0,1,....p

Observacién 5.1.2. Como f; esta definido en C?(B,(i1)) entonces f; es Lipschitz en B, (i1), por
Observacion (2.3.4)

Analicemos primero la ecuacion homogénea correspondiente de (1.1)

u
— —DAu=0
ot "
esto es
du!
T d 0 0 Au' 0
8u2 2
b 0 d& ... 0 Au 0
t — —
du™ 0 0 - dy Au 0
ot
1,e)
du!
W—dlAul 0
du?
— — b AU? 0
ot 200 =
du™ 0
— —d,, Au™
ot "
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si, y solo si

0 J
a—i—dAuJ 0 Vj=1,....m

. d
Sea K/(x,t) la solucién fundamental para el operador (E) —djA,

K/ (x,t) = (4md;t) 2exp (—%)
J

Proposicion 5.1.1. Existe R > 0 tal que

0K/ R
H (0| <— =1,....m Vi=1,...,n
0xi Y
Demostracion,
oK/ oK;
1 = t|d
Haxi(’)l /ﬂ’&x,(x )ldx
2x; L2
= /n —K(Ll-ﬂd t) n/2 A dx
_ (4ma;r) 2 ¥
= 2 /[R |xile *"dx
4dl n/2 —n/2
= 2d1 / V/Adjt|zile™ T dz
4dt —n/2p—n/2
_ TF / VAdjtzile ¥ (4d ey dz
R'fn/z\/47j "_1/+°° 2 Foo 2
= Vv e Cidzy (/ |Zi!€zidZi)
2d]\/i kl;ll —o00 —o0
ki
an/2 /4d +oo
= 2d\/_ L(Vr)" 2/0 zie 5 dz;
1
a—1/2 1
Vmin{dj: j=1,. }%
por lo tanto,
0K/ R
S <— Vji=1,... Vi=1,...
|Gt <5 izt viei
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Observacién 5.1.3. Sea i = (ii',i,...,ii") € IR™ entonces

@ =K/(t)xi! Vji=1,....m

En efecto:  Por la definicién y por el lema(2.1.1)

Koy ) = [ Ka—ynidy

= ﬂj/ K’ (x—y,t)dy
por lo tanto

El sistema (1.1) es equivalente

1
r i—laazxi d 0 - 0 Au'
2 n :
ou’ y J;(”) 0 d ... 0 Au?
ot + 1 =1 9% =
du™ n aﬁm(u) 0 0 - dy Au™
at 1:21 8xi
a_btl+zaﬂl(”)
&tz i=1 82x,- diAu'
du L A f7 (u
ETp?Y | A
u"™ & IAf"(u) dmAu™
e T

i=1
las condiciones iniciales

W (x,0)=u)(x) Vji=1,...,m

luego obtenemos el siguiente sistema equivalente a (1.1) paracada j=1,...,m
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. , :
oul & dfl(u) ,
= — d:Au/
ar T ox jou
(5.1)
\ W(x0) = w)
si el sistema (5.1) admite solucion, entonces satisface la siguiente representacion
, . Loon ,
w! (1) = K (1) % ul — Z/ Kl (t—s) f{(u(s))ds, j=1,....m (5.2)
i=170
. 0K
donde: * denota la convolucién y Ky, = e
Xi
Comenzaremos definiendo el siguiente conjunto de funciones G por:
Gr:={u:[0,T] — L”(IR") : ||u(-,t) —ul|, <r0<tr<T}
y el operador L en Gt por:
‘ . Loonr ,
L) (0) = K9 (1) +u) — Z/O Ki(t—s) % f)(u(s)ds, j=1,....m (5.3)
i=1

La existencia y unicidad local de nuestro problema resulta de las propiedades de £ en el sigui-

ente lema.

Lema 5.1.1. Sea f;, Gr y £ definidos como arriba. Dado s < r, existe T > 0 tal que si (ug — %) €
L>(IR")NL=(IR") con |lup — ., < s, entonces £ mapea Gr en si mismo y es una contraccién
en la norma L*(IR"). Mas aun dados

0=t <1 <...<t, <T,existe una constante C = C(s,ty,... ,tp), tal que si u € G satisface:

Uy \ -, 5 1 n, .
! \/E
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up—u
c) ||chxu('7f)||zﬁc%a lal=q,q=1,....,p, 14 <t <T
q

Entonces £(u) también satisface (a), (b),y (c).

Demostracion.
Primero probaremos que £ aplica Gy en si mismo, esto es £(Gr) C Gr

Seau € Gr pdq: £u € Gr.

Para cada j = 1,...,m, tenemos:

| £u)/ (1)~ = Kj(t)*ué—Zn:/otl(){;,(t—s)*fl.j(u(s))ds—Kj(t)*ﬁj
i=1

oo

— Kj(t)*(ué—ﬁj) — é/otl(){i(t—s)*fij(u(s))ds

oo

< Kj(t) % (ué—ﬁj)H /tK){i(t—s) *]‘ij(u(s))ds
11170 oo

< KW, [l - x}(t—S)*Jij(u(S))‘)wds

< ||u0—uJH —f—Z/ HKJ us))Hoods

= Juo—u|. +Z/ i =), |7 @)~ @) _ds

< S+C§{/0 HK){;(I—S)Hl||u(s)—ﬁ||oods

< s—i—Cri_Zi/o |KL(t )|, ds

< r(;—i—l—Cﬁ)

< r, paraT suficientemente pequeio tal quei%—Cﬁ <1
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luego,

|£(u)!(t) —w||, < r,paracada j=1,...,m

asi,

|£u)(t) —ul|, <r0<t<T

Ahora probaremos que £ es una contraccion, esto es

|£w) —£0)||.. < oflu—v], eel0,1)

£y (1) — £0) (1) = Z/Kf - ds—Z/ K (1 —s)= £ (v(s))ds

[

= Z/K%;SMMMm—ﬁMmMs
si

o)

/Kw ) (1 (uls)) = 1 () ds

IN

.

(v s))H ds

IN

g /O e~
CY. [} K=o uts) ) s
C||u—v||mi:):1/0 |Ki (e —5)|], ds

IN

IN

IN

C\/T||u—v||oo

IN

para T suficientemente pequefio tal que Cv/T < 1, tenemos:

||£(u)j(t) —;E(v)j(t)Hoo <|lu—v|.,paracada j=1,... . m;0<t<T
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entonces,

| £w)(0)~ £0)0)] < Ju—v]l... 0< 1< T

asi
| £() = £0)]], < llu—vll.,
a)
Hfuj(‘,t)—ﬁsz = Kj(t)*ué—Zn:/otl(){;,(t—s)*fij(u(s))ds
i=1 5
. j_—’ n t i ]
< K@), |- 2+;/O Ki (1 —s) = £ ts)|
< ug—ﬁj 2—1—;/0 HK){i(t_S)H1 fl](u(s)) 2ds
Como

L (ux,s)) = | (ux,9) = @] < |filulx,s) — fi(@)

< Mlu(x,s)—ul

; 1/2
< M(Z !uj(x,s>—ﬁf\2>
j=1

Entonces
[ s < M2 (_ZIW(X s) Mj|2>
j:
[ uPas < Y [ () - Pas
j=1
A < WY [ (5) [ < 1 ()
]:

asi

ds



. . n t .
| £u/(-0) -, < Hué—ﬁ/‘ +M\/EZ/ |KL(t—5)]|, llu(s) —ull, ds
< Huo—wH +CMRf||uo—u||22/ N
< uo —lly + CMRVI3VT ||ug — i

1
= C||u0—ﬁ||2(E+MRVn3ﬁ),Vj:1,...,m
1
< Cllug—1l|y, (E+MR\/n3\/T)§1

[0y = |ki0w =Y [ K= wls))ds
i=1 oo
< ||&d @) KL= 5) 5 £ (ul5)) ds
< il 4] X [ 1

[

%HuéHm—FRi:Xn:l ot\/fs_s £ (u(s

Como

=~
~
—
<
Vomn
=
M
N—
SN—
=,
IA

A
%
=
0
&
1

IN
<
™=

IA
I Ms

o)
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Asi

; du
o] <im0
Luego
ds 8u
<
H‘f ”oo = \/‘H”O +RM1”Z/ \/th ax, )oo
o ds
<~ ||uoll.. + CRM /—
\/_HMOH lni; 0 +/(t—s)s
R
= — |luoll. +CRMn° 7
Vi
¢ C ey
< % Rlolle | pas 2z <1
¢) (i) Primero demostraremos para (|o| = 1)
[£@w) 0], < \/—||140||2
fj
i ol = |k 0na- 1 / K1) axk< onas|
. j
< ‘ yeu| (t—s) O (u(s))ds
axk )
j J J i
< r>H1HuoH2+; /OHKxa rtut)| as
<

R "ot R
il st
1=

tds C
g 45 Cliuol

R .
j
— ||u
\/EH OHz 0 VIi—s /s

- ol + MRC o] [

—= ||U n u —_—

\/_ ol2 ol2 0 +/(t—s)s

(& +MnR7r\/_) O=t<t<T VYk=1,....,n

IN

IN

IN

\/- ||I/t0||2
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para T suficientemente pequefio tal que
R
c +MnRaVT < 1

tenemos

| £(u)] 0=t <t<T

0], < \/Huo\lz

(ii) Ahora demostraremos para (|a| = 2)

Sea

Afirmacion 5.1.1.

v(t) = Kj(t — 1) *xv(fp) — zn:/; K){;(t —) *fij(u(s))ds

En efecto,
K/ (t—1) xv(tp) — Z K){l (t —s) * f] (u(s))ds
i=1702
= Kj(t—tz) K/(tz *”0 /K/ (tr —s) % fj( (s))d ]—i IK){;(t—s)*fij(u(s))ds
=171

n t

= Kj(t)*ué—znll(j(t—tz) /()Kf(tz—s)*fj ds—Z Ki( *fj( (s))ds

- KOs 3K+ [ K=+ Lt (s =1 [ K1) )

i=1
J
_ *%+Z/Kuﬁsai m—Z )% £ (u(s))ds
= *”0 Z/ K/ t—s) fJ ds—i/K){i(t—s)*fi](u(s))ds
= K () /mrﬂ*ﬂu»
= Lw/(r)
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asi tenemos,

v(t) =K/ (t — 1) % v(tp) — Xn:/ttK){i(t—s) *fl.j(u(s))ds H<t<t<T

i=1

Afirmacion 5.1.2.

O=n<nb<t<T

C
Hijx,»(f)Hz < ——||uol|,
ViEi—1

En efecto,

n

vy, (1) =K} (t ) *v(ty) — Z Kf;(t—s)*]‘ini(u(s))ds

=170

luego
Vi (1) = KL (1 = 12) % v, (12) Z Kfr—s VoS u(s))ds
entonces
. 1 ‘ :
s ), < =) I a2, + X [ =9, 47, )]
i=1/n
acotemos: fijxjxi (u(s)) H2

Ji-jxjxl.(u(w)) = a—)cj(a—m(u(x,S)))

k=1
- i ‘fl] u\x,s l/lk X, 8
_ ,;ax,<auk( () -1 >>
m m a2flj fij
- ¥ [(l):l 2 axk<u<x,s>>ui,<x,s>> (5.9) + 20 ) (9

entonces
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agE

m 2 ¢ J
[(Z ailgxk (x S)> o (x5) +%( (x, S))”fjx (x, S)] '

'2:(
'§<

P
I

—_

—_

aZf]
&ﬂ&xk

LI

IA
(ngE

i, (x,S)Hu’;,-(x,S)!> +

’uI;jxi (X, S)’]

~
I

—_
=

IN
M§

(e, 9)] 1 (x,9)1) +M\u§,xi<x7s>\]

~
I
—_

i 9| Y. (I ()]
=1

m
i 9] (z ru§i<x,s>|) Ml 59|
k=1
Mm2 ||uxj (S) Hoo |uxi ()C, S)| -|—Mm|uxjxi (X7S)|

M2 (a5 i (5] it (3:5)1 )

m
+M Z |u§jxi(x,S)|
k=1

A
EMs

IA

IN

IN

luego
. 2 2
]cijiji(u(x, s)) < M*m? (H”xj (S)Hoo |uy, (x,5)] + |Miji(x7 s)|)
< 220 ([ ()2 by () 2+ e ) 2
. 2
F )| < 222 ([ (5)]12 Mot ()13 + [ (911
asi
F o[, < 2020 ([l ()] e ()1 + [y )]
C? C
< 2 (S fuoly +
272 C2
< 2 (S luolly + -

IN

_ C — 2MPm?C?
Clluoll, | 1+ ,  C=max " omPm?
VS —1 15}
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luego

sl < il o+ 5 [ =9l 7 69 s
< C 1+ Va
< S Telul+ ¥ [l ( +M) ;
C RHud\ RCC

= Vi—t * Z/ L/t—s \/t—s\/s—tz]ds
CC

= \/t—t+(: L/t—s \/t—s\/s—tz]ds
fi+ng[¢t_—t+cﬂ

< H[C+n§(r—t2)+nCCﬂ\/t—t2}

< t(itz[C‘f‘nCT‘i‘l’lCCﬂ:\/T}

< e (enlTnfCaVT <l

por tanto tenemos
IDE £y ()|, < % ol =2, <t<T

(iii)) De manera inductiva tenemos que

oo —ll

IDF£E) ()l < M=

ol =q,q=1,....,p, 1, <t <T
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Lema 5.1.2. Asumamos que f; € CP(B,(ii)) y que D es una matriz diagonal definida positiva.
Entonces dados s < r existe un T > 0 tal que, si (ug — i) € L”(IR") N L?>(IR") con |lug — 1., <
s < r, entonces el problema (1.1) tiene una dnica solucién definida en IR” x [0, T]. Mas atin, u

satisface las siguientes propiedades:
a) |u(-,t)—all,<r0<:t<T
b) u; y Au son localmente Holder continuos en IR” x (0,7)
¢) lim u(-,¢) = u, en L*(R")
=07
d) u(-,t)—ucHP(R"), 0<t<T

e) |u(-,T) —itll go(rry < Cr [|uo — 1l

Demostracion.  Utilizaremos el teorema del punto fijo para demostrar la existencia de una

funcioén que satisface la ecuacion (5.2). Asi teniendo en cuenta el conjunto Gt por:

Gr :={u:[0,T] — L”(IR") : ||u(-,t) —ul|, <r,0<t<T}
y el operador £ sobre Gr por:
, . .onoer .
£(u)(e) = K (1) vuf— Y /O Ki(t—s)%f/(u(s))ds ueGr
i=1
entonces bajo estas hipétesis tenemos por el Lema 5.1.1
a) £ aplica Gt en si mismo, esto es £(G7) C Gr
b) £ es una contraccién en Gy con la topologia de L= (IR")

Le)
£ZGT — Gr

u — £(u)

ademas

[£(u) —£(v)]|., < K[| —]]..
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Entonces para aplicar el teorema 2.3.1 del punto fijo solo faltaria demostrar que Gt es cerrado.

Afirmacion 5.1.3.
Gr:={u:[0,T] — L(R") : |Ju(-,t) —ull, <rn0<t<T}
es cerrado con la topologia de L= (IR")

En efecto:
Sea u € Gr entonces 3 (uy)neN C Gr/ uy — u € L*(IR")
ie)

Ve>03d n. €IN/ n>no=||u,—ul|,, <&

como u, € Gr Vn e N = |lu, —il|, <r

Entonces por la desigualdad triangular

cuando € — 0

lu—all, <r

asi u € G entonces Gr C Gr
por tanto G es cerrado.
ahora tenemos del teorema del punto fijo 2.3.1 que

' u eGr | £u")=u*
donde u* es obtenida como el limite en L*(IR") de la sucesién {ul } definidapor u’=uy y

ul+1 :£(u1).
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Del lema (5.1.1) parte (c) fijemos 6 >0 tal que t, < 0 <t

_ﬁH < Clluo—all
— Y
2 /0 —14

En nuestro caso p = min{k € Z: k> 5+ 1}, obtenemos p>75+1y p—1<5+1,es decir:

1y, <O0<t<T (5.4)

1<p—g§2
aplicando el teorema 2.3.9, considerando k =1 y g = 2 se tiene:
WP2(IR") — C*(IR") (5.5)
donde:
a) 0<A<p—-35—-1, si p—5—-1<1

b) 0<A <1, sip—5—1=1(nespar)

De (2):
! < D (u')(- T
Z0) I Comé,,‘ 60|, re.T]
CoC
< ————|uw—il,, r€0,T]
3—l‘0

Luego ufci es holder continuo en x con exponente A

Afirmacion 5.1.4. uii es Holder continua en t

Definamos la ecuacion recursiva:

n
ui“ — DAl = — Zf,-(ul)xi
i=1

Derivando respecto a x;, obtenemos

/ — p—
ul{xk - DAu)le j (ul l)uii l)xk

|
—~

N
I
—_

/"

=1y, -1 [-1 Lo 1=1y, 11
(l/l )uxk uxi +f‘l(u )ux;xk)

I
|
—~

~
—
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Entonces

ANY) o - 2
U () < (IDAU ( !+Z!fl oty (1) \+Z\ﬁ it (1))

< c<|DAuik<r>|2+Z\f!’(uH<r>>|2|ui,:1<r>|2|u |2+Zm L) Pl (0))
i=1
b0 < e A n|DAuik<r>Fdx+i A ) Pl )Pl 0P+
l l 2
1 xxk d
; | )Pl )P
2
< Dﬁl H +CMZZHuxl M |u H +CMzZ xxk H2
1 1 _
S C(5—tq+5(5—tq))||uo_u”2

1 1
N ETR

Sean§ <t <{ <T y del teorema (2.3.7)

)*[lug |5 < +oo, 1€ (8,T)

" / 1 " /
! ! ! 1
ot i) = e [ )~ o )y +g0)
1
— ol Ber) /“/, u]xty, Ydtdy+g(r), tal que g(r) — 0
" ! l
! !
R R e / / il ()l + g7
1 l
< — vol (B(x,r 1/2/ uil (y,0)d 2a1 +|g(r
< ))/< (Bler) ([l )Py P+ )
5 sup ”th .,
r+
- (vol 1/2/ l8(r)
< n/2|r —r\+|g<>r
C I1—_n_ " r_2 . " Iy _2
< a—\t —t | T2 4|t —t |2, considerando r=(t —t )2
n

1
n+2

IN

C " /
(4D =1 =
Oy

Afirmacién 5.1.5. u;’ _es Holder continua en IR" x (8,7)
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Demostracion.

non o non nor nor l

[ l l r
ujl () —ujt (6,0)] < fuft (esr) =gl (o) [Flugl (6, 0) =gl (0,1
< Clf =i M4y —x |}
" n / !/
< Cl(x 1) = (x, )", A =max{A, A}

Afirmacion 5.1.6. ufc;x,- es uniformemente Holder continuo en IR"” x (8,7)

Prueba,
u es obtenido como el limite en L= (IR") de la susecién {u'} definida por u® = u, y u' = £(u!~1)

Usaremos el teorema 2.3.10 aplicando al sistema:

ul — DA = —i:Zn:lf,-(ul_l 56
W(x,8) = £u")(6)
e Para/ =1 consideremos u, =0
—DAu! = 0 5.7)

u'(x,8) = £(0)()

El sistema (5.7) tiene una solucién u' de clase H( o ’éﬁ) con [* = A, esto es por el te-
orema 2.3.10, pues 0 € H(Iﬁnz )y £(u’)(8) € H(I;Rf,? Pues £(0)(8) = (K*ug)(8) €

C?(IR") debido aesto |K(S )*Moll +2 es finito. En efecto,

Como u,,; es uniformemente Holder continua con exponente / *

!

[K(6) = ”0]xixj- (x) —[K(8) * MO]xixj (x)]

e —x|"

/n| x,(Z 5)||u0xj(x_Z) Uox; (x _Z)|dz

=]

IN

< C/ K (2, 8)|dz

IN

\/3
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Luego

Dl*+2[K(6) * uo](x) —Di*+2[K(5) * uo]

r+2 *
KOsl = [l;ﬂlegljR"{ e —x'|"
[I*+2] .
+max|[K(8) « o] |+ Y, (L max |DIK(8) xuo] )
=T
< ol e+ 5 ]
— Up oo — ||Up||oo < I|[Uo ||
— \/g o \/g o 5 o
Por tanto £(u,)(8) € HgRtﬁ y las hipétesis del teorema 2.3.10 son satisfechas.
. 42,541 |

Ahora supongamos que ©#*~! es de clase H(l ) con (con I* = Ay). Luego u*~! es

R"x[8,T]
continua y tienen derivadas continuas de la forma D,’Df para 2r+|B| <I*+2 y con

at ](QITH) < C, para algin C constante

Como [*+2 = A +2 = [I" +2] =2 se sigue que

|DE U (x,1) — D¢t (x 1)

<C
e — x|

sup
(x.),(x 1)€0r
|x—x/|<80
|| <2

DEu (x,1) = D¢t (x, 1))
=21

sup <C
(x,t),(x,tl)GQT
|z—z/\<60
la|<2

Por tanto D%u*~! son uniformemente Holder continuas en x y en ¢. De la misma manera

como se probo en la afirmacién 5.1.5 se sigue que D%uf~! es uniformemente Holder

JFf
continua en IR” x [0, 7], ademas f € CP, por tanto a—fl(uk_]) € C(R" x [0,T])
X

Debido a esto vamos a tener que

i k-1 I
8_x,-(u ) € H(IR”><[5,T]) (5.8)

£0k1)(8) € Hi?

k- 25
Entonces por el teorema 2.3.10, tenemos u"* € H(]R,,X[&T]).
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df;
ox;

formemente Holder continuas.

k ok

Como las acotaciones de ——(uk~1) y £(u¥=1)(8) son uniformes entonces Au¥, Uy, Uy SON uni-

Por el teorema de Arzela-Ascoli {ut}, {Auf} son pre compactos en IR” x [§,T] esto es nos
. k; ‘ . .
da una subsucesién {uy'}, {Au*/} que converge uniformemente a u,,, Au sobre subconjuntos

compactos de IR" x [§,T] de ahi uki — u, Aubi — Au
9fz 9fz
= DAL — [ u, = DA
( + Z 8xl )) ( et Z (9x,
converge uniformemente en compactos de IR"” x [0,7]. Como § es arbitrario se sigue que

Ak, uﬁi, uk convergen a Au, u,, u, en conjuntos compactos de IR” x (0, T) siendo localmente

Holder continuos en IR"” x (0,7)

De (5.4) por un corolario del Teorema de Kakutani 2.3.11, existe v € L?(IR") tal que
D%y e L*(R") y D%t —~ D% en L>(R") (|at| < p)
Debido a que ui — u,, Aul = Au, Uy, — Uy;, entonces v =u y por (5.4) obtenemos:
1D% () ~dll, < 1 o —dlly, (o] < p)
es decir, u(-,t)—u € HP(IR"),0<t <T. De (5.4)tomandot =Ty [ — oo, tenemos:

Ju(-,1) — b_tHHp(an) < Ct |Juo — |,

5.2 Existencia y unicidad de la solucion global

Definicion 5.2.1. Las funciones o : B, (i) =Ry B = (B1, - ,Bn) : B-(it) — R" forman un par

de flujo de entropia-entropia para el sistema (1.1) si, para cadai=1,--- ,ny u € B.(i1),
ot(u)' f; () = 7 Bi(ue) (59)
la entropia o siempre se asumird que satisface
Slu—il> < a(u) <8 Yu—a*, ueB. (i) (5.10)
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para alguna constante positiva 0. Finalmente, o se dice que es consistente con la matriz D si
t "
w'Da (u)w >0 (5.11)
satisface para todo u € B,(i1) y w € R"

Lema 5.2.1. Asumir que existe un par de flujo de entropia (o, 3) para el sistema (1.1) sa-
tisfaciendo (5.9)-(5.11), y que D es una matriz diagonal positiva constante. Entonces existe
una constante C; > 1 dependiendo solo de las propiedades de o y f en B, (i) tal que, si u es

cualquier solucién de (1.1) en R”" x [0,] satisfaciendo (a)-(d) del Lema (5.1.2), entonces
lu-t) —ally < Calluo —all,,  0<r<t.

Prueba,
Sin pérdida de generalidad tomemos, f;(i7) =0,i=1,---,n

Multiplicando en (1.1) a la izquierda por 7 &' (u), obtenemos

v ( ia—f ) = o/ (u)DAu
(af HrZVOC Vfi (Wi, = 7o (u)DAu

+§<ﬁ<u>>xi -

l(va’ (u)Duy,)x, — Zn;(Da (u)uy,) uy,

-

~

Integrando sobre IR" x [z,,7]:

/ / dxdt+lzi / / )y )dxdt = Ii‘i / / (va! (u)Duy, ) dxdt
—ii]//(Doc”(u)uxi)’uxidxdt

/ (@) — Hag)dx = =) / / - ﬂ(Da"(u)ux,-)’ux,»dxdf
i x[to,
0

/]Rn Fu(r,)) 4%

IN

—
=
R
2
&
IA



De (5.10):
- 1 _
O [lue(-,7) = tll oy < 5 - to) =l 2 gy
Por el lema (5.1.2) parte (c) t, — 0T

Vi € (0,7), [Jul-1) =it ey < 82 ltto — il 2y

Para la prueba del siguiente Lema que permitird garantizar la existencia global de una so-

lucién usaremos la desigualdad de Sobolev

[V]oor? < C3 V[l -1 (R < C3|V ]| (m7) (5.12)

Lema 5.2.2. Asumir que f esta en CP(B,(i1)) (p definido en (5.1)), que D es una matriz
diagonal positiva constante, y que el sistema (1.1) admite un par de flujo de entropia (o, f3)
para el sistema (1.1) satisfaciendo (5.9)-(5.11). Sea C;,C>, y C3 dadas como en el Lema

5.1.2, Lema 5.2.1 y (5.12), respectivamente. Entonces si ug € L> NL*, |jug —iil|., < s <

ry CiCyCs |lug —iil|, < s el problema de Cauchy (1.1) tiene una tnica solucién global.

Prueba,
Vamos asumir que it = 0 en la prueba. Dado T del lema (5.1.1) y tomando 7T, = kT, k=1,2,---

Probaremos por induccién en K que existe una solucién para 0 <t < Tj y satisface

(@) u(0)lle<r, 0<1<T

(bx) Ml T o (rry < C1C2 16l

o k=1

Por los item (a) y (e) del lema (5.1.2) se tiene que existe una solucién de (1.1) en (0,7)

(a1) u(-t) =i, <r, 0<t<T

(1) Nl T) = all g ey < Cilluo — il
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e Asumamos que se satisfacen (ay), (by) para alguna solucién u de (1.1). De (5.13) (Desi-

gualdad de Sobolev) se tiene:

(-, Ti)lloo < CalluCs Tl gp1 ey < Ca [l Ti) ll o (e

< GGG o,

Como C1CoC3 ||u,||, <'s, setiene que ||u(-,Tx) ||, < 7
Ademds u(-,T;) € L*>(IR"), por el lema (5.1.2) entonces aplicamos el nuevo tiempo inicial

T}, probaremos que la solucion puede extenderse al tiempo 7 1, luego:
(s T ) o ey < Co llu(, Tl
Y del lema (5.2.1) obtenemos:
(-, Ti)ll2 < Caluoll
Luego, [[u(:, Ti+1)| pp(rry < C1C2 [|uol|,. Por tanto, se verifica para (ax+1) y (br+1)

Teorema 5.2.1. Asumiendo que f esta en CP(B,(i1)) (p definido en (5.1)) y que el sistema
(1.1) admite un par de flujo de entropia-entropia (o, ) satisfaciendo (5.9)-(5.11). Sea D una

matriz diagonalizable con autovalores positivos, es decir
P~ 'DP = A =diag(d,,--- ,dy) >0,

Y asumamos que

AP'a (u)P >0, u € B,(i1).

Entonces el problema de Cauchy (1.1) tiene una solucién global siempre que

-
o — 1] <~
? P[P~

y que ||u, — i||» suficientemente pequeiio.

Prueba,

Sea P lu=v, - u=Py
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E+;a_yci(”) = DAu

—+P—1ia—ﬁ(u)] = DPAv
v,+Z(gi(v))xl. = P 'DPAv

Por tanto, obetenemos el sistema:

09:
l

v(x,0) = v,

(v) = AAv

Donde: v, = P_lu(,, qi = P_lf,-(Pv), gi € C? en el conjunto

{v: v—P | < L}
1]l

(5.13)

Denotamos las funciones: A(v) = a(Pv), B(v) = B(Pv). Se verifica que satisfacen (5.9)-(5.11).

VA(v) = va(Pv)P

Luego:

VAWV)gi(v) = va

Como (a, B) satisfacen (5.10), existe § > 0 tal que

6]u—ﬁ]2§a(u)§é|u—ﬁ|2
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Sabiendo que: u = Pv € B,(ii), v € B,, () ,ro = 51,7 = P~ 'ii, luego:

1P]

S|P(v—P la))? < a(Pv) < %|P<M—P_]I/_t)|2

5’V—P_1I/_l|2 1 2 1-12
— < aPy)< =||P —P '
RS (Pv) < SIIP7[u il
Tomando
< 5 PP
d = min —
{IIP‘1||2’ o
Por tanto
= 1
Slv—72 <A(v) < §|v—\7|2
Finalmente,

"

AA"(v) = AP'a’ (PV)P >0

wAA" (V)w >0, Yw € B, (9), w € R™

Como se satisfacen las hipétesis del lema (5.2.2), entonces existe una solucién global para

(5.13), lo cual implica una solucién global para (1.1).

5.3 Aplicacion

Mostraremos la aplicacion del resultado obtenido en el teorema 5.2.1 para los siguientes

sistemas que modelan el flujo de fluidos compresibles.

pr +div(pu) =0

(pui); +div(pui+Pe;) = 0
(pS): +div(pSu) =0

( pr +div(pu) =0
(pu;); +div(puj+Pe;)) = 0

\ (PE);+div(pEu+pu) = 0

Donde:
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e p=densidad, u = (uy,---,u,)=velocidad
e P=presion, S=entropia, E=energia

Asumiendo P suave, P(p,S), (Vp > 0,[P, > 0])
En (5.15) P=(p,e), E=e¢+ @, este sistema puede ser deducido de (5.14) y la relacién
fundamental entre e,S 'y p.

Consideremos el siguiente sistema:

5. 9f
U,+Zaf’(U) = IAU

& Ox; (5.16)
U(x,0) = U
donde:
p pui pus pu3 0
pui pui +P pusi pusi 0
U=| pu |- fi=| puwur |.2=| p3+P |, =] pusua |.fa=| 0 |.f5=
pu3 puius pusu3 puz+P 0
pS puS pusS puzS 0
0
0
0 | Dado (p,ii,S), con p >0, i =0, S = 0 (sin perdida de generalidad).
0
0
Definimos las funciones (@, ) candidatos para ser los flujos de entropia del sistema (5.14).
a(p,u,S)z%u’erp/ppP(G;_—Sz)_PdG%—CpSz (5.17)
Bi(p,u,S) = m”TF”’#pui/pp %dc—i—CpuiSz. (5.18)

donde: P = P(p,S), y C es una constante positiva que va ser escogida después.

Mostraremos que:

vaf, =B (5.19)
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Las derivadas se entienden son con respecto a (p, pu, pS). Para facilitar el célculo, sea:

w=(p,u,S) y z=(p,pu, pS).

(5.19) es equivalente a:

da\' dw dfi  (dB)’
(%) &= () (520

Verifiquemos (5.20):

L —P P —P
p

2 o2

do pi

o= pity (5.21)
pus

PP
—d 2
p/l3 ;) o+2CpS

— 2 3 4% i .
Como w = (zl,ZI,Z],Zl,m), se sigue que:

i—% % 0 0 O w19 0 o
dw : PP
T3 o0 L oo o= i 1
o 30 3 20 Lo 0 (5.22)
Z 1 u 1
—Z% 0 0 o 0 —53 0 0 o 0
1 _S 1
_—i—joooa__pOOO,,_
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dw !
dz

o O o -

Por otro lado,

dfi _
dz

Luego,

dw dfi)’
dz dz

(&)

- B p o = _
s s | [T e M
p p p 5 o
; 0 0 pui
’l) 0 0 pus
! ’% 0 pus
1 P P
00 5 i p/l3 —3d0+20pS
P P(c,S)—P P(p.S)— P pp -
+/ ( 72) dow-L_S/ Pdo—cs
P ° p p O
uj
up
u3
PP
/ —dc +2CS
p O _
Ui P 0O 0 0
u+P, 2041 0 0 P
wuy - puy puy 00 (5.23)
uiusz pus 0 pu; O
s pS 0 0 pu
[ u1|u|2 pP—P _p 5 -1
2 +u1/- o2 do +u +u1 Py +Cuy S
p

(

PP—P )
p§2+6u%+6/ = do +(P—P)+CpS?
p

dpy
dw

|

PP
”1PSPM1/_ —3d0+2CpurS
p
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Los célculos para B, y B3 son similares. Esto prueba que se cumple ((5.9)).

2

Ahora calculemos la matriz Hesiana Tz en

2 (8,0,0):

Po [ d (@ do)] dw
dz2  |dw\ dz dw )| dz
L[ (et ] dw
 ldw \ dw dz dz
Luego,
QLY —uy —up —u3
pp?
0 1 0 0
A [(da) dw] _
dw |[\aw ) dz| — 0 0 I 0
0 0 0 1
P
= 0 0 0
i p
Reemplazando obtenemos,
B Pp PS 7] r
= 00 0 =
p p 1 0
0 100 0 0o 1
d*o P
d_z2(p,0,0) = 0O 01 0 O 00
0O 001 O 00
P
ES 0002 | |00
[ Py(p,0 Ps(p
p p
1
0 5 0 0 0
_ 1
= 0 0 5 0 0
0 0 0 Il) 0
i p2 p
2
Como p y Py (p,0) son positivos y C positivo, e
b4

P
—do — 2CS

o) s

P
SSie+2c

e

S O v= O O
S D= O O O
o O o O

)=
L

(5.24)

(5.25)

es definida positiva en z = 0 y por lo tanto

en una vecindad de 0. La hipotesis 5.11 esta satisfecha si D es diagonalizable y suficientemente
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cerca a un multiplo de la matriz identidad, en efecto

. [P Ps |l . -
12000 3
X1 p p X1
X2 0 % 0 0 0 X2
wDaw = | x 0 010 0 X3
X4 0 00 5 0 X4
P
Xs S 000 X Xs
L i p2 p L i
Pox? x3 x5 x2 2P 2C
= P T2 T T T s
p P P P P p
1 X2 8Pt 2C
> —(F+x5+x3)— L5554 T2
p? 4 p> o p
1 2C 8P?
> 5(% +25 3+ + (= - ﬁ—gg)x%
> efwl’
2
Considerando: & = min{%, (% — E%S)}, para C suficientemente grande.

do .
Ademids o y T se anula en z = 0. por lo tanto se sigue que:
Z

8z <o <87

para algin 6 > 0y para z en una vecindad de 0, asi se cumple (5.10).

Tenemos probado que el par de flujo de entropia- entropia (o, 3) satisfacen las condiciones

(5.9)-(5.11).
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CAPITULO VI

DISCUSIONES

e En el sistema parabdlico que estudiamos se consideré a D como una matriz constante po-
sitiva y diagonalizable, seria interesante analizar los resultados para una matriz D cuyos

valores sean dependientes de la variable espacial x.

e Para garantizar la existencia y unicidad de la solucién global suave fue necesario consi-
derar que el sistema parabdlico admita un par de flujo de entropia (e, ), satisfaciendo

las ecuaciones (5.9),(5.10), (5.11).

e Hemos considerado en este trabajo soluciones suaves en el sentido de la definicién dada
en el capitulo 2, por lo que seria interesante analizar las soluciones suaves en otro sentido

topoldgico como por ejemplo soluciones discontinuas o soluciones débiles.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES

Hemos propuesto una metodologia con enfoque inductivo deductivo para demostrar la exis-
tencia y unicidad de soluciones suaves de un sistema parabdlico en IR"”, hemos hecho incapié
en demostrar exaustivamente cada lema y teorema que nos hemos planteado en la investigacion
con el fin de aplicar estos resultados a las ecuaciones de flujo de fluidos compresibles, hemos
definido el problema de condicién inicial sobre el espacio normado L™ y L? bajo esta hipétesis
se demostro, segun el Lema (5.1.1) y (5.1.2), la existencia y unicidad de solucidn local suave.
Esta solucion se extendié de local a global considerando que el sistema parabolico (1.1) ad-
mite un par de flujo de entropia (o, ) satisfaciendo las ecuaciones (5.9), (5.10), (5.11), para
garantizar la solucion global se demostraron los Lemas (5.2.1), (5.2.2) y el Teorema (5.2.1).
Finalmente se mostrd la aplicacién para un sistema parabdlico que modela el flujo de fluidos
compresibles en el cual se verifico detalladamente que satisfaga las hipétesis del teorema (5.2.1)

para garantizar la existencia y unicidad dela solucion globlal suave.
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CAPITULO VIII

RECOMENDACIONES

1. La finalidad de esta investigacion es que pueda ser una guia importante para profundizar
el estudio de las EDP del tipo parabdlico y asi los estudiantes tengan el interes por incli-

narse a esta linea de investigacion.

2. Para una mejor comprension de la metodologia que se sigui6 para poder garantizar la
existencia y unicidad global de una solucién suave del problema estudiado en la investi-

gacion, se recomienda leer la referencia [S] y [6].

3. Enelestudio de esta investigacion se reviso con mas frecuencia los libros [1], [9], [15] y [14]
para abarcar los puntos importantes y necesarios para el estudio del sistema parabdlico
(1.1) que se analizd, por lo cual es recomendable la lectura de los mismos para su mejor

comprension.
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ANEXOS

ANEXO 1: Matriz de Consistencia
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