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II. RESUMEN Y ABSTRACT

Mi ihvestigacién tiene por objetivo analizar la organizacién matematica que se
presenta en la organizacion didactica del Teorema de Lagrange en textos de
Matemética III para la carrera de Ingenieria de Alimentos y su impacto en la
comprension del estudiante de Matematica I11. Asi esta investigacion responde a la
siguiente pregunta: ;La Organizacion Matemdtica que se presenta en la
organizacion didactica del Teorema de Lagrange en textos de Matematica III es
adecuada para el aprendizajs de esa nocion matematica para la carrera de Ingenieria

de Alimentos?

Para responder a nuestra pregunta, desarrollamos una metodologia mixta. Segin
Naupas et al (2013) este es un tipo de investigacién que iﬁtegra sistematicamente
los métodos de la investigacién cuantitativa y cualitative con la finalidad de obtener
una mirada mas completa del objeto de estudio. Para los autores, el fundamento
filos6fico de la investigacién mixta es el pragmatismo, porque este tipo de estudio
estd interesado en buscar soluciones précticas -y trabajables para realizar la

investigacién en un procesc de complementacion.

Finalmente, verificamos que la did4ctica del contenido del Teorema de Lagrange
en los libros de matemética I1I depende de su Organizacién Matematica desde la
postura de la Teoria Antropolégica de lo Didéctico ¥ que la comprensién del
estudiante del Teorema de Lagrange depende de la organizacién matemética de los
textos de Matematica III utilizados. Luego, mostramos algunos resultados y

consideraciones finales.

Palabras clave: Teorema del Multiplicador de Lagrange, funciones de varias

variables, Teoria Antropolégica de lo Didéctico.



ABSTRACT

My research aims to analyze the mathematical organization that is presented in the
didactic organization of the Lagrange Theorem in Mathematics III texts for the
Food Engineering career and its impact on the student's understandmg of
Mathematics III. So, this research answers the following question: Does the
Mathematical Organization that is presented in the didactic orgaﬁization of the
Lagrange Theorem in Mathematics III texts is suitable for learning that
mathematical notion for the Food Engineering career?

To answer our question, we developed a mixed methodology. According to Naupas
et al (2013) this is a type of research that systematically integrates the methods of
quantitative and qualitative research in order to obtain a more complete view of the
object of study. For the authors, the philosophical foundation of mixed research is
pragmatism because this type of study is interested in finding practical and
workable solutions to carry out research in a process of complementation.

Finally, we verify that the didactic content of the Lagrange Theorem in the
mathematics books IIl depends on its Mathematical Organization from the
standpoint of the Anthropological Theory of the Didactic and that the student's
understanding of the Lagrange Theorem depends on the mathematical organization
of the Mathematics III texts used. Then, we show some results and final
considerations.

Keywords: Lagrange Multiplier Theorem, functions of several wvariables,

Anthropological Theory of the Didactic.



III. INTRODUCCION

El trabajo que presento a continuacién describe y analiza la organizacion
matematica (OM) movilizada en torno al Teorema de Lagrahge de funciones de dos
variables reales en dos textos universitarios desde la perspectiva de la Teoria
Antropolégica de lo Didéactico (TAD) y su impacto en la comprension del
estudiante de Matemaética III.

3.1 La exposicién del problema de la investigacion

El escenario mundial destaca la ensefianza de la Ingenieria direccionada al uso
intensivo de la ciencia y la tecnologia y en la formacion de profesionales altamente
calificados. Ademas, esta ensefianza esta relacionada a la capacidad de coordinar
informaciones, interactuar con las personas, interpretar de manera dinidmica la

realidad, no limitdndose a resolver problermas de naturaleza exclusivamente técnica.

En relacién al perfil del futuro ingeniero, las Directrices Curriculares para los cursos
de Ingenieria, particularmente Ingenieria Pesquera y de Alimentos, establecen que
dicho perfil comprende una sélida formacion técnica, cientifica y profesional que
los vuelvan capaces de captar y desenvolver nuevas tecnologias, estimulando su

actuacion critica y creativa en la identificacion y resolucién de problemas.

Por tanto, se hace necesario una formacion académica y profesional fundamentada
en torno de disciplinas matemadticas, cientificas y tecnolégicas asociadas a los
aspectos sociales, politicos, econémicos y ambientales considerados en la

formacion de este profesional.

Asi, segin Cury (2001), se destacan como competencias y habilidades deseadas,
“aplicar conocimientos matematicos, cientificos, tecnoldgicos e instrumentales a la
ingenieria; proyectar y conducir experimentos e interpretar resultados; iaentiﬁca:,
formular y resolver problemas de Ingenieria; comunicarse eficientemente en las
formas escrita, oral y gréfica; actuar en equipos multidisciplinarios; evaluar el

impacto de las actividades de Ingenieria en el contexto social y ambiental” (p.2)



En relacién a la estructura de la especialidad de ingenieria, Iamac (2011) afirma que
cada facultad debe elaborar un proyecto que contemple el perfil deseado del
egresado y el desarrollo de competencias y habilidades esperadas, enfatizando la
interdisciplinaridad inherente a la ingenierfa. En lo que respecta a los Contenidos
Curriculares presentes en las Directrices, la autora asevera que las areas del
conocimiento son agrupadas entorno de un micleo de contenidos basicos, un nicleo
de contenidos profesionales y un nicleo de contenidos especificos que caracterizan
a cada una de las ingenierias. En la Facultad de Ingenieria Pesquera y de Alimentos,
por gjemplo, en la Escuela de Ingenieria de Alimentos, las 4reas del conocimiento
estan agrupadas por areas: Matematica, Ciencias Basicas, Ciencias de Ingenieria,
Ciencias de Alimentos, Ingenieria de Alimentos, Tecnologia de Alimentos y

Estudios Complementarios.

Ademas, Cury (2001) afirma que si el futuro ingeniero debe aplicar conocimientos
matematicos cientificos y tecnoldgicos, trabajar en equipos multidisciplinarios y
evaluar el impacto de sus actividades en el contexto social y ambiental, todos los
cursos de la curricula deberian enfocarse en esas exigencias. Asi, “no se puede
pensar mas, en trabajar el Calculo, el Algebra Lineal, la Geometria Analitica, las
Ecuaciones Diferenciales, etc., de forma fraccionada como si los contenidos
pudiesen quedar guardados en la mente del alumno esperando la hora en que algiin

otro curso los necesite” (Cury, 2001, p.5).

En ese senti'do, la contextualizacién se hace necesaria para las posibles soluciones
cientificas y tecnoldgicas, principalmente en los paises en desarrollo, conforme
apuntan las reformas curriculares, lamac (2011). Por esé, de acuerdo con la autora,
cabe a la Universidad buscar la integracion entre diveréas dreas que componen los
ciclos basicos, profesional y especifico de una graduacién con el perfil del

ingeniero, garantizando, de esta manera, la calidad en la ensefianza universitaria.

Conforme hemos indicado, lo importante en el area de Ingenieria son las ciencias.
De esta forma, para Grisales y Gonzales (2009) Io que es realmente trascendental
en la docencia universitaria es el contenido de las ciencias. Por eso, las autoras

afirman que “el contenido se ensefia de una forma sabia y erudita, ya que se concibe



al profesor como un vivo repertorio del conocimiento, es decir, como un sabio que
produce el contenido de las ciencias que ensefia” (Grisales y Gonziles, 2009, p. 4).
De ahi que, en la seleccién de los profesores universitarios tenga mayor peso la
formacién como investigadores que como docentes, hecho que las autoras lo
interpretan como que para ensefiar es suficiente con saber y con producir las

ciencias.

Segtn las autoras, esta concepcion lleva a pensar que la practica docente a nivel
superior estd fundamentada en los procesos de ensefianza de los contenidos, los
cuales integran los conocimientos producidos por otros, desconociendo de esta
manera los procesos de aprendizaje de los estudiantes. Por ello, “muchas veces la
practica del profesor universitario es inconsciente, es decir, sin reconocer la
importancia de su rol en el aprendizaje del estudiante, sin un fundamento didactico
que respalde su préctica docente y la imitacioén de lo que hicieron sus profesores
cuando él fue estudiante universitario. .... Pensar que el contenido de las ciencias
prima sobre el método con el cual se ha construido, porque los profesores no han
creado metddicamente estos conocimientos, es desempefiar la docencia para
reproduccion del saber, en lugar de la construccion del mismo, lo cual lo Ginico que
hace es privilegiar los procesos instructivos, no permitir el desarrollo de
competencias investigativas en los estudiantes, ni aprovechar el caracter formativo

de los contenidos que se imparten, entre otros aspectos” (Grisales y Gonzales, 2009,
p-4).

Las autoras afirman, ademas, que la practica profesional docente, envueive no sélo
un conocimiento cientifico sobre un s_:aber especifico, sino también un conocimiento
en didactica. El hecho de que el pi'ofesor universitario posea conocimientos en
didactica, y los ponga en préctica durante su ej ercicio docente, constituye una forma
de hacer consciente su préctica, lo cual conduce a que Ia seleccion de los contenidos
dentro de su campo de saber siempre esté encaminada por el criterio de la formacion
de los estudiantes. Es aqui donde, segtin Grisales y Gonzales (2009), est4 la esencia
de la didéctica, en reconocer lo que es necesario aprender, para definir lo que se

necesita ensefiar.



En este sentido, Chevallard (1991) afirma que el saber que se va a enseifiar es el
“saber-inicialmente-designado como el que debe ser ensefiado” (p.17), el cual al
momento de ensefiarse sufre un conjunto de cambios didacticos para hacerlo apto
para ser ensefiado. Para €l autor, el saber tal como es enseftado corresponde al saber
ensefiado y es, distinto del saber sabio y del saber que se ha de ensefiar. Es por esto
que el saber que se va a ensefiar y el saber ensefiado exigen del docente universitario
conocimientos en didactica, para seleccionar los contenidos a ensefiar y las formas
de enseiiarlos. “(...), es que no sélo lo transmitido depende de la herramienta con
la que se pretende conseguir su transmision, sino al revés que las organizaciones
“transmisoras”, es decir didacticas, se configuran de manera estrechamente
vinculada a la estructura dada a lo que hay que transmitir. En otros términos, las
organizaciones didécticas, las OD como diré en adelante, dependen fuertemente de
las organizaciones por ensefiar, las OM, si se trata de organizaciones matematicas”
(Chevallard, 2001, p. 2).

Por otro lado, en base a estudios realizados en educacion mateméticé con respecto
a la enseflanza y aprendizaje del Calculo Diferencial de funciones de varias
variables reales, se ha mostrado que los estudiantes presentan algunos problemas
en su aprendizaje como, por ejemplo, la relacién entre las variables, la
identificacién del dominio de una funcién de dos variables, la representacion
gréafica y la conversion entre las representaciones propias al estudio de las funciones

de dos variables, las derivadas parciales, etc.

Visto que, es un problema del profesor universitario reconocer lo que es necesario
aprender para definir lo que se necesita ensefiar en el momento de preparar su curso
y los problemas para el aprendizaje, en particular, del Teoréma de Lagrange,
pensamos que esos problemas podrian estar vinculados a la forma como se abordan
en la ensefianza, mas aun, si en los textos de Cidlculo en varias variables,
especificamente en dos textos usados en el curso de Matematica III, se omiten
algunas concepciones de ese objeto matemético y, también, si la organizacién

matematica no guarda relacién con éstas.
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El uso del Teorema de Lagrange en problemas de cptimizacion es frecuente
ademas, esa nocién permite resolver problemas no sélo de matemadtica, sino de otras
areas como la fisica, la quirrica, biologia, la ingenieric y otras. Por lo expuesto
anteriorménte me pregunto: ;La Organizacion Matemética que se presenta en la
organizacion didactica del Teorema de Lagrange en textos de Matematica III es
adecuada para el aprendizaje de esa nocion matemaética para la carrera de Ingenieria

de Alimentos?

Para responder a esta pregunta me planteo el siguiente objetivo: Analizar la
organizacién matemadtica que se presenta en la organizacion didactica del Teorema
de Lagrange en textos de Matzmatica III para la carrera de Ingenieria de Alimentos

y su impacto en la comprensidn del estudiante de Matematica III.
3.2 La importancia y la justificacién de la investigacin.

El contexto actual de nuestra sociedad demanda una educacién de calidad. Lo cual
envuelve, principalmente, a aquellos que se desempeficn en el dmbito educativo,
particularmente a nivel universitario. Sin embargo, la realidad me muestra que
existen problemas en el dominio de conceptos matematicos basicos y
fundamentales. Tales problemas podrian empeorar si los textos de consulta

empleados en las aulas presentan limitaciones especialmente de tipo conceptual.

El texto se ha vuelto un objetc de estudio y de debate en las comunidades cientificas,
en busca de su legitimacién en la universidad. En la misma linea, Gonzales (2014)
afirma que “en los textos 10 solamente se plasman conceptos, sino también
obstaculos, procesos y limitaciones que repercuten directamente en la practicas de

ensefianza y aprendizaje de los objetos matematicos” (p. 14).

Todo lo anterior justifica mi interés en describir la organizacion matematica del
Teorema de Lagrange en texcos de Matemética III para la carrera de Ingenieria de
Alimentos de la Universidad Nacional del Callao y evaluar la comprensién del
estudiante del Teorema de Lagrange dependiendo de 1a organizacién matemética

de los textos utilizados.
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Por otro lado, la importancia de la nocion del Teorema de Lagrange es resaltada por
Tromba y Marsden (1991) quienes afirman que a los largo de la historia se han
buscado leyes que describan los fenémenos del mundo fisico. Por ejemplo, “el
principio metafisico de Maupertuis es la suposicion de que la naturaleza siempre
opera con la mayor economia posible. Dicho brevemente, las leyes fisicas son
consecuencia de un principio de “economia de medios”; la naturaleza siempre actia
de tal manera que minimiza alguna cantidad, lo que Maupertuis llama “accion”.
Estas ideas, a menudo llamada principios variacionales, son la piedra angular
filoséfica de buena parte de la fisica matematica y particularmente de la mecénica,

tema central de la fisica, la ingenieria y las matemdticas” (p. 248).

Para los autores entre las caracteristicas geométricas basicas de la representacién

grafica del multiplicador de Lagrange, en la cual la funcién alcanza su valor ptimo.

Ademds, como ya explique anteriormente, esta nociéon matematica se estudia en el
curso de Matemadtica III que pertenece al drea de Matemadtica y establecen
relaciones con los cursos distribuidos entre el curso de Estadistica Aplicada (4rea
Ciencias e Ingenieria) y Metodologia de la Investigacion Cientiﬁca (Area de
Estudios Complementarios). Sin embargo, el curso Matematica III no es distribuido

ni integrado a las dreas de Ciencias de Alimentos e Ingenieria de Alimentos.

Creo que, con el aporte de este trabajo el problema planteado se abre camino a la
solucidn, en tanto se piensa en la traduccion de conocimientos como una manera de
integrar los contenidos del saber y los métodos de ensefianza en las practicas

docentes del profesor universitario y del estudiante.
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IV. MARCO TEORICO

A continuacién presento el referencial tedrico que fundamentara el anélisis de mi

trabajo.

Estos resultados de las investigaciones sirven como antecedentes en mi tema de
investigacion. A continuacién presento el referencial teérico que fundamentard mi
andlisis. La Teoria Antropolégica de lo Didactico, desarrollada por Chevallard
(1999), especificamente las nociones fundamentales y- como puede ser un
instrumento poderoso para el andlisis, por ejemplo, de las practicas docentes.
Explico las nociones de organizaciones praxeoldgicas (organizaciones matemética‘

y didéctica).

Para Almouloud (2007} esta teoria es una contribucién importante para la dildéctica
de la matematica, porque, ademas de ser una evolucién del concepto de
transposicion didéctica, ingresando la didactica en el campo de la antropologia,
focaliza el estudio de las organizaciones praxeolégicas didacticas pensadas para la
enseflanza y el aprendizaje de organizaciones matematicas. Segun el autor, la teoria
antropoldgica de lo didactico (TAD) estudia las condiciones de posibilidad y
funcionamiento de sistemas didacticos, entendidos como relaciones sujeto-

institucién-saber.

“Considerando el modelo propuesto por la TAD, se puede interpretar la
transposicion didactica como una nocién que desarrolla segin Chevallard (1999), a
triple ruptura epistemolégica provocada por la teoria de las situaciones, porque la
nocion de transposicion didactica muestra que el saber matematico (saber cientifico,
ensefiado o a ensefiar) estd en g] centro de toda problematizacion didactica. Por
consiguiente, ese saber jamas puede ser considerado como algo incuestionable”

(Almouloud, 2007, p. 112).

Segln el autor, en la TAD, las nociones de (tipo de) tarea, (tipo de) técnica,
tecnologia. y teorfa permiten modelar las practicas sociales en general y, en
particular, la actividad matematica, basandose en dos postulados: “1, Toda practica

institucional puede ser analizada, bajo diferentes puntos de vista y de diferentes

13



maneras, en un sistema de tareas relativamente bien delineadas. 2. El cumplimierto
de toda tarea ocurre del desenvolvimiento de una téznica” iAlmouloud, 207,
p.114). Para el autor, la palabra técnica es utilizada comno una “manera de hacer”
una tarea, pero no precisamente como un procedimientc estructurado y metédice o

algoritmico.

Para el autar, la relacién institucional que se establece entrz una instituciér. I
(alumno, prefesor) y un objeto (O) depende de las posiciones que ocupan en €sa
institucién ¥ del conjunto de rfareas que esas personas deben cumplir usando
determinadas técnicas. El problema de delimitar tareas, Segt’m el autor, en una
préctica inst'tucional varia de acuerdo con el punto de vista de la institucién en la
cual se desarrolla la practica o de una institucion externa que observa la actividad

para describirla con un objetivo preciso.
Definiciones

En este sentido, en una organizacion praxeoldgica consideremos las siguienzes

definiciones

— el Tipo de tarea denotado por T es identificado si contienz por lo menos tna
tarea t. Tipos de tarea provocan acciones con objetivos bien definidos y son
siempre =xpresados por un verbo. Es por esto que, se hace necesario distinguir

tarea, tipo de tarea y género de tarea.

Segin Chevallard (1999), un género de tarea existe bajo la forma de diferenl:eé

tipos de tarea, cuyo contenido estd bien claro y definido. Por ejemplo, encontrar

es lo qu= se llamard un género de tareas, que pide un determinativo.

Tarea, tipos de tareas y géneros de tareas, para €l autor, no son datos de la
naturaleza, pero si artefactos, obras, construstos institucionales, cuya
reconstruccién en tal institucién es un probleme enteramente objeto de la
didactica.

— La técnica denotada por 8, es una determinada menera de hacer o realizar un

tipo de tarea, T. Una praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene pues, en

principio, una técnica & relativa a T. De esta manera se tiene un “bloque”

14



designado por [T/6], que se denomina bloque prdctico-técnico y que, para el
autor, se identificara como un saber-hacer: un determinado tipo de tareas, T y
una determinada manera, 8, de realizar las tareas de este tipo.

— La tecnologia, denotada por O, es un discurso racional que tiene por finalidad
justificar la técnica & y para garantizar que ésta permita realizar las tareas del
tipo T. La tecnologia permite asegurar que la técnica es correcta, exponer el
porqué es de aquella manera, ademds de posibilitar la produccién de nuevas
maneras de hacer, es decir, nuevas técnicas.

— La cuarta y altima nocién del modelo praxéolé gico es la Teoria, denotada por
0. Segin Chevallard (1999), como el discurso | tecnolégico contiene
afirmaciones, mas o menos explicitas, se hace necesario un nivel superior de
justificacién-explicacion-produccién. Es, en este sentido que la teoria asume,
en relacién con la tecnologia, la funcién que ésta tltima tiene en relacién de la
técnica, es decir, la teorfa tiene el objetivo de justificar y de esclarecer la

tecnologia.

Por lo expuesto, el autor afirma que la tecnologia y la teoria estdn préximas, y no
seria dificil confundirlas. El autor designé de bloque tecnolégico-tedrico al bloco
formado por {©/0]. Asi, Chevallard (1999), citado por Almeida (2014) afirma: “la
organizacion praxeoldgica mas simple propuesta por la TAD, llamada de puntual e
indicada por [T//©/0], es comprendida como la realizacién de tareas (pertenece a
cierto tipo de tarea), por medio de por lo menos una técnica, que es justificada por
una fecnologia; que a su vez, es fundamentada por una feoria. Tal organizacién
praxeoldgica es constituida por dos bloques: bloque préctico-técnico [T/t] y el
bloque tecnoldgico-tedrico [O/0], que caracterizan, respectivamente, el saber-hacer

y el saber” (p. 73).

Esta teoria brinda las herramientas para cumplir mi objetivo, es decir identificar los
tipos de tareas, la técnica y el discurso tecnoldgico-tedrico, que justifican las
técnicas que los autores de los textos a analizar, proponen en su accién para resolver

las tareas presentadas, con estos elementos podria: observar el grado de

15



complejidad de la praxeologia encontrada, describir la organizacion matemaética

que esta propuesta en dichos textos.

16



V. MATERIALES Y METODOS

A continuacién presento el procedimiento metodolégico para la realizacién de

nuestro objetivo.
5.1 Instrumentos utilizados en la investigacion

En primer lugar se buscaron y se recopilaron investigaciones relacionadas con el
Teorema de Lagrange de funciones de varias variables de funciones reales, para ello
me centro en el tratamiento de la informacién: en los tipos de tareas y en las
estrategias de resolucién de problemas de méaximos y minimos; luego se clasificd
las investigaciones de acuerdo al objeto-matemaético-(tratamiento forma, ensefianza
y aprendizaje), a la teoria y a la metodologia; luego defino criterios para realizar el
anélisis de la OM, finalmente se describi¢ y analizo los textos tomando en cuenta
los criterios definidos. Ademas, se elabor6 una prueba para medir el rendimiento
académico de los estudiantes y de esta manera analizar el impacto en la

comprension del estudiante de Matematica II1.
5.2 Poblaciéon y muestra

La poblacion en esta investigacion es definida por todos los textos del silabo del
curso Matematica III para ]a carrera de Ingenieria Pesquera y de Alimentos. Dichos
textos tienen como caracteristica que se dividen segiin el enfoque: formal y
didactico. Ademads, La muestra la determino considerando un libro representativo
del enfoque formal y otro del enfoque didéctico, habiendo salido los textos de: Pita
Ruiz (1995) y Finney & Thomas (1999).

5.3 Instrumentos de recoleccién de datos
Los instrumentos para la reccleccién de nuestros datos son los siguientes:

Recopilar informacién,

a.
b. clasificar la informacidn,

o

crear criterios de analisis

d. describir y analizar los textos seleccionados e utilizados por los docentes.
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e. Matriz de evaluacion de la practica evaluado a los estudiantes de Ingenieria de
Alimentos. '

f. Practica evaluada a los estudiantes de Ingenieria de Alimentos.
5.4 Técnicas de analisis

Para el andlisis de nuestros datos tomamos en cuenta los resultados de las
investigaciones encontradas en nuestros antecedentes. En la tabla 1 defino dos
criterios de analisis, un primer criterio sobre el tratamiento de los objetos valor
maximo y minimo, es decir, tomando como referencia a Garcia (2005) este criterio
de anélisis nos ayudaré a distinguir en qué nivel de modelizacion se encuentra la
organizacion matematica que presenta los textos para la ensefianza del Teorema de
Lagrange de funciones de dos variables reales; el segundo criterio nos sirve para
observar si se presentan en los ejercicios resueltos respecto al Teorema de

Lagrange. (véase la tabla N°9.1, en la pagina 45)
Analisis del material diddctico

En primer lugar considero el estudio del objeto matematico, Multiplicadores de
Lagrange, mostrado en el libro didactico “Calculo” (Pita Ruiz, 1995). El capitulo
de Extremos Condicionados se encuentra en el capitulo 4, seccion 4.5. Este libro es
utilizado por los estudiantes de Ingenieria de Alimentos pues, es parte de la
bibliografia basica del silabo del curso Matemética III y por los profesores del
curso.

El autor presenta los Extremos Condicionados apoydndose de un registro grafico
para ilustrar lo explicado por medio del discurso escrito, de esta manera:
Supongamos que queremos encontrar los extremos de la funcién z = f{x, y), cuando
las variables x, y varian en un conjunto determinado de puntos en el plano como
podria ser una curva. Es decir, nos interesa obtener cuél es el valor mas grande y
mas pequefio (localmente) de la funcién z = f(x, y), y en qué puntos se tienen estos
valores cuando (X, y) se mﬁeve sobre una curva presentada previamente, digamos

que por una ecuacion del tipo g (X, y) = 0. La novedad ahora es que procuramos los

——

X, y)

puntos (x’ y) para los que el valor f ( es el mayor o menor de los valores de
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f{x, y), con (%, y) variando en una curva dada g(x, y) = 0, conforme se muestra en la
figura N° 9.1, en la pagina 47.
El autor considera el siguiente tipo de tarea para entender el planteamiento y la

propuesta de solucion para esta tarea.
Tipo de tarea: Damos la curva en el plano (x-3)’ +%( y—4)* =1, o bien g(x, y)

= 4x? + y?- 24x — 8y + 48 = 0. Esta es una elipse con centro en el punto (3,4),
semiejes 1y 2, y eje mayor paralelo al eje y. Queremos encontrar qué punto de esta
elipse se encuentra mds cercano al origen y qué punto se encuentra mads alejado de
él.

Técnica: Para un punto (x, y) en el plano, la distancia entre él, y el origen es

V¥ +Y% podemos pensar entonces en la “funcién distancia del punto (x, y) al (0,
0)”, dada por f (x, y) = ,/xz +32. Esta es una funcion de las variables x, y, de la

cual nos interesa obtener el méximo y el minimo, cuando X, y se mueven sobre la
elipse g(x, y) = 0, conforme se muestra en la figura N® 9.2, en la pagina 45.
Diremos entonces que queremos encontrar el maximo y el minimo de la funcion z
=f(x y) = m sujeta a la restriccion g(x, y) = 4x? + y?- 24x - 8y + 48 = 0.
Estos valores extremos de la funcién z = f{x, y) se llaman, en general, extremos
condicionados.

Tipo de tarea. La funciéh w=f(x y z) = xy + xz, representa la temperatura en el
punto (x, 3, z). Consideremos la curva C interseccion de las dos superficies gi (x, v,
Z)=x+y*-1=0yg Xy, 2)=y-z=0. Nos interesa saber cudl de los puntos
de C estda mas caliente y cual més frio.

Técnica: Se trata entonces de obtener los extremos condicionados de la funcién f{x,
¥, z) = xy + xz, sujeta a las dos restricciones g; (x, y, z) =x* + y*- 1 =0y g2 (x, ,
z) =y—z = 0. Observe que la curva C es la interseccion del cilindro x* +y*=1 con

el plano z = y conforme se muestra en la figura N° 9.3, en la pagina 47.

La expresion grad f = A1 grad gi + A2 grad g se convierte en las tres ecuaciones

y+tz=2A4x
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x=2Ay+ A
=-A
de donde, eliminando A y A2 se obtiene y* + zy — 2x? = (. Resolviendo esta

expresion simultineamente con x? + y* = [ y y = z, obtenemos los cuatro puntos

[ V2 2 JE} , =[¢‘E 2 _Ji]_

=st—,+— +t— — T — T —
pl_‘z 2 y 2 2 2 s+ 2 st 2
Se tiene: f(p12)=(i\gJ { %] =1

T I

Concluimos entonces que los puntos p,, son los mas calientes de C, en tanto que
los puntos p,, son los mas frios.

La Tecnologia y Teoria utilizada es el teorema que establece condiciones

necesarias para la existencia de extremos condicionados, en el caso general.

Sea f:U € R™ — R una funcién de clase ¢' definida en el conjunto abierto U de
R"™ Sean gi, g2, ..., gm : U & R* — R m funciones de clase ¢! en U (m < n). Sea
S=xel|g(x)=0,i=12,..,m}

Sea xo € S un punto de extremo condicionado de f, es decir tal que existe una bola

B cU con centro en Xy con la propiedad de que f(x,)}< f(x) 6/ (x)2 f(x)

para toda x en B N S. Suponga que el determinante det [25‘ ( 0)} #0 paraun
J

conjunto de m variables x,, tomadas del conjunto de n variables {xi, X, ...., Xa} de

g1. Entonces existen m niimeros reales A, Aa,....,Am tales que se cumple.

gradf(x0)+z,1,, grad g,(x;)=0
k=1
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A los nimeros Ak, k = 1, 2, ...., m cuya existencia establece el teorema anterior se
les llama Multiplicadores de Lagrange, y al método que el teorema proporciona

para localizar los (posibles) extremos de la funcién f sujeta a las m restricciones

g(x)=0,......,g,,(x) =0, se les llama Método de los Multiplicadores de Lagrange.

Tipo de Tarea: Se quieren determinar los extremos de la funcién. fix, y, z) = x* +
y? + 22 Sujeta a la restriccién
1
x2+zy2+lz2=1

8

Técnica 1: Formando la funcion del Lagrange
1 1
F(x,y,2,4) =X’+y’+z=+?»(x2+zy’+§zz_1)

Entonces el sistema a resolver es

-a—F-=2x+2/1x=0

Ox
§£=2y+lly=0
Oy 2
-a£=22+zlz=0
0z
oF

OF b laig
oA 4 9

De donde se obtiene seis puntos que lo satisfacen, a saber (£1, 0, 0), (0, £2, 0), (0,

0, £3). Obsérvese que en este caso la superficie S que impone las restricciones es el

elipsoide x* + % yi+ —’}»zz =1, (una superficie acotada). Entonces entre los puntos

encontrados debera haber un maximo y un minimo. Como f (1, 0, 0) = 1, f(0, £2,0)
=4, f(0, 0, £3) =9, se tiene que el minimo (igual a 1) se logra en los puntos (+ 1,
0, 0) y el méaximo (que vale 9) en los puntos (0, 0, +£3). Es interesante darse cuenta
que la geometria que hay detras de este problema. La funcién f(x, y, z2) = x2 + y* +

z? mide (el cuadrado de) la distancia del punto (x, y, ) al origen. La superficie S de
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la restriccion es un elipsoide con centro en el origen. Lo que hicimos entonces fue
obtener los puntos del elipsoide que estaban mas cerca (los puntos (x1, 0, 0)) y mas

lejos (los puntos (0, 0, £3)) del origen.

Tipo de tarea: Se quiere hallar los extremos de la funcién f{x, y, z) = xyz sujeta a

las restricciones g1 (x, y,2) =x*+y’+2?-1=0 yg:(x, y, ) =x+y +z=10
Técnica: Formamos la funcién de Lagrange
F(x,y,z,A4,4) = xyz+ﬂ1(x2+y2+zz—1)+21(x+y+z_)
y consideramos entonces el sistema

oF

5 =V 2Ax Ay =0 1)
LA @
%:wuz,zu,:o ()
-g%=x’+y2+zz-l=0 4
gf—2=x+y+z=0 | | (&)

De (2) y (3) se obtiene (z-y) (x - 24,) = 0. Surgen dos opciones: a) z=y; b) x =2

A.Siz=Yy, de (4)y (5) se obtiene el siétema X?+2y?=1, x + 2y = 0, que posee
. - 1 i .
dos soluciones x = +7_g, y= ijg-. Asi, en este caso (z = y) hay dos soluciones a

: i 1

2 1
nuestro sistema original, a saber p, =(—Jg,:/1—g,£), D, =££,.._:/%,_£}

Regresando a la opcidn b), si x =2 4, de (1) y (2) se obtiene que (y ~x) (z—x) = 0.
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De donde 6 y=x 6 z = x. En el primer caso nuevamente las ecuaciones (4) y (5)

1 1 2
nos dan otras dos soluciones P, =(ﬁ,—'\/%,—*j‘g‘} Py =(—-J-6-,“'\}—E,TE'J y del

2 1 1} 2 1 1
segundo obtenemos p5=(-$,ﬁ,£], Pﬁ=[£,—7—gr%)- De ngevo

observamos que el conjunto S que impone las restricciones al dominio f es la
interseccion de la esfera x? + y? + z? = [ con el plano x + y + z = 1. Entonces es un
circulo, el cual es acotado. Debe entonces haber un méaximo y un minimo entre los

puntos localizados. Observando que f(p)=
1 _ .
f(P:)“f(Ps)—‘Wgaf(}’z)—f(m)—f(pﬁ)—g)\/g, concluimos que la

funcidn tiene maximos en pz, p4, ps (iguales a ﬁ) y minimos en p1, p3, ps (iguales

g by
36"

El libro didactico no presenta ilustraciones para que tanto el estudiante como el
profesor tengan una aprehension perceptiva de la técnica utilizada. Ademas, el autor
presenta un discurso matemdtico formal priorizando solo los procedimientos
algebraicos, los tipos de tareas son los mismos.

Podemos afirmar que el -libro didéctico no presenta diferentes técnicas, el bloqué
tecnologico-tedrico y el tipo de tareas son las mismas provocando la aplicacion
directa de la teoria, las técnicas son del mismo tipo. Esto sugiere que el libro
presenta, al igual que el primer libro analizado, una organizacién matematica

puntual.

En segundo lugar estudio los Multiplicadores de Lagrange presentado en el libro
didactico “Calculo. Varias variables” (Thomas, 2010). El objeto matematico
Multiplicadores de Lagfange se encuentra en el capitulo 14, seccion 14.8. Este libro

es utilizado por los estudiantes de Ingenieria de Alimentos pues, es parte de la
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bibliografia basica del silabo del curso Matemética III y por los profesores del

curso.

Antes de presentar el método multiplicadores de Lagrange el autor presenta dos
tipos de tarea en que encuentra los valores extremos de funciones restringidas: la
técnica del primer tipo de tarea considera un problema donde un minimo con
restricciones se puede obtener eliminando una variable.

Tipo de tarea: Encuentre el punto P(X, y, z) del plano 2x + y —z—-5=0que esté
mas cercano al origen.

Técnica:

OB == -0+ (:-0)* = e

Sujeta a la restriccion: 2x + y—-z~5=135

Puesto que ‘OP‘ tiene un valor minimo siempre que la funcién, f(x, y, z) = x? + y?
+ z? tenga un valor minimo, podemos resolver el problema si encontramos el valor
minimo de f(x, y, z) sujeto a la restriccion 2x + y—z - 5 = 0. Si consideramos a x
y y como las variables independientes en esta ecuacién y escribimos z como z = 2x
+ y — 5, nuestro problema se reduce a la obtencidén de los puntos (X, y) en los cuales
la funcidén A(x, y) =f(x, y, 2x + y—5) = x* + y* + (2x + y — 5)? tiene sus valores
minimos. El criterio de la primera derivada nos dice que cualquier minimo que A
pudiera tener debe estar en puntos donde
hy=2x+2(2x+y-3)(2) =0, h=2y+2(2&x+y-35)=0.
Esto nos lleva a
10x + 4y = 20, 4x + 4y =10,
Y la solucién es

s s
3 g

Podemos aplicar un argumento geométrico junto con el criterio de la segunda
derivada para demostrar que estos valores minimizan 4. La coordenada z del punto
correspondiente en el planoz = 2x + y—Ses

z=2(§}+§—5=—E
3) 6 6
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55 5
Por lo tanto, el punto méas cercano es representado por: P(E’ g,—g).\Luego,

La distancia de P al origen es 5/ Jg ~ 2.04.

La Tecnologia utilizada es el criterio de la primera y segunda derivada y la teoria

es la del calculo diferencial.

Tipo de Tarea: Encuentre los puntos del cilindro hiperbélico x* - z2 - 1 = 0 mas

cercanos al origen.

Técnica 1: Buscamos los puntos sobre €l cilindro que se encuentren mas cercanos
al origen. Estos son los puntos cuyas coordenadas minimizan el valor de la funcién,
Jix, v, z2) = x? + y* + z% sujeta a la restriccion x? - zZ - ] = (. Si consideramos x y y
como variables independientes en la ecuacion de la restriccion, entonces z2 = x ? -
1y los valores de ffx, y, z) = x* + y* + z? en el cilindro estan dados por la funcién.
hix,y)=x?+y*+(x?-1)=2x*+y*-1
Para determinar los puntos sobre el cilindro cuyas coordenadas minimizan a f;
buscamos los puntos en el plano xy cuyas coordenadas minimizan a A. El Gnico
valor extremo de % se presenta cuando.
hr=4x=0 y h=2y=0

es decir, el punto (0,0). Pero no existen puntos sobre el cilindro donde tanto x como
y se anulen. Sin embargo, segin el criterio de la primera derivada obtuvo el punto
en el dominio de # donde /4 tiene un valor minimo. Por otro lado, nosotros queremos
los puntos del cilindro donde h tiene un valor minimo. Si bien el dominio de 4 es
todo el plano xy, el dominio del cual podemos seleccionar las primeras dos
coordenadas de los puntos (X, y, z) sobre el cilindro se restringe a la “sombra” del
cilindro en el plano xy, la cual no incluye la banda entre las rectas x = -1/ y x = I,
ver figura N° 10.4 ena pagina 54.

Podemos evitar este problema si consideramos a y y z como variables
independientes (en vez de x y y), expresando X en términos de y y z como x? = z? +

I. Con esta sustitucidn f{x, y, z) = x? + y? + z? se convierte en:
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k(v.z2) =(z*+ 1) +y*+z?=1+y"+ 27°
Y buscamos los puntos donde & asume su valor minimo. El dominio de k en el plano
yz concuerda ahora con el dominio en el cual seleccidnamos las coordenadas y y z
de los puntos (%, y, z) sobre el cilindro. Por lo tanto, los puntos que minimizan k en
el plano tendrin puntos correspondientes sobre el cilindro. Los valores menores de
k se presentan cuando
k=2y=0 y k=4=0.

O bien, y = z = 0. Esto nos lleva a

_ x?=z+1=1, x =+l
Los puntos correspondientes sobre el cilindro son (¥ 1, 0, 0). Podemos ver en la
desigualdad.

k(v,z) =1+y* +222>1

que los puntos (1, 0, 0) dan un valor minimo de %. También podemos ver que la
distancia minima del origen a un punto en el cilindro es una unidad.
Afirmamos que como parte de esta técnica el autor muestra una ilustracién de tal
manera que propicie en el lector la conversion del registro algebraico al registro
grafico con apoyo del discurso realizado por el autor. Dejemos claro que esta
conversién no es la que permitird movilizar conocimientos ni construir nuevos

conocimientos, es decir, no tiene un costo cognitivo por parte del estudiante.

Técnica 2 (Multiplicadores de Lagrange): Otra manera de encontrar los puntos
sobre el cilindro més cercanos al origen es imaginar una pequefia esfera, con centro
en el origen, que crece como uﬁa burbuja de jabdn hasta tocar al cilindro. En cada
punto de contacto, el cilindro y la esfera tienen el mismo plano tangente y la misma
recta normal. Por lo tanto, si la esfera y el cilindro se representan como la
superficies de nivel que se obtienen igualando f{x, y, z) = x* + y* + 2 -a’y g(x, y,
z) = x?- z? - | a cero, entonces los gradientes Vf y Vg seran paralelos cuando las
superficies se toquen. Por lo tanto, en cualquier punto de contacto debemos
encontrar un escalar A (“lambda™), tal que V¥ = AVg,

o bien,

2xi + 2yj + 2zk = A(2xi - 2zk).
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Asi, las coordenadas x, y y z de cualquier punto de tangencia tendran que satisfacer
las tres ecuaciones escalares _

2x = 22x, 2y =10, 2z = -24z.
¢ Para qué valores de A ocurrira que un punto (X, y, z), cuyas coordenadas satisfacen
estas ecuaciones escalares, se encuentre también sobre la superficie x? - z*- 1 = 0"
Para contestar esta pregunta aplicamos nuestro conocimiento de qué ningin punto
sobre la superficie tiene una coordenada x nula para concluir que x #0. Por lo tanto,
2x=2Ax s6losi 2=24, o A=1
Para A = 1, la ecuacién 2x = -2z se convierte en 2z = - 2z. Si esta ecuacién se
satisface también, z debe anularse. Puesto que y = 0 también (de la ecuacién 2y =
0), concluimos que todos los puntos que buscamos tienen coordenadas de la forma
(x, 0, 0).
(Cuéles puntos-sobre la superficie x? - z? = ] tienen coordenadas de esta forma? Los
puntos (x, 0, 0) para los cuales.

¥-0)=1, x*=1, o x =]

Los puntos sobre el cilindro més cercanos al origen son los puntos (% 1, 0, 0).
La Tecnologia utilizada es el criterio de la primera y segunda derivada y la teoria

es la del célculo diferencial.

Bloque Tecnolégico - Tebrico

Teorema del gradiente ortogonal Suponga que f(x, y, z) es derivable en una
regién cuyo interior contiene una curva suave C - r(t) =g() i+ h (1) j+ k(1) k.
Si Py es un punto de C donde f tiene un maximo o un minimo local relativo a sus

valores sobre C, entonces Vf es ortogonal a C en Po.

Corolario. En los puntos de una curva suave r(t) = g(t)i + h(t)j, donde una
funcién derivable f{x, y) asume sus méximos y minimos locales en relacién con

sus valores en la curva, V¥. v =0, donde v = dr / dt.
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La tecnologia presentada por medio del teorema es la justificacion de la técnica,

método de los multiplicadores de Lagrange.

El método de multiplicadores de Lagrange
Suponga que (X, v, z) y 2(X, ¥, z) son derivables y que Vg # 0 cuando g (%, y, 2)
= 0. Para determinar los valores méximos y minimos locales de f sujeta a la
restriccion g(x, y, z) = 0 (si ésta existe), se obtienen los valores de x, y, zy A que
satisface en forma simulténea las ecuaciones.

F=AVg ygxy2z=0 )]
Para funciones de dos variables independientes, la condicion es similar, pero sin

la variable z.

Después de presentar el libro didactico la justificacion de la técnica, continGa
mostrando tipos de tarea para resolverlas con la técnica Multiplicadores de

Lagrange.

Tipo de tarea: Obtenga los valores mayores y menores que toma la funcién. fix, y)
= xy sobre la elipse

x2 yz

—t==1.
8 2
Técnica: Queremos encontrar los valores extremos de f(x, y) = Xy sujetos a la
restriccion.
x2 y2
%y)=—+—=1=0
g(x,y) -r

Para hacerlo, primero hallamos los valores de x, y y A para los cuales

VE=AVg y g(x,y)=0.
La ecuacién del gradiente en las ecuaciones (1) nos da yi + xj = ;lxi + Ayj, de
donde obtenemos,

A A A2
=—X, :/1 A = —/1 =—y,
y=g% x=4y yy 4( ) L

De manera que y =0 o A == 2. Ahora consideraremos estos dos casos.
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Caso 1: Si y =0, entonces x =y = 0. Pero (0, 0) no esta en la elipse. Por lo tanto, y
#0.
Caso 2:Siy # 0, entonces A =+2 y x = +2y. Al sustituir esto en la ecuacién g(x, y)

= (), tenemos:

“+ 2 2
(__28)7_)_+y?=1, 4y?+4y?=8 y y= *I

Por lo tanto, la funcién f{x, y) = xy toma sus valores extremos sobre la elipse en los
cuatro puntos (2, 1), (£2, -1). Los valores extremos son xy = 2y xy = -2, como se
muestra en la figura N° 10.1, en la pagina 53.

El libro didactico presenta una ilustracién para que tanto el estudiante como el
profesor tengan una aprehensién perceptiva de las curvas de nivel de la funcion

objetivo representada por f(x,y) = xy, de las restricciones representadas por
2 2
glx,y) = % + 12- — 1 =0, de los puntos y del comportamiento de las funciones

gradientes respectivas. Ademas, el autor presenta un discurso matemdtico para que
el lector relacione la ilustracion e identifique algunos elementos presentados, por
ejemplo, las curvas de nivel, en la ilustracion con la técnica utilizada.

Afirmamos que como parte de esta técnica el autor muestra una ilustracion de tal
manera que propicie en el lector la conversion del registro algebraico al registro
grafico con apoyo del discurso realizado por el autor. Dejemos claro que esta
conversion no es la que permitirdA movilizar conocimientos ni construir nuevos
conocimientos, es decir, no tiene un costo cognitivo por parte del estudiante

. Discursivo matematico del autor del libro did4ctico: Las curvas de nivel de la
funcidn f(x, y) = Xy son las hipérbofas xy = ¢. Cuanto mas lejos estén las hipérbolas
del origen, mayor seri el valor absoluto de f. Queremos obtener los valores
extremos de f(x, y), dado que el punto (x, y) también estd en la elipse x* + 4y* =8.
(Cuéles hipérbolas cortan a la elipse que se encuentra mas lejos del origen? Las
hipérbolas que apenas rozan a la elipse, aquellas que son tangentes a ella, son las
mas lejanas. En estos puntos, cualquier vector normal a la hipérbola es normal a la
elipse, asi que Vf = yi + xj es un multiplo (A =+2) de g = (x/4) i + yj. En el punto
(2, 1), por ejemplo.
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1
Vg==i+j, y Vf=2Vg.
VE=i+2j, 2

En el punto (-2, 1),

Vg=—li+j, y Vf=-2Vg.
V=1i-2j, 2

Tipo de tarea: Determine los valores maximos y minimos de la funcién f(x, y) =
3x + 4y sobre la circunferencia x* + y* = 1.
Técnica: Método de multiplicadores de Lagrange con f{x, ) = 3x + 4y, g(x y) =
x?+ y?- 1. Y buscamos los valores de X, y y y A que satisfacen las ecuaciones
Vf=AVg:3i+4j=2xAi+2yAj
g(x,¥)=0:x2+y*~1=0
La ecuacion gradientes en las ecuaciones (1) implica que A # 0 y resulta.

- 3 im 2
24 A
Estas ecuaciones nos dicen, entre otras cosas, que x y y tienen el mismo signo. Con

estos valores para x y y, la ecuacién g(x, y) = 0 da
2 2
i) + 2 -1=0,
22 A

e .
WA

De manera que
]-, 9+16=4,’;2_‘ 4;{,2 =25 y ﬂ:i%
Por lo tanto:

3 2
=%-, = =
A

w |

bl

Y fix, y) = 3x + 4y tiene valores extremos en (X, y) = % (3/5, 4/5).
Al calcular el valor de 3x + 4y en los puntos £ (3/5, 4/5), vemos que sus valores

maximos y minimos sobre la circunferencia x* + y2 =1 son

Qg P2
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Discursivo del autor del libro did4ctico: Las curvas de nivel de f(x, y) = 3x + 4y
son las rectas 3x + 4y = ¢. Cuanto mds lejos se encuentran las rectas del origen,
mayor seré el valor absoluto de f. Queremos encontrar los valores extremos de f{x,
), dado que el punto (x, y) también esté sobre la circunferencia x? + y? =1. ;Cuéles
de las rectas que cortan la circunferencia se encuentran mds lejos del origen? Las
rectas tangentes a la circunferencia son las més lejanas. En los puntos de tangencia,
cualquier vector normal a la recta es normal a la circunferencia, de manera que el
gradiente V¥ = 3i + 4j es un miltiplo (A = + 5/2) del gradiente Vg = 2xi + 2)j. En |
el punto (3/5, 4/5), por ejemplo.

Vf =3i+4j, Vg=—g-i+—§-j y Vf=-§-Vg.

El libro did4ctico presenta otra técnica justificada por la misma tecnologia y la
misma teoria. La técnica 3 es Multiplicadores de Lagrange con dos
restricciones. |
Muchos problemas nos exigen encontrar los valores extremos de una funcidn
derivable f(x, y, z) cuyas variables estdn sujetas a dos restricciones. Si las
restricciones son

g1 (xy,2=0 y g(xy,2)=0
y g1y & son derivables, y Vg1 no es paralela a Vgz, obtenemos los minimos y
maximos locales con una restriccién de f introduciendo dos multiplicadores de
Lagrange A y p. Es decir, localizamos los punto P(x, y, z) donde f asume sus valores
extremos con una restriccion, obteniendo los valores de x,y, z, A y 1 que satisfacen
simultaneamente las ecuaciones. '
Vf = AVg +uVg,, &(%,2)=0, g (x.2)=0 @
Tipo de Tarea: El plano x + y + z = [ corta al cilindro x*+y*=1len una elipse.
Encuentre los puntos sobre la elipse que se encuentran mas cercanos y mas lejanos
del origen.
Técnica 3: Obtenemos los valores extremos de f(x, y, z) =x? + y* + 27
El cuadro de la distancia de (X, y, z) al origen sujeta a las restricciones.

g (xyz)=x'+y-1=0 €))
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g2xyz)=x+ty+tz-1=0 €))
La ecuacion de gradientes de las ecuaciones (2) nos da entonces
Vf=AVgr + uVg
2xi + 2yf + 2zk = A(2xi + 2yj) + u(i +j + k)
2xi + 2y + 2zk = (2Ax + w)i + 24y + p)j + pk

O bien

2x-2Ax+pu, 2y=2dy+u 2z=y (5)
Las ecuaciones escalares de la ecuacion (5) generan
x=2x+2z>(1-Ax=z (6)

y=2+2zxl-)y=z

Las ecuaciones (6) se satisfacen simultineamente si. A=lyz=00A#1yx=y
=z/(l-A).

Si z =0, al resolver las ecuaciones (3) y (4) en forma simultinea para obtener los
puntos correspondientes sobre la elipse, obtenemos los dos puntos (1, 0, 0) y (0, 1,
0).

Si x =y, entonces las ecuaciones (3) y (4) nos dan

x2+x?-1=0 x+x+z-1=0
2x?= ] z=1-2x
2
i__.._.
x= 2 z=]i\/§

Los puntos correspondientes sobre la elipse son:

g:(%,g,l-ﬁ} g;[——?,—l@,uﬁl |

2

Sin embargo, debemos tenemos cuidado. Si bien P; y P; dan maximos locales de f
sobre la elipse, P2 estd mas alejado del origen que P;.
Los puntos sobre la elipse mas cercanos al origen son (1, 0, 0) y (0, 1, 0). El punto

sobre la elipse més lejano del origen es Pa.

Después de un anélisis didactico de los dos libros de texto utilizados tanto por los

profesores como por los estudiantes de Ingenieria de Alimentos de la Facultad de
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Ingenieria Pesquera y de Alimentos afirmo que el libro de Calculo, varias variables,
del autor George Thomas, Jr. la décimo segunda edicion def 2010 presenta una
organizacién matematica local. El autor utiliza diferentes tipcs de tarea pero una
misma técnica y una misma tecnologia y teoria, resaltamos qus este libro presenta
dos diferentes registros de representacion semidtica, el registro grafico a manera de

ilustracion, pero da prioridad al registro algebraico.

El discurso matemdtico utilizado por el autor es simple en el sentido de tener
formalidad matemadtica. Por el contrario, el autor Pita Ruiz, segundo libro analizado
titulado Calculo Vectorial, primera edicion, 1995 acude m-:nés a los registros
graficos y mas al registro algebraico que el primer autor. Ademas, el discurso

matematico utilizado es formal y presenta algunas demostraciones matematicas.
Anilisis estadistico

Presentaremos en esta seccion el analisis de la informacién p-oporcionada por los
datos recolectados de la practica califica evaluada a dos grupos de estudiantes de
Ingenieria de Alimentos, llamados de ahora en adelante, grupo0O1l y grupo 02.

Fueron evaluados 39 y 37 estudiantes respectivamente.

La practica calificada tuvo dos partes: una actividad y una situacién problema,
cada una tuvo su matriz de evaluacién (véase el cuadro 9.1, en la pagina 49) cuyos
items fueron construidos en escala Likert y tomando en cuenta las dimensiones de

nuestra variable independiente.

En latabla N°9.2,en la pagina 45, mostramos los resultados ottenidos en la practica
calificada correspondiente al grupo01, este grupo de estudizntes estudié el tema
matematico Multiplicadores de Lagrahge con el libro de enfocue formal cuyo autor
es Pita Ruiz (1995). Podemos afirmar que aun teniendo un porzentaje mayor al 50%
de aprobados, el promedio es menor de 11 {(nota desaprobatoria) ademas, los datos
se alejan de la media +3,41 unidades, es decir, las calificaciones estan

concentradas entre [7, 14], los datos son homogéneos.

En la tabla N° 9.3, en la pagina 45 mostramos los resultados obtenidos en la practica

calificada correspondiente al grupo02, este grupo de estudiantes estudié el tema
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matematico Multiplicadores de Lagrange con el libro de enfoque didéctico cuyo
autor es Finney & Thomas (1999). Afirmamos que aun teniendo un porcentaje del
100% de aprobados, el promedio es menor a 14 ademas, los datos se alejan de la
media +1,73 unidades, es decir, las calificaciones estin concentradas entre (12,

15}, los datos son homogéneos también.

Asimismo, comparando los dos grupos respecto 4 la primera parte de la practica
calificada, o sea a la actividad, conforme mostramos en la tabla N° 9.4, en la pagina
46, afirmamos que la mediana del grupo 01 es menor a la del grupo 02. En efecto,
observamos en la figura N° 9.1, en la pagina 47 las notas de la actividad respecto al
grupo01 es-mas disperso que las-del grupo 02. . El 50.% de las calificaciones del
grupo 01 se encuentra entre 03 y 05 pero, el 50% de las calificaciones del grupo 02
se encuentran entre 06 y 07.

Ademés, el 75% de las calificaciones son menores a 05 en'el grupo01 y en el grupo
02 el 75% de las calificaciones son menores a 07. La Mediana del grupo 02 se ha
incrementado réSpecto al grupo 01. Lo que nos permite afirmar que el desempefio
de los estudiantes, respecto de la.actividad, del grupo 02 es mejor que los del grupo
01, cabe resaltar que el grupo 02 estudi6 con el libro de enfoque didactico, el cual

presenta una organizacién matematica local y diferentes tipos de tarea.

Esto nos permite verificar nuestras hipétesis especificas, es decir, (1) La did4ctica
del contenido:del Teorema de Lagrange en los libros de matematica III depende de
su Organizacién Matemética desde la postura de la Teoria Antropolégica de lo
Didéctico y (2) La: coxﬁprensién del estudiante del Teorema de Lagrange depende

de la organiiacién matematica de los textos de Matematica III.utilizados.

Del mismo modo, comparando los ‘dos grupos respecto a'la segunda parte de la
préctica calificada, o sea la situacién problema, conforme-mostramos en la tabla N°
9.5, en la pagina 46 afirmamos que la mediana del grupo 01 es menor a la del grupo
02. '

En efecto, observamos en la figura N° 9.2, en la pagina 47 las notas de la situaci6n

problema respecto al grupo"01 es mas disperso que las del grupo 02. El 50 % de
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las calificaciones del grupo 01 se encuentra entre 03 y 08 pero, el 50% de las
calificaciones del grupo 02 se encuentran entre 06 y 08. La Mediana del grupo 02
se ha incrementado respecto al grupo Ol. Lo que nos permite afirmar que el
desempefio de los estudiantes, respecto de la situacion problema, del grupo 02 es
mejor que los del grupo 01, cabe resaltar que el grupo 02 estudié con el libro de
enfoque didéctico, el cual presenta una organizacion matematica local y diferentes

tipos de tarea.

Esto nos permite verificar, nuevamente, nuestras hipétesis especificas, es decir, (1)
La didactica del contenido del Teorema de Lagrange en los libros de matematica
III depende de su Organizacion Matematica desde la postura de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico y (2) La comprension del estudiante del Teorema de
Lagrange depende de la organizacién matematica de los textos de Matematica III

utilizados.

Finalmente, respecto a la nota de la practica calificada de ambos grupos, afirmamos
que el grupo 02 estd aprobado y presenta mejor resultados que el grupo 01,

conforme se muestra en la tabla N° 9.6 en la pagina 46.

Observamos en la figura 3 las notas de la practica calificada respecto al grupo 01
es mas disperso que las del grupo 02. El 50 % de las calificaciones del grupo 01 se
encuentra entre 08 y 12,5, pero el 50% de las calificaciones del grupo 02 se
encuentran entre 12y 15. El 75% de los estudiantes del grupo 02 tiene nota minima
de 11 y maxima de 15, es decir estdn aprobados. Sin embargo, el 50% de los
estudiantes del grupo 01 estdn con notas menores de 11 y mayores de 05, o sea,
estan desaprobados. La Mediana del grupo 02 se ha incrementado respecto al grupo
01. Lo que nos permite afirmar que el desempefio de los estudiantes en la practica
calificada del grupo 02 es mejor que los del grupo 01, cabe resaltar que este ultimo

grupo estudio con el libro de enfoque formal.

Para terminar, nuestro andlisis nos permite cumplir con el segundo objetivo
especifico de nuestra investigacion, evaluar la comprensién del estudiante de
Matematica III del Teorema de Lagrange dependiendo de la organizacién

matematica de los textos utilizados.
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5.5 Metodologia

Pretendo analizar cémo los autores organizan el estudio del Teorema de Lagrange,
en base al andlisis de dos textos utilizados por los docentes en el curso de
Matematica III, para ello, adoptamos una metodologia mixta. Segin Naupas et al
(2013) este es un tipo de investigacién que integra sisteméticamente los métodos de
la investigacion cuantitativa y cualitativa con la finalidad de obtener una mirada

mas completa del objeto de estudio. Lo que implica,

La recoleccién y el andlisis de datos cuantitativos y cualitativos, asi como su
integracién y discusién conjunta, para realizar inferencias con base en toda la
informacién recabada y lograr asi una comprension mas completa y total del objeto
de estudio, por lo tanto mas fructifera por los aportes que su aplicacion ha generado

en el desarrollo de varias disciplinas cientificas (Naupas et al, 2013, p. 402).

Para los autores, el fundamento filoséfico de la investigacion mixta es el
pragmatismo, porque este tipo de estudio estd interesado en buscar soluciones
practicas y trabajables para realizar la investigacion en un proceso de

complementacion.
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VI. RESULTADOS

Podemos afirmar que mismo el libro didactico presentando diferentes técnicas, el
bloque tecnoldgico-tedrico es el mismo. Esto sugiere que el libro presenta una
organizacién matemética puntual. Ademds, observamos que en relacion a la
ecologia de las tareas, es decir las condiciones y restricciones que permiten su
produccién y utilizacién en las instituciones, concretamente la Facultad de
Ingenieria Pesquera y de Aliemntos, el autor muestra ejeinplos contextualizados
dentro de la propia matematica mas no en la ingenieria lo que es necesario pues, el
libro es utilizado por los ingenieros. Promueve sdlo el tratamiento algebraico y no
es frecuente el uso de al menos dos diferentes registros de representacion semidtica,
lo que permitir4 el aprendizaje del objeto matematico en estudio. Lo que permite

que el estudiante se mecanice y no razone.

Seria recomendable, presentar modelos matematicos y problemas contextualizados
en el 4rea de ingenieria (situaciones didécticas, por ejemplo) como forma de trabajo,
asimismo por medio de los tipos de tareas, provocar en los estudiantes conflicto

cognitivo.

Por otro lado, la préctica calificada tuvo dos partes: una actividad y una situacion
problema, cada una tuvo su matriz de evaluacion cuyos items fueron construidos en
escala Likert y tomando en cuenta las dimensiones de nuestra variable

independiente.

Podemos afirmar que aun teniendo un porcentaje mayor al 50% de aprobados, el
promedio es menor de 11 (nota desaprobatoria) ademas, los datos se alejan de la
media +3, 41 unidades, es decir, las calificaciones estan concentradas entre [7, 14],
los datos son homogéneos. Esta informacion es respecto al grupo de estudiantes que

utilizé el libro de enfoque formal cuyo autor es Pita Ruiz (1995).

Ademés, teniendo atn un porcentaje del 100% de aprobados, el promedio es menor
a 14 ademas, los datos se alejan de la media 1,73 unidades, es decir, las

calificaciones estan concentradas entre [12, 15], los datos son homogéneos también.
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Este grupo de estudiantes estudio el tema matematico Multiplicadores de Lagrange

con ¢l libro de enfoque didactico cuyo autor es Finney & Thomas (1999).

Asimismo, comparando los dos grupos respecto a la primera parte de la practica
calificada, o sea a la actividad, el 50 % de las calificaciones del grupo 01 se
encuentra entre 03 y 05 pero, el 50% de las calificaciones del grupo 02 se

encuentran entre 06 y 07.

Ademais, el 75% de las calificaciones son menores a 05 en el grupo01 y en el grupo
02 €l 75% de las calificaciones son menores a 07. La Mediana del grupo 02 se ha
~ incrementado respecto al grupo 01. Lo que nos permite afirmar que el desempefio
de los estudiantes, respecto de la actividad, del grupo 02 es-mejor que los del grupo
01, cabe resaltar que el grupo 02 estudi6 con el libro de enquue didéctico, el cual

presenta una organizacién matematica local y diferentes tipos de tarea.

Esto nos permite verificar nuestras hipétesis especificas, es decir, (1) La didactica

del contenido del Teorema de Lagrange en los libros de matematica [1I depende de |
su Organizacion Matematica desde la postura de la Teoria Antropolégica de lo
Didéctico y (2) La comprension del estudiante del Teorema de Lagrange depende

de la organizacién matematica de los textos de Matematica III utilizados.

Del mismo modo, comparando los dos grupos respecto a la segunda parte de la
practica calificada, o sea la situacion problema, afirmamos que el 50 % de las
calificaciones del grupo 01 se encuentra entre 03 y 08 pero, el 50% de las

calificaciones del grupo 02 se encuentran entre 06 y 08.

La Mediana del grupo 02 se ha incrementado respecto al grupo 01. Lo que nos
permite afirmar que el desempefio de los estudiantes, respecto de la situacion
problema, del grupo 02 es mejor que los del grupo 01, cabe resaltar que el grupo 02
estudié con el libro de enfoque didactico, el cual presenta una organizacion

matematica local y diferentes tipos de tarea.

Esto nos permite verificar, nuevamente, nuestras hipétesis especificas, es decir, (1)
La didactica del contenido del Teorema de Lagrange en los libros de matematica

IIl depende de su Organizacion Matematica desde la postura de la Teoria
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Antropolégica de lo Didactico y (2) La comprensién del estudiante del Teorema de
Lagrange depende de la organizaciér. matematica de los textos de Matematica III

utilizados.

Finalmente, respecto a la noa de la préztica calificada de ambos grupos, afirmamos
que el grupo 02 est4 aprobado y presenta mejor resultados que el grupo 01. La
Mediana del grupo 02 se ha incrementado respecto al grupo 01. Lo que nos permite
afirmar que el desempefio de los estudiantes en la préctica calificada del grupo 02
es mejor que los del grupo ‘01, cabe resaltar que este ultimo grupo estudié con el

libro de enfoque formal.

Para terminar, podemos afimmar que cumplimos con el segundo objetivo especifico
de nuestra investigacion, evaluar la ccmprension del estudiante de Matematica 111
del Teorema de Lagrange dependienda de la organizacién matematica de los textos

utilizados.
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VII. DISCUSION

La descripcién de la organizacién matematica de acuerdo con Chevallard (1991)
presente en torno al tratamiento de los conceptos involucrados en el Teorema de
Lagrange de funciones de dos variables del proceso de estudio de los dos textos
permitié conocer las practicas matematicas asociadas a estos conceptos en

estudiantes de la carrera de Ingenieria Pesquera y de Alimentos.

En el tratamiento del Teorema de Lagrange de funciones de dos variables en los
textos, siguiendo a Xhonneux (2011) se identificaron un tipo de tarea principales
relacionadas a las cuestiones de estudio surgidas en la organizacién matematica en
el proceso de estudio de los textos analizados también se presentaron las técnicas

para resolver estas tareas.

Basados en Gonzales (2014) y luego del anélisis de los libros presentados por los
autores Finney, R. y Thomaé, G (1999) y Pita Ruiz (1995) afirmamos que de
acuerdo al primer criterio de andlisis: Sobre el tratamiento del objeto de estudio
Teorema de Lagrange de funciones de dos variables reales, encontramos que se ha

identificado el uso de una concepcidn: modelizacién matricial.

De acuerdo al segundo criterio de andlisis: Sobre los tipos de tareas presentes en
Teorema de Lagrange de funciones de dos variables. Encontramos que de acuerdo
a las tareas encontradas encontramos 2 Tipos de tarea, seis técnicas y una sélo teoria

y tecnologia.

En resumen, gracias al punto de vista que nos proporciona nuestros criterios de
andlisis, observamos que la organizaciéon matematica que presentan los textos

separa el estudio cldsico de las relaciones funcionales.

Con el andlisis de los libros, es decir con la organizacién matemaética que esta
inmersa en el contenido del Teorema de Lagrange de funciones de dos variables,
pudimos encontrar o definir un conjunto de pasos que forman La técnica, la cual
nos da pistas de cémo mejorar la organizacion didéctica del libro, porque nos ayuda

a identificar que tareas y técnicas no estan presentes en los textos.
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Por lo tanto, afirmamos que respondemos nuestra preguﬁta de investigacion puesto
que la Organizacién Matematica que se presentd en la organizacion didactica del
Teorema de Lagrange de funciones de dos variables en los textos no es adecuada
para el aprendizaje de esa nocion matematica para la carrera de Ingenieria Pesquera

y de Alimentos.

Sin embargo, resaltamos que la comprensién del estudiante del Teorema de
Lagrange depende de la organizacién matematica de los textos de Matematica I1I

utilizados por los docentes y estudiantes.
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APENDICE

TABLA N° 9.1
CRITERIOS DE LOS LIBROS DIDACTICOS

Criterios del libro didactico

Sobre el tratamiento del Teorema | Se presentan actividades resueltas
de Lagrange de funciones de dos | en las que se emplean los
variables reales tratamientos sobre modelizacion
matricial, modelizacion funcional.

Sobre los tipos de tareas respecto al | Se  presentan actividades que
Teorema de Lagrange de funciones | requieren emplear tareas de
de dos variables optimizar funciones de dos
variables bajo restricciones

TABLA N°9.2
RESULTADOS DE LA PRACTICA CALIFICADA RELATIVA AL GRUPOO1

APROBADOS 20 51.28%

DESAPROBADOS |19 48.72%

NOTA PROMEDIO |10.44

DESV. ESTANDAR |3.41

TABLA N° 9.3

RESULTADOS DE LA PRACTICA CALIFICADA RELATIVA AL
GRUPO02

APROBADOS 37 100.00%

DESAPROBADOS 0 0.00%

NOTA PROMEDIO 13.57

DESV. ESTANDAR 1.73
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TABLAN° 9.4
NOTAS CORRESPONDIENTE A LA ACTIVIDAD

TABLA N° 9.5
'NOTAS CORRESPONDIENTE A LA SITUACION PROBLEMA

TABLA N° 9.6
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FIGURA N° 9.1
CALIFICACIONES DE LA ACTIVIDAD EVALUADA SOBRE 12.
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Pl I 160 0
?.d 3 0]
|
53.04 - o
2i0
! i 1.0
0 2 4 6 8 10
FIGURA N’ 9.3 _
CALIFICACIONES DE LA PRACTICA CALIFICADA EVALUADA SOBRE 20.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAO
FACULTAD DE INGENIERIA PESQUERA Y DE ALIMENTOS
ESCUELA DE INGENIERIA DE ALIMENTOS

CURSO: MATEMATICA I
Apellidosy Nombre:
Cddigo:

Semestre 2017-A

ACTIVIDAD 1

a) Se muestran un maoa de contorno de la funcidn f y una curva cuya
representaciénes dada por g(x,y) = 1. Estime el valor minimo de f sujeta
a larestriccidénrepresentada por g(x,y) = 1. Justifique sus conjeturas.

T AN
‘L‘_'ﬁ; i
L._..._ ' AN _lL +A
un T
N ALY 2(___._
'r - Hlaly) =1
'... | :...T.___._
l,_ -l ]
l’._.i.. b ..E_..j__
[y 10
! B
figee

2k

R : N RN

b) Calcule el valor minimo de la funcién f(x. y) = x% + (y = 2)? si (x,y) son
puntos de la funcidn x? — y2 = 1.
c) Compare sus respuestas conlas del inciso a). 3Qué puede afirmar?

¢



) CUADRO N’ 9.1
RUBRICA DE LA EVALUACION PARA LA ACTIVIDAD 1

A el T S S T
Entlende el Asocia oon pmascon la contes!a la
significado del | todos los elementos del mayorfa de los algunos elementos pregunta a)
Método de LaGrange | gréfico conlos elementos | elementos del gréfico del gréfico con los planteada
algebraicos del Método con los elementos elementos
de LaGrange algebraicos del Método algebraicos del
de LaGrange Método de LaGrange
Utiiza fa técnica Justifica todos sus Justifica la mayorfa de | Justifica algunos de No Justifica la
presentada en el| procedimientos enel sus procedimientos en | sus procedimientos técnica para
Método de LaGrange |  momento de usarla elmomentodeusarla | enelmomentode | resolver la tarea
para resolver la| técnicapara mséiverla téenica para resolver Ia | usar la técnica para
tarea, tarea tarea resolver [a tarea
Reconoce quefa Explica, por escrito, Explica, por escrito,a | Explica, porescrito, | Nocontestala
pregunta a)y b} detalladamente las grandes rasgos las parcialmente las pregunts c)
resuelven el mismo simfaridades de las similaridades de las similaridades de las planteada
problama, preguntas a) y b} preguntas a) y b) preguntas a} y b)

PROBLEMA 1

Una empresa produce un solo producto en dos plantas diferentes.
Sean 41 (respectivamente2) el nUmero de productos fabricados en la
primera (respectivamente la segunda) planta de la fabrica. £l costo de
producciéon de cada planta se da por la funcién €,(g,) =200+ 6q, +
0,03¢? para la primera fdbrica y por C,(g;) = 150 + 10g, + 0,02¢7 para la
segunda fdbrica. La compaiia quiere entregar 100 unidades de su
producto. El costo de transferencia por producto fabricado es de 4 soles
‘desde la primera fdbrica y 2 soles desde la segunda fdbrica hacia un
supermercado.

a) zQué cantidades @ y @2 minimizan el costo total?
b) sCudl es (aproximadamente) el valor minimo del costo total, si la
empresaquiere entregar 101 unidades en lugar de 1002



, CUADRO N°9.2
RUBRICA DE LA EVALUACION PARA EL PROBLEMA 1

elementos del comrectamente todas las correctamente la incorectamentela | incomectamente
Teorema de los funciones: funcion funcion objetivo y la funcién restriccion la funcién
Multiplicadores de objetivo, funcién objetive |  funcién restriccién. restriccion y
Lagrange en el y funcién a optimizar funcién a
problema planteado optimizar
Utiliza [a técnicas Aplica correctamente l|a | Aplica la mayoriade | Aplica algunes de sus No utiliza
determinadas por el técnica dada por el sus procedimientos en | procedimientos enel | comectamente la
Teorema de los Teorema de los ¢l momento de usarla | momento de usar la técnica para
Multiplicadores de Multiplicadores de técnica para resolver Ia | técnica para resolver |- resolver la tarea
Lagrange ' Lagrange tarea la tarea
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X. ANEXO

la carrera de

libros de matematica

Lagrange en los textos

CUADRO N° 10.1
MATRIZ DE CONSISTENCIA
PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES INDICADORES METODOLOGIA
(La Organizacion | Objetivo general Hipétesis general Variable dependientg.- Indicador:
Iv:g;zrrrlltztlcaegue Sl': Analizar la organizacién | La Organizacién {;are “d{.::?grenm(m deﬂ Resultado de la Practica
gr aniziTS matemdatica que se | Matemdtica que se T]::orcmaj de Tammnpe calificada
di(giéctica ge| Presehi = _la preseaia i I por parte degra l(g)s
oy 46 organizacién didactica | organizacién didactica del P o do
del Teorema de | Teorema de Lagrange en s :
Lagrange en textos ; Ingenieria de Alimentos
a Lagrange en textos de | los textos de matemdticas |- e
de Mateméatica Il T dependera de la -
es adecuada para el Matematica I para la [ 1T para la carrera de Organizacién Metodologia Mixta.
.. carrera de Ingenieria de | Ingenieria de Alimentos e ;
aprendizaje de esa . : Matematica de los libros
- rie Alimentos y su impacto | no es adecuada para la R
nocién matematica A : .. | de Matemdtica I1I
ita. Ja caverd da| = la comprensién del | comprensiony aprendizaje
lIJngenieria . estudiante de | de esa noci6bn matematica
2 Matematica TH. por parte de los estudiantes .
? : .
Alimentos? de la carrera de Ingenieria .Vanable i tudieaganes:
de Alimentos. ' Bedependicats.- e Tareas en forma
Objetivos Especificos Hipotesis especificas: La organizacién clara 'y  bien
W T ———— . matematica que se identificadas,
ST M€ 1e La didictica del | presenta en la| ¢ Técnicas esbozadas
medida los textos de 5 R C e cnicas
Vatemiticn M1 vara contenido de] Teorema | organizacién didéctica y elaboradas.
P de Lagrange en los | del  Teorema de




Ingenieria de
Alimentos cumplen
con la Organizacién
Matemitica desde la
postura de la Teoria
Antropoldgica de lo
Didéctico en relacion

al estudio del
Teorema de
Lagrange.
. Evaluar la
comprensién del
estudiante de

Matemética TH  del
Teorema de Lagrange
dependiendo de la
organizacién
matemadtica de los textos
utilizados.

Il depende de su
Organizacion
Matematica desde la

- postura de la Teorfa

Antropolégica de lo
Didéctico.

La comprension del
estudiante del Teorema
de Lagrange depende
de la organizacién
matemdtica de los
textos de Matematica
I} utilizados.

de matemaéticas III para
la carrera de Ingenieria
de Alimentos.

Tecnologia simple y
formal.
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FIGURA N° 10.1
VALOR MAXIMO Y MINIMO

z
A

Tmax

Imic

g = JY)

LY sl =0

Fuente: Pita, Célculo, 2015

X

FIGURA N°10.2

REFRESENTACION DE LA ELIPSE Y DE LA FUNCION DISTANCIA
Y4

Fuente: Pita, Cilculo, 2015



FIGURAN° 10.3
REPRESENTACION DE LA CURVA C

4

i

Fuente: Pita, Calculo, 2015

FIGURA N° 10.4
APREHENSION PERCEPTIVA DEL CILINDRO HIPERBOLICO

El cilindro hiperbélico x> — 22 = 1

En esta parte, En esta parte,
4
x=VZ2+1 3 x=-VZZ+1

Fuente: Thomas, Célculo de una variable, 2010
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FIGURA N° 10.5

APREHENSION PERCEPTIVA DE CURVAS DE NIVEL DE LA FUNCION Y DE
LA FUNCION RESTRICCION

Xy = -2
\

i

xy=27

Fuente: Thomas, Cilculo de una variable, 2010



