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II. RESUMEN Y ABSTRACT

Mi investigacién tiene por objetivo analizar la organizacién matemzitica que se

presenta en la organizaci(� 030mdidéctica del Teorema de Lagrange en textos de

Matematica III para la carrera de Ingenieria de Alimentos y su impacto en la

comprensién del estudiante de Matemética III. Asi esta investigacién responde a la

siguiente pregunta: g_La Organizacién Matematica que se presenta en la

organizacién didactica del Teorema de Lagrange en textos de Matemética III es

adecuada para el aprendizaje de esa nocién matemética para la carrera de Ingenieria

de Alimentos?

Para responder a nuestra pregunta, desarrollamos una metodologia mixta. Seg}401

Naupas et al (2013) este es un tipo de investigacién que integra sisteméticamente

los métodos de la investigacién cuantitativa y cualitativa con la }401nalidadde obtener

una mirada mas completa :le1 objeto de estudio. Para Ios autores, el fundamento

}401losé}401code la investigacié-n mixta es el pragmatismo, porque este tipo de estudio

esté interesado en buscar soluciones practicas Ly trabajahles para realizar la

investigacién en un procesc- de complementacién. I

Finalmente, verifrcamos que la didéctica del contenido del Teorema de Lagrange

en los libros de matematica HI depende de su Organizacién Matemética desde Ia

postura de la Teoria Antropolégjca de lo Didéctico y que la comprensién del

estudiante del Teorema de Lagrange depende de la organizacién matemética de los

textos de Matematica III utilizados. Luego, mostramos algunos resultados y

consideraciones }401nales.

Palabras clave: Teorerna del Multiplicador de Lagrange, funciones de varias

variables, Teoria Antropolégica de lo Didéctico.
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ABSTRACT

My research aims to analyze the mathematical organization that is presented in the

didactic organization of the Lagrange Theorem in Mathematics III texts for the

Food Engineering career and its impact on the student's understanding of

Mathematics III. So, this research answers the following question: Does the

Mathematical Organization that is presented in the didactic organization of the

Lagrange Theorem in Mathematics III texts is suitable for learning that

mathematical notion for the Food Engineering career?

To answer our question, we developed a mixed methodology. According to Naupas

et al (2013) this is a type of research that systematically integrates the methods of

quantitative and qualitative research in order to obtain a more complete view of the

object of study. For the authors, the philosophical foundation of mixed research is

pragmatism because this type of study is interested in finding practical and

workable solutions to carry out research in aiprocess of complementation.

Finally, we verify that the didactic content of the Lagrange Theorem in the

mathematics books Ill depends on its Mathematical Organization from the

standpoint of the Anthropological Theory of the Didactic and that the student's

understanding of the Lagrange Theorem depends on the mathematical organization

of the Mathematics III texts used. Then, we show some results and }401nal

considerations.

Keywords: � 030LagrangeMultiplier Theorem, functions of several variables,

Anthropological Theory of the Didactic.
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III. INTRODUCCION

El trabajo que presento a continuacién describe y analiza la organizacién

rnatemética (OM) movilizada en tomo al Teorema de Lagrange de funciones de dos

variables reales en dos textos universitarios desde la perspectiva de la Teoria

Antropolégica de lo Didéctico (TAD) y su impacto en la comprensién del

estudiante dc Matemética III.

3.1 La exposicién del problema de la investigacién

El escenario mundial destaca la ense}401anzade la Ingenieria direccionada a1 uso

intensivo de la ciencia y la tecnologia y en la fonnacion de profesionales altamente

cali}401cados.Adeniés, esta ense}401anzaesté relacionada a la capacidad de coordinar

informaciones, interactuar con las personas, interpretar de manera dinémica la

realidad, no limiténdose a resolver problemas de naturaleza exclusivamente técnica.

En relacién al per}401ldel futuro ingeniero, las Directrices Curriculares para los cursos

de Ingenieria, particularmente Ingenieria Pesquera y de Alimentos, establecen que

dicho per}401lcomprende una sélida formacién técnica, cienti}401cay profesional que

los vuelvan capaces de captar y desenvolver nuevas tecnologias, estimulando su

actuacion critica y creativa en la identi}401caciény resolucién de problemas.

Por tanto, se hace necesario una formacién académica y profesional fundamentada

en tomo de disciplinas mateméticas, cienti}401casy tecnolégicas asociadas a los

aspectos sociales, politicos, econémicos y ambientales considerados en la

fonnacién de este profesional. =

Asi, seg}401nCury (2001), se destacan como competerrcias habilidades deseadas,

� 034aplicarconocimientos mateméticos, cienti}401cos,tecnolégicos e instrumentales a la

ingenieria; proyectar y conducir experimentos e interpretar resultados; identi}401car,

_ forrnular y resolver problemas de Ingenieria; comunicarse e}401cientementeen las

formas escrita, oral y grzi}401ca;actuar en equipos multidisciplinarios; evaluar el

impacto de las actividades de Ingenieria en el contexto social y ambiental� 035(p.2)

7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE l



En relacién a la estructura de la especialidad de ingenieria, Iamac (201 I) a}401rmaque

cada facultad debe elaborar un proyecto que contemple el per}401ldeseado del

egresado y 61 desarrollo de competencias y habilidades esperadas, enfatizando la

interdisciplinaridad inherente a la ingenieria. En lo que respecta :1 lbs Contenidos

Curriculares presentes en las Directrices, la autora asevera que las éreas del

conocimiento son agrupadas entorno de un micleo de contenjdos bésicos, un n1'1c1eo

de contenidos profesionales y un n}401cleode contenidos especi}401cosque caracterizan

a cada una de las ingenie}401as.En la Facultad de Ingenieria Pesquera yde Alimentos,

por ejemplo, en la Escuela de Ingenieria de Alimentos, las éreas del conocimiento

estén agrupadas por éreas: Matemética, Ciencias Bésicas, Ciencias de Ingenieria,

Ciencias de Alimentos, Ingenieria de Alimentos, Tecnologia dc Alimentos y

Estudios Complementarios.

Ademas, Cury (2001) a}401nnaque si el futuro ingeniero debe aplicar conocimientos

matcméticos cienti}401cosy tecnolégicos, trabajar en equipos multidisciplinarios y

evaluar el impacto de sus actividades en el contexto social y ambiental, todos los

cursos de la curricula deberian enfocarse en esas exigencias. Asi, � 034nose puede

pensar més, en trabajar el Célculo, el Algebra Lineal, la Geometria Analitica, las

Ecuaciones Diferenciales, etc., de forma fraccionada como si los contenidos

pudiesen quedar guardados en la mente del alumno esperando la hora en que alg}401n

otro curso los necesite� 035(Cury, 2001, p.5).

En ese sentido, la contexrualizacién se hace necesaria para las posibles soluciones

cienti}401casy tecnolégicas, principalmente en los paises en desarrollo, conforme

apuntan las reformas cuniculares, Iamac(2011). Por esc, de acuerdo con la autora,

cabe a la Universidad buscar la integracién entre diveréas éreas que componen los

ciclos bésicos, profesional y especi}401code una grgduacién con el per}401ldel

ingeniero, garantizando, de esta manera, la calidad en la ense}401anzauniversitaria.

Confonne hemos indicado, lo importante en el érea de.Ingenien� 031ason las ciencias.

» De esta forma, para Grisales y Gonzéles (2009) lo qué es realmente trascendental

en la docencia universitaria es el contenido de las ciencias. Por eso, las autoras

a}401rmanque � 034elcontenido se ense}401ade una forma sabia y erudita, ya que se concibe
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a1 profesor como un vivo repertorio del conocimiento, es decir, como un sabio que

produce el contenido de las ciencias que ense}401a� 035(Grisales y Gonzziles, 2009, p. 4).

De ahi que, en la seleccién de los profesores universitarios tenga mayor peso la

formacién como investigadores que como docentes, hecho que las autoras lo

interpretan como que para ense}401ares su}401cientecon saber y con producir las

ciencias. -

Seg}401nlas autoras, esta concepcién lleva a pensar que la przictica docente a nivel

superior esté fundamentada en los procesos de ense}401anzade los contenidos, los

cuales integran los conocimientos producidos por otros, desconociendo de esta

manera los procesos de aprendizaje de los estudiantes. Por ello, � 034muchasveces la

préctica del profesor universitario es inconsciente, es decir, sin reconoce: la

impoxtancia de su rol en el aprendizaje del estudiante, sin un fundamento didéctico

que respalde su préctica docente y la imitacion de lo que hicieron sus profesores

cuando él fue estudiante unjversitario. Pensar que el contenido de las ciencias

prima sobre el método con el cual se ha construido, porque los profesores no han

creado metédicamente estos conocimientos, es desempe}401arla docencia para

reproduccién del saber, en Iugar de la construccién del mismo, lo cual lo fmico que

hace es ptivilegiar los procesos instructivos, no permitir el desarrollo de

competencias investigativas en los estudiantes, ni aprovechar el carécter fonnativo

de los contenidos que se imparten, entre otros aspectos� 035(Grisales y Gonzéles, 2009,

p. 4). -

Las autoras a}401rman,ademés, que la préctica profesional docente, envueive no solo

un conocimiento cienti}401cosobre un saber especi}401co,sino también un conocimiento

en didéctica. E1 hecho de que el pfofesor universitario posea conocimientos en

didéctica, y los ponga en préctica duljante su ejercicio docente, constituye una forma

de hacer consciente su préctica, lo cual conduce a que la seleccién de los contenidos

dentro de su campo de saber siempre esté encaminada por el criterio de la formacién

de los estudiantes. Es aqui donde, seg}401nGrisales y Gonzales (2009), esté la esencia

. de la didéctica, en reconocer lo que es necesario aprender, para de}401nirlo que se

necesita ense}401ar.
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En este sentido, Chevallard (1991) a}402rmaque el saber que se va a ense}401ares el

� 034saber-inicialmente-designadocomo el que debe ser ense}401ado� 035(p.17), el cual 211

momento de ense}401arsesufre un conjunto de cambios didécticos para hacerlo apto

para ser ense}401ado.Para el autor, el saber tal como es ense}401adocorresponde al saber

ense}401adoy es, distinto del saber sabio y del saber que se ha de ense}401ar.Es por esto

que el saber que se va a ense}401ary el saber ense}401adoexigen del docente universitario

conocimientos en didzictica, para seleccionar los Contenidos a ense}401ary las formas

de ense}401arlos.� 034(.. .), es que no sélo lo transmitida depende de la herramienta con

la que se pretende conseguir su transmisién, sino al revés que las organizaciones

� 034transmisoras� 035,es decir didécticas, se con}402gurande manera estrechamente

vinculada a la estructura dada a lo que hay que transrnitir. En otros términos, 1_as

organizaciones didécticas, las OD como diré en adelante, dependen fuertemente de

las organizaciones por ense}402ar,las OM, si se trata dc organizaciones mateméticas� 035

(Chevallard, 2001, p. 2).

Por otro Iado, en base a estudios realizados en educacién matemética con respecto

a la ense}401anzay aprendizaje del Célculo Diferencial de funciones de varias

variables reales, se ha mostrado que los estudiantes presentan algunos problemas

en su aprendizaje como, por ejemplo, la relacién entre las variables, la

identi}401caciéndel dominio de una funcién de dos variables, la representacién

gré}401cay la conversién entre las representaciones propias al estudio de las funciones

de dos variables, las derivadas parciales, etc.

Visto que, es un problema del profesor universitario reconocer lo que es necesario

aprender para de}401nirlo quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAse necesita ense}401aren el momento dé preparar su curso

y los problemas para el aprendizaje, en particular, del Teoréma de Lagrange,

pensamos que esos problemas podrian estar vinculados a la forma como se abordan

en la ense}401anza,més aim, si en los textos de Célculo en varias variables,

especi}401camenteen dos textos usados en el curso de Matemética III, se omiten

algunas concepciones de ese objeto matemético y, también, si la organizacién

matemética no guarda relacién con éstas.
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El uso del Teorema de Lagrange en problemas de cptimizacién es frecuente

ademas, esa nocién permite resolver problemas no 5610 de matematica, sino dc otras

areas como la }401sica,la quimica, biologia, la ingenieria y otras. Por lo expuesto

anteriormente me pregunto: g_La Organizacién Mateméjca que se presenta en la

organizacién didactica del Teorema de Lagrange en textos de Matemética III es

adecuada para el aprendizaje de esa nocién matemética para la carrera de Ingenieria

de Alimentos? � 030 I

Para responder a esta pregunta me planteo el siguiente objetivo: Analizar la

organizacién matemética que se presenta en la organization didactica del Teorema

de Lagrange en textos de Matemética III para la carrera de Ingenieria de Alimentos

y su impacto en la comprensi-')n del estudiante de Matematica III.

3.2 La importancia y la justi}401caciénde la iuvestigaci}401n.

El contexto actual de nuestra sociedad demanda una educacién dc calidad. Lo cual

envuelve, principalmente, a aquellos que se desempe}401anen el émbito educativo,

particularmente a nivel universitario. Sin embargo, la realidad me muestra que

existen problemas en el dominio dc conceptos mateméticos basicos y

fundamentales. Tales problemas podrian empeorar si los textos dc consulta

empleados en las aulas presentan limitaciones especialmente de tipo conceptual.

El texto se ha vuelto un objetc de estudio y de debate en las comunidades cienti}401cas,

en busca de su legitimacién en la universidad. En la misma linea, Gonzales (2014)

a}401rmaque � 034enlos textos :10 solamente se plasman conceptos, sino también

obstaculos, procesos y limitaziones que repercuten directamente en la practicas de

ense}401anzay aprendizaje de los objetos matematicos� 035(p. 14).

Todo lo anterior justi}401cami interés en describir la organizacion matemética del

Teorema de Lagrange en tercos de Matematica III para la carrera de Ingenieria de

Alimentos de la Universidad Nacional del Callao y evaluar la comprensién del

estudiante del Teorema de Lagrange dependiendo de la organizacién matemética

de los textos utilizados.

11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA%?



Por otro lado, la importancia de la nocion del Teorema de Lagrange es resaltada por

Tromba y Marsden (1991) quienes a}401rmanque a los largo de la historia se han

buscado Ieyes que describan los fenomenos del mundo }402sico.Por ejemplo, � 034el

principio meta}401sicode Maupertuis es la suposicién de que la naturaleza siempre

opera con la mayor economia posible. Dicho brevemente, las Ieyes }401sicasson

consecuencia de un principio de � 034economiade medios"; la naturaleza siempre act}401a

dc tal manera que minimiza alguna cantidad, lo que Maupertuis llama � 034accién� 035.

Estas ideas, a menudo llamada principios variacionales, son la piedra angular

}401loséficade buena parte de la }401sicamatemética y particularmente de la mecénica,

tema central de la }401sica,la ingenieria y las mateméticas" (p. 248).

Para los autores entre las mracteristicas geométricas bésicas de la representacién

gra}401cadel multiplicador de Lagrange, en la cual la funcién alcanza su valor éptimo.

Ademas, como ya explique anteriormente, esta nocién matemética se estudia en el

curso de Matemética III que pertenece al area de Matemética y establecen

relaciones con los cursos distribuidos entre el curso de Estadistica Aplicada (area

Ciencias e Ingenieria) y Metodologia de la Investigacion Cienti}401ca(Area de

Estudios Complementarios). Sin embargo, el curso Matemética III no es distribuido

ni integrado alas a'reas de Ciencias de [Alimentos e Ingenieria de Alimentos.

Creo que, con el aporte de este trabajo el problema planteado se abre camino a la

solucién, en tanto se piensa en la traduccién de conocimientos como una manera de

integrar los contenidos del saber y los métodos de ense}401anzaen las précticas

docentes del profesor universitario y del estudiante.
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IV. MARCO TEORICO

A continuacién presento el referencial teético que }401mdamentaréel anélisis de mi 2

trabajo. � 031

Estos resultados de las investigaciones sirven como antecedentes en mi tema dc

investigacién. A continuacién presento el referencial teérico que fundamentaré mi

anélisis. La Teoria Antropolégica de lo Didéctico, desarrollada por Chevallard

(1999), especi}402camentelas nociones fundamentales y como puede ser un

instrumento poderoso para el anélisis, por ejemplo, de las précticas docentes.

Explico las nociones de organizaciones praxeolégicas (organizaciones matemética

y didéctica).

Para Almouloud (2007) esta teoria es una contribucién importante para la di_da� 0311ctica

de la matemética, porque, ademés de ser una evolucién del concepto de

transposicién didéctica, ingresando la didéctica en el campo de la antropologia,

focaliza el estudio de las organizaciones praxeolégicas didécticas pensadas para la

ense}401anzay el aprendizaje de organizaciones mateméticas. Seg}401nel autor, la teoria

antropolégica de lo didéctico (TAD) estudia las condiciones de posibilidad y

funcionamiento de sistemas didécticos, entendidos como relaciones sujeto-

institucién-saber.

� 034Considerandoe1 modelo propuesto por la TAD, se puede interpretar la

transposicién didéctica como una nocién que desarrolla segfm Chevallard (1999), a

triple ruptqra epistemolégica provocada por la teoria de las situaciones, porque la

nocién de transposicién didéctica muestra que el saber matemético (saber cienti}401co,

ense}401adozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 a ense}401ar)esté en el centro de toda problematizacién didéctica. Por

consiguiente, ese saber jamés puede ser considerada como algo incuestionable� 035

(Almouloud, 2007, p. 112).

Seg}401nel autor, en la TAD, las nociones de (tipo de) tarea, (tipo de) técnica,

tecnologiai y teoria permiten modelar Ias précticas sociales en general y, en

particular, la actividad matemética, basémdose en dos postuladoss � 0341.Toda préctica

institucional puede ser analizada, bajo diferentes puntos de vista y de diferentes
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maneras, en un sistema de tareas relativamente bien delineadas. 2. El cumplimietto

de toda tarea ocurre del desenvolvimiento de una técnica� 035{Almouloud, 2067,

p.114). Para el autor, la palabra técnica es utilizada como una � 034maneradc hacer�

una tarea, pero no precisamente como un procedimjentc- estrucmrado y metédico 0

algoritmico.

Para el autor, la relacién institucional que sc establece entre una instituciélt I

(alumno, prcofesor) y un objeto (O) depende de las posiciones que ocupan en esa

institucién _\ del conjunto de tareas que esas personas deben cumplir usa.n:lo

determinadas técnicas� 030E1 problema de delimitar tareas, Seg}401nel autor, en una

préctica ins}401tucionalvaria de acuerdo con el punto de vista de la institucién enla

cual se desarrolla la préctica 0 de una institucién externa que observa la actividad

para describirla con un objetivo preciso.

De}401niciones

En este sentido, en una orgemizacién praxeolégica consideramos las siguientes

de}401niciones

� 024e1 Tipo de tarea denotado por T es identi}401cadosi contiene por lo menos una

tarea t. Tipos de taxea provocan acciones con objetivos bien de}401nidosy son

siempre axpresados por un verbo. Es por esto que, se hace necesaxio distinguir

tarea, tipo de tarea y género de tarea.

Ssg}401nChevallard (1999), un género de tarea existe bajo la forma de diferenteé

tipos de tarea, cuyo contenido egté bjen claro y de}401nido.Por ejemplo, encontrar

es lo que se llamaré un género de tareas, que pide un deterrninativo.

Taxea, tipos de tareas y géneros de tareas, para el autor, no son datos de la

naturaleza, pero si artefactos, obras, construstos irstitucionales, cuya

reconsttuccién en tal institucién es un problema enteramente objeto de la

didéctica.

� 024La técnica denotada por 6, es una determinada manera de hacer o realizar un

tipo de Iarea, T. Una praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene pues, en

principio, una técnica 6 relativa a T. De esta manera se tiene un � 034bloque� 035



vdesignado por [T/6], que se denomina bloque prdctico-técnica y que, para el

autor, se identi}401carécomo un saber-hacer: un detenninado tipo de tareas, T y

una determinada manera, 6, de realizar las tareas de este tipo.

� 024La tecnalogia, denotada por 9, es un discurso racional que tiene por }401nalidad

justi}401carla técnica 6 y para garantizar que ésta permita realizar las tareas del

tipo T. La tecnologia permite asegurar que la técnica es correcta, exponer el

porqué es de aquella mangera, ademés de posibilitar la produccién dc nuevas

maneras de hacer,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAes decir, nuevas técnicas.

� 024La cuarta y }401ltimanocién del modelo praxeolégico es la Teoria; denotada por

0. Seg}401nChevallard (1999), como el discurso I tecnolégico contiene

a}401nnaciones,més o menos explicitas, se hace necesario un nivel superior de-

justi}401caci6n-explicacién-produccién.Es, en este sentido que la teoria asume,

en relacién con la tecnologia, la funcién que ésta }401ltimatiene en relacién de la

técnica, es decir, la teoria tiene el objetivo de justi}401cary de esclarecer la

tecnologia.

Por lo expuesto, el autor a}401rmaque la tecnologia y la teoria estén préximas, y no

seria dificil confundirlas. E1 autor designé de bloque tecnolégico-!eo'rz'co al bloco

formado por [G/0]. Asi, Chevallard (1999), citado por Almeida (2014) a}401rma:� 0341a

organizacién praxeolégica mzis simple propuesta por la TAD, llamada de puntual e

indicada por [T/t/G/O], es comprendida como la realizaciéh dc tareas (pertenece a

cierto tipo de tarea), por medio de por lo menos una técnica, que es justi}401cadapor

una tecnologia, que a su vez, es fundamentada por una teoria. Tal organizacién

praxeolégica es constituida por dos bloquesz bloque préctico-técnico [T/t] y el

bloque tecnolégico-teérico [G/O], que caracterizan, respectivamente, el saber-hacer

y el saber� 035(p. 73).

Esta teoria brinda las herramientas para cumplir mi objetivo, es decir identi}401carlos

tipos de tareas, la técnica y el discurso tecnolégico-teérico, que justi}401canlas

técnicas que los autores de los textos a analizar, proponen en su accién para resolver

las tareas presentadas, con estos elementos podria: observar el grado dc '
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complejidad de la praxeologia encontrada, describir la organizacién matemética

que esté propuesta en dichos textos. _
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V. MATERIALES Y METODOS

A continuacién prtasento el procedimiento metodolégico para la realizacién de

nuestro objetivo.

5.1 Instrumentos utilizados en la investigacién

En primer Iugar se buscaron y se recopilaron investigaciones relacionadas con el

Teorema de Lagrange de funciones de varias variables de funciones reales, para ello

me centro en el tratamiento de la informaciénz en los tipos de tareas y en las

estrategias dc resolucién de problemas de maiximos y minimos; luego'se clasi}401cé

las investigaciones � 030deacuerdo al objetoimatemético(tratamiento forma, erise}401anza

y aprendizaje), a la teoria y a la metodologia; luego de}401no"criterios para realizar el

anélisis de la OM, }401nalmentese describié y analizé los textos tomando en cuenta

los criterios de}401nidos.Ademas, se elaboré una prueba para medir el rendimiento

académico de los estudiantes y de esta manera analizar cl impacto en la

comprensién del estudiante de Matemética III.

5.2 Poblacién y muestra

y La poblacién en esta investigacién es de}401nidapor todos los textos del silabo del

curso Matematica III para la carrera de Ingenieria Pesquera y de Alimentos. Dichos

textos tienen como caracteristica que se dividen segfm el enfoque: formal y

didéctico. Ademas, La muestra la determino vconsiderando un libro representative

del enfoque formal y otro del enfoque didéctico, habiendo saljdo los textos de: Pita

Ruiz (1995) y Finney & Thomas (1999).

5.3 Instrumentos de rgcoleccién de datos

Los instrumentos para la receleccién de nuestros datos son los siguientes:

a. Recopilar informacién,

b. clasi}401carla informacién,

c. crear criterios de analisis

d. describir y analizar los textos seleccionados e utilizados por los docentes.
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e. Matriz de evaluacién de la practica evaluado a los estudiantes de Ingenieria de

Alimentos.

f. Practica evaluada a los estudiantes dc Ingenieria de Alimentos.

5.4 Técnicas de an:ilisis_

Para el anélisis de nuestros datos tomamos en cuenta los resultados de las

investigaciones encontradas en nuestros antecedentes. En la tabla 1 de}401nodos

criterios dc anélisis, un primer criterio sobre el tratamiento de los objetos valor

méximo y minimo, es decir, tomando como referencia a Garcia (2005) este criterio

de anélisis nos ayudaré a distinguir en qué nivel de modelizacién se encuentra la

organjzaciénmatemética que presenta los textos para la ense}401anzadel Teorema de

Lagrange de funciones de dos variables reales; e1 segundq criterio nos sirve para

observar si se presentan en los ejercicios resueltos respectd a1 Teorema de

Lagrange. (véase la tabla N°9.1, en la pzigina 45) -

Amilisis del material didéctico

En primer Iugar considero el- estudio del objeto matemético, Multiplicadores de

Lagrange, mostrado en el libro didéctico � 034Célculo� 035(Pita Ruiz, 1995). El capitulo

de Extremos Condicionados se encuentra en el capitulo 4, seccién 4.5. Este libro es

utilizado por los estudiantes de Ingenieria de Alimentos pues, es parte de la

bibliogra}401abésica del silabo del curso Matematica III y por los profesores del

curso.

E1 autor presenta los Extremos Condicionados apoyéndose de un registro gré}401co

para ilustrar lo explicado por medio del discurso escrito, de esta manera:

Supongamos que queremos encontrar los extremos de la funcién z = f(x, y), cuando

las variables x, y varian en un conjunto determinado de puntos en el plano como

podria ser una curva. Es decir, nos interesa obtener cual es el valor mas grande y

mas peque}401o(Iocalmente) de la funcién z =f (x, y), y en qué puntos se tienen estos � 030

valores cuando (x, y) se mueve sobre una curva presentada previamente, digamos

que por una ecuacién del tipo g (x, y) = 0. La novedad ahora es que procuramos los

puntos (Ly) para los que el valorf (x� 035v)es el mayorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo menor de los valores de
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f(x, y), con (x, y) variando en una curva dada g(x, y) = 0, conforme se muestra en la

_ }401guraN° 9.1, en la pégina 47. I

-E1 autor considera e1 siguiente tipo de tarea para entender el planteamiento y la

propuesta de solucién para esta tarea.

Tipo de tarea: Damos la curva en el plano (x� 0243)2+%(y� 0244)Z=1, 0 bien g(x, y)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= 4x� 031+ y� 031- 24x � 0248y + 48 = 0. Esta es una elipse con centro en el punto (3,4),

semiejes 1 y 2, y eje mayor paralelo al eje y. Queremos encontrar qué punto de esta

elipse se encuentra més cercano al origen y qué punto se encuentra més alejado de

él.

Técnica: Para un punto (x, y) en el plano, la distancia entre él, y el origen es

� 030laPodemos pensar entonces en la � 034funciéndistancia del punto (x, y) al (0,

0)� 035,dada porf(x, y) = Esta es una funcién de las variables x, y, de la

cual nos interesa obtener el méximo y el minimo, cuando x, y se mueven sobre la

elipse g(x, y) = O, conforme se muestra en la }401guraN° 9.2, en la pégina 45.

Diremos entonces que queremos encontrar e1 méxjmo y el minimo de la funcién z

=f(x, y) = W sujeta a la restricci-}401ng(x, y)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 4x� 031+ y� 031- 24x � 0248y + 48 = 0.

Estos valores extremos de la funcién z = f(x, y) se Ilaman, en general, extremos

condicionados.

Tipo de tarea. La funcién p. =f (x, y, z) = xy + xz, representa la temperatura en el

punto (x, y, z), Consideremos la curva C Lnterseccién de las dos super}401ciesg; (x, y,

z) = x� 030+ y� 031- 1 = 0 y g2 (X, y, z) = y � 024z = 0. Nos interesa saber cuél de los puntos

de C esté més caliente y cuél més frio.

Técnica: Se trata entonces de obtener los extremos condicionados de la funci6nf(x,

y, z) = xy + xz, sujeta alas dos restxicciones g1 (x, y, z) = x� 031+ y� 031- 1 = 0 y g2 (x, y,

z) = y� 024z = 0. Observe que la curva C es la interseccién del cilindro x� 031+ y� 031= 1 con

el plano z = y conforme se muestra en la }401guraN� 030� 0319.3, en la pégina 47.

La expresién gradf = /11 grad g; + /12 grad g2 se convie}401een las tres ecuaciones

y + z = 2 Apr
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x = 2102 + 12

� 031 x = - /7.2

de donde, eliminando M y 12 se obtiene y� 031+ zy � 0242x� 031� 031=0. Resolviendo esta

expresién simulténeamente con x� 031+ y� 031= 1 y yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= z, obtenemos los cuatro puntos

J? «/5 J5 J5 _ «/5 _ J?
p,, = :c� 024,:� 024,:� 024, p3. = t� 024,+� 024,+� 024.

� 030 2 2 2 ' 2 2 2

- � 030/52 � 030/52

Se tlenez f(p1,2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= [$7 + :7 =1

«/5 «/5 J3 _ «/2'

� 031f(Pw)=[*7][*7]*[*7][+7 =� 034'

Concluimos entonces que los puntos pm son los més calientes de C, en tanto que

los puntos p3_, son los més frios.

La Tecnologia y Teoria utilizada es el teorema que establece condiciones

necesarias para la existencia de extremos condicionados, en el caso general� 030

Sea f: U 9 IR" � 024>IR una }401mciéndc clase 6� 030de}401nidaen el conjunto abieno U de

IR" Sean g1,g2, ....,gm : U 9 IR" � 024>IR m funciones de clase 6' en U(m < 11). Sea

S = {x e U| g(x) = 0,1� 030= 1,2,.....,m}

Sea xo e S un punto de extremo condicionado de f, es decir tal que existe una bola

B CU con centro en xo con la propiedad de que f (xO)g f(x) 6f(xQ)2 f(x)

. 6g.� 024 '
. para toda x en B r\ S. Suponga que el determmante del 5x� 024(x0)4� 031:0_ para un

J

conjunto de m variables xI, tomadas del conjunto de n variables {x1, X2, ...., xn} de

g1. Entonces existen m n}401merosreales M, K2,. ...',k...-tales que se cumple. A

gradf(xo)+Z:}.,, grad gk(x0)=0

k=l
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A los mimeros M, k = 1, 2, ...., rn cuya existencia establece cl teorema anterior se

les llama Multiplicadores de Lagrange, y al método que el teorema proporciona

para localizar los (posibles) extremos de la funciénf sujeta a las m restricciones

g(x) = 0,......, gm (x) = 0, se les llama Método de los Multiplicadores de Lagrange.

Tipo de Tarea: Se quieren determinar los extremos de la funcién. f(x, y, z)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= x� 031+

y� 031+ z� 031.Sujeta a la restriccién '

x� 031+%y� 030+%z� 030=1V

Técnica 1: Formando la funcién del Lagrange '

F 2 2 2 2 1 2 1 2
(x,y,z,2.)=x +y +2 +1 2: +Zy +32 -1

Entonces el sistema a resolver es

a� 024F= 2x + 22xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0

Bx

-63 = 2y + 1 /Iy = 0

0y 2

6F 2
� 024= 22 + � 02412 = 0

62 9

a� 024F=x� 030+ly2+lz� 031� 024

62. 4 9 7

De donde se obtiene seis puntos que lo satisfacen, a saber (il, 0, 0), (0, £2, 0), (O,

0, £3). Obsérvese que en este caso Ia super}401cieS que impone las restricciones es el

elipsoide X� 031+ %y� 031+-£132� 030=1, (una super}401cieacotada). Entonces entre los puntos

encontrados deberé haber un méximo y un minimo. Como f(d:1, 0, 0) = 1, f(0, i2,0)

= 4, f (0, 0, :3) = 9, se tiene que el rn1'nimo (igual a 1) se Iogra en los puntos (i 1,

0, 0) y el méximo (que vale 9) en los puntos (0, 0, i3). Es interesante darse cuenta

que la geometxia que hay detrés de este problema. La funcién f(x, y, z) = x� 031+ y� 031+

z� 031mide (el cuadrado de) la distancia del punto (x, y, 2) al origen. La super}401cieS de
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la restriccién es un elipsoide con centro en el origen. Lo que hicimos entonces fue

obtener los puntos del elipsoide que estaban més cerca (los puntos ($1, 0, 0)) y més

� 030 lejos (los puntos (0, 0, :3» del origen.

Tipo de tarea: Se quiere hallar los extremos de la funci6nf(x, y, z) = xyz sujeta a

Iasrestriccionesg1(x,y,z) =x� 031+y� 031+z� 030-1= 0 ygz (x,y. z) =x+y+z=0

Técnica: Formamos la }401mciénde Lagrange

F(x,y,z,1.,,/11) =xyz+1.,(x� 030+y� 031+z� 031� 0241)+Az(x+y+z)

y considerarnos entonces el sistema

6F
� 024=yz+2/11x4-11:0 (1)

ax

£=xz+221y+1,=0 (2)

<9)� 031

BF
� 024� 024=xy+2,11z+A,=0 (3)
62

%=x� 031+y� 030+z� 031� 024l=0 (4)

$zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= x+ y + z = 0 � 030 (5)

De (2) y (3) se obtiene (z � 024y) (x - 2/1,) = 0. Surgen dos opciones: a) z = y; b) x = 2

1,. Si 2 = y, de (4) y (5) se obtiene el sigtema x� 031+ 2y� 031= 1, x + 2y = O, que posee

dos soluciones xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= q:� 0242� 024,y = i'L. en este caso (z = y) hay dos soluciones a

«/3 «/5

tr� 034_.1bp[-211)p[211j
nues o 1semaong1na,asa er = -� 024,-� 024,� 024, = � 024,--� 024,-� 024.

' ~/3 «/5 J6 2 J5 J3 J3

Regresando a la opcién b), si x = 2 /1,, de (1) y (2) se obtiene que (y - x) (z � 024x)= 0.
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De donde 6 y=x 6 z = x. En el primer caso nuevamente las ecuaciones (4) y (5)

dtdl. p£112jp(112jd1
nos ano ras os so ucrones = � 024,� 024,-*� 024, = --,� 024-� 024,� 024y e

� 031J3 J3 J3 � 030J3 J3 J3

dbt p(211jp[211jD
se un o o enemos = -� 024-,� 024,-� 024, = � 024,--� 024,� 024� 024. e nuevo

g � 031 J3 J3 J3 ° J3 J3 J3

observamos que el conjunto S que impone las restricciones al dominio f es la

interseccion de la esfera x� 031+ y� 031+ z� 031= 1 con el plano x + y + zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1. Entonces es un

circulo, el cual es acotagio. Debe entonces haber un méximo y un minimo entre los

puntos localizados. Observando que f(pl )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=

x(p3)=r(p,)=-L,/(p2)=x(p..)=/(p6>=� 024L,concluimos que la
3J3 3J3

funcron trene maxrmos en p2, p4, p5(1guales a W y rmrumos en p1, p3, p5 (1guales

1
a - j).

3J3

El libro didéctico no presenta ilustraciones para que tanto el estudiante como el

profesor tengan una aprehensién perceptiva de la técnica utilizada. Ademzis, el autor

presenta un discurso matemético formal priorizando solo los procedimientos

algebraicos, los tipos de tareas son los mismos.

Podemos a}401nnarque el-libro didéctico no presenta diferentes técnicas, e1 bloque

tecnolégico-teérico y el tipo de tareas son las mismas provocando la aplicacion

directa de la teoria, las� 030técnicas son del mismo tipo. Esto sugiere que el libro

presenta, al igual que el primer libro analizado, una organizacién matemética

puntual. 3

En segundo Iugar estudio los Multiplicadores de Lagrange presentado en el libro

didéctico � 034Célculo.Varias variables" (Thomas, 2010). El objeto matemético

Multiplicadores de Lagrange se encuentra en el capitulo 14, seccién 14.8. Este libro

es utilizado por los estudiantes de Ingenien'a de Alimentos pues, es parte de la
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bibliogra}401abésica del silabo del curso Matemética III y por los profesores del

curso.

Antes de presenta; e1 método multiplicadores de Lagrange el autor presenta dos

tipos de tarea en que encuentra los valores extremos de funciones restringidas: la

técnica del primer tipo de tarea considera un problema donde un minimo con

restricciones se puede obtener eliminando una variable.

Tipo de tarea: Encuentre el punto P(x, y, z)de1 plano 2x y � 024z e 5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= O que esté

més cercano al origen.

Técnica:

WI = =

Sujeta a la restriccién: 2x + y � 024z� 0245 = 5

Puesto que PP� 030tiene un valor minimo siempre que la funcién,f (x, y, z) = x� 031+ y� 031

+ z� 031tenga un valor minimo, podemos resolver el problema si encontramos el valor

minimo de f(x, y, z) sujeto avla restxiccién 2x + y � 024z � 0245 = 0. Si consideramos a x

y y como las variables independientes en esta ecuacién y escribirnos z como z = 2x

+ y � 0245, nuestro problema se reduce a la obtencién de los puntos (x, y) en los cuales

la funcién h(x, y) =f(x, y, 2x + y � 0245) = x� 031+ y� 031+ (2x + y � 0245)� 031tiene sus valores

minimos. E1 criterio de la primera derivada nos dice que cualquier minimo que h

pudiera tener debe estar en puntos donde

»h;=2x+2(2x+y� 0245)(2)=0, hy=2y+2(2x+y� 0245)=0.

Esto nos lleva a

� 030 10x+4y=20, 4x+4y=10,

Y la sblucién es

: X = 2» J� 031=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 6

Podemos aplicar un argumento geométrico junto con el criterio de la segunda

derivgda para demostrar que estos valores minimizan h. La coordenada 2 del punto

correspondiente en el plano z = 2x + y � 0245 es

2 =2(§J+§� 0245=-2

3 6 6
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Por 10 tanto, el punto més cercano es representado por: P[%,%,� 024%).~Luego,

La distancia de P al origen es 5/ «/3 z 2.04.

La Tecnologia utilizada es el criterio de la primera y segunda derivada y la teoria

es la del célculo diferencial.

Tipo de Tafea: Encuentre los puntos del cilindro hiperbélico X� 031- z� 031- 1 = 0 més

cercanos al origen. y

Técnica 1: Buscamos los puntos sobre el cilindro que se encuentren més cercanos

al origen. Estos son los puntos cuyas coordenadas minimizan el valor de la funcién,

f(x, y, z) = x� 031+ y-� 031+ z� 031sujeta a la restriccién x� 031- 2� 031- I = 0. Si consideramos x y y

como variables independientes en la ecuacién de la restriccién, entonces z*� 031= x � 031-

1 y los valores def(x, y, z)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= x-� 031+ y� 031+ z� 031en el cilindro estén dados por la funcién.

h(x,y) =x� 031+y� 031+(x� 031-1)=2x� 031+y� 031-I

Para determinar los puntos sobre el cilindro cuyas coordenadas minimizan a j� 035,

buscamos los puntos en el plano xy cuyas coordenadas r}401iI1irr1izana h. E1 imico

valor extremo de h se presenta cuando.

hx=4X=0 y hy=2y=0

es decir, el puntozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(0,0) . Pero no existen puntos sobre el cilindro donde tanto x como

y se anulen. Sin embargo, segxin el criterio de la primera derivada obtuvo el punto

en el dominio de h donde h tiene un valor minimo. Por otro Iado, nosotros queremos

los puntos del cilindro donde h tiene un valor m1'nimo. Si bien el dominio de h es

todo el plano Jqy, el dominio del cual � 030podemos seleccionar las primeras dos

coordenadas de los puntos (x, y, z) sobre el cilindro se restringe a la � 034sombra� 035del

cilindro en el plano xy, la cual no incluye la banda entre las rectas x = -1 y x = 1,

ver }401guraN° 10.4 enla pégina 54.

Podemos evitar este problema si consideramos a y y z como variables

independientes (en vez de x y y), expresando x en términos de y y z como x� 031= z� 030+

I . Con esta sustitucién}402x,y, 2) = x� 031+ y� 031+ 2� 031se convierte en:
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k(y,z)=(z� 031+1)+y� 031+z� 031=1+y� 031+2z� 03

Y buscamos los puntos donde k asume su valor minimo. El dominio de k en el plano

yz concuerda ahora con el dominio en el cual seleccionamos las coordenadas y y 2

de los puntos (X, y, 2) sobre el cilindro. Por lo tanto, los puntos que minimizan k en

el plano tendrén puntos correspondientes sobre el cilindro. Los valores menores de

k se presentan cuando

k,.=2y=0 y k,=4z=0.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O bien, y = z = 0. Esto nos lleva a y

x==z=+1=1, x=i:I.

Los puntos correspondientes sobre el cilindro son (dz 1, 0, 0). Podemos ver en la

desigualdad.

k(y, z) = I +y2+2z� 03121

que los puntos (il, 0, 0) dan un valor minimo de k. También podemos ver que la

distancia minima del origen a un punto en el cilindro es una unidad.

Afmnamos que como parte de esta técnica el autor muestra una ilustracién de tal

manera que propicie en el lector la conversion del registro algebraico al registro

gré}401cocon apoyo del discurso realizado por el autor. Dejemos claro que esta

conversion no es la que perrnitiré movilizar conocimientos ni construir nuevos

conocimientos, es decir, no tiene un costo cognitivo por parte del estudiante.

Técnica 2 (Multiplicadores de Lagrange): Otra manera de encontrar los puntos

sobre el cilindro més cercanos al origen es imaginar una peque}401aesfera, con centro

en el origen, que crece como una burbuja dc jabén hasta tocar al cilindro. En cada

punto de contacto, el cilindro y la esfera tienen el mismo plano tangente y la misma

recta normal. Por lo tanto, si la esfera y el cilindro se representan como la

super}401ciesde nivcl que se obtienen iguala.ndof(x, y, 2) = x� 031+ y� 031+ z-� 031- a� 031y g(x, y,

z) = x� 031- z� 031- 1 a cero, entonces los gradientes Vf y Vg serén paralelos cuando las

super}401ciesse toquen. Por lo tanto, en cualquier punto de contacto debemos

encontrar un escalar 7» (� 034lambda� 035),cal que \7= 2. Vg,

o bien,

2xi + 2yj + 22k = /1(2xi � 024Zzk).
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Asi, las coordenadas x, y y 2 de cualquier punto de tangencia tendrén que satisfacer

las tres ecuaciones escalares I

2xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 21.x, 2y = 0, 2z = -22.2.

g,Para qué valores de 1 ocuxriré que un punto (x, y, z), cuyas coordenadas satisfacen

estas ecuaciones escalaxes, se encuentre también sobre la super}401ciex� 031- z� 031- 1 = 0?

Para contestar esta pregunta aplicamos nuestro conocimiento de que� 031ning}401npunto

sobre la super}401cietiene una coordenada x nula para concluir que x #0. Por lo tanto,

2x=2/l.xsélosi2=2/L o /1=I.

Para 1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1, la ecuacién 2x = -2).z se convierte en 22 = - 22. Si esta ecuacién se

satisface también, z debe anularse. Puesto que y =- 0 también (de la ecuacién 2y =

0), concluimos que todos los puntos que buscamos tienen coordenadas de la forma

(x, 0, 0).

¢;Cuales puntossobre la super}401ciex� 031- 2� 030= I tienen coordenadas de esta forma? Los

puntos (x, O, 0) para los cuales.

x� 031-(0)� 031=1,x� 031=1,o x=a:1.

Los puntos sobre el cilindro mas cercanos al origen son los puntos (i 1, 0, 0).

La Tecnologia utilizada es el criterio de la primera y segunda derivada y la teoria

es la del calculo diferencial.

Bloque Tecnolégico - Teérico

Teorema del gradieute ortogonal Suponga que f(x, y, 2) es derivable en una

regién cuyo interior contiene una curva suave C : r(t) = g(t) i + h (t) j + k (t) k.

Si Po es un punto de C donde f tiene un maximo 0 un minimo local relativo a sus

valores sobre C, entonces Vf es ortogonal a C en Po.

Corolario. En los puntos de una curva suave r(t) = g(t)i + h(t)j, donde una

funcién derivable f(x, y) asume sus maximos y minimos locales en relacién con

sus valores en la curva, W. v = 0, donde v = dr / dt. V
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La tecnologia presentada por medio del teorema es la justi}401caciénde la técnica,

método de los multiplicadores de Lagrange.

El método de multiplicadores de Lagrange

Suponga que f(x, y, z) y g(x, y, z) son derivables y que Vg qé O cuando g (x, y, z)

= 0. Para determinar los valores méximos y minimos locales de f sujeta a la

restriccién g(x, y, 2) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 (si ésta existe), se obtienen los valores de x, y, z y 7» que

satisface en fonna simultanea las ecuaciones. '

Vf= «Wg y g(x: y. 2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0 (1)

Para funciones de dos variables independientes, la condicién es similar, pero sin

la variable z.

Después de presentar el libro didéctico la justi}401caciénde la técnica, contin}401a

mostrando tipos de tarea para resolverlas con la técnica Multiplicadores de

Lagrange.

Tipo de tarea: Obtenga los valores mayores y menores que toma la funcién. f(x, y)

= xy sobre la elipse

£8: + y72 = 1 .

Técnica: Queremos encontrar los valores extremos de f(x, y) = xy sujetos a la

restriccién.

x2 2

g(x,y) =?+y?� 0241=0

Para hacerlo, primero hallamos los valores de x, y y 7». para los cuales

Vf= AVg y g(x, y) = 0.

La ecuacién del gradients en las ecuaciones (1) nos da yi + 3:] = Ext� 031+ /lyj, de

donde obtenemos,

2

y=%x, x = 1y, y y = %(1y)=/17y,

De manera que y = 0 o A = :I: 2. Ahora consideraremos estos dos casos.
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Caso 1: Si yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 0, entonces xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= y = 0. Pero (O, 0) no esté en ia elipse. Por lo tanto, y

5:5 0.

Case 2:Si y 1': 0, entonceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX = :2 y x = }402y.Al sustituir esto en la ecuacién g(x, y)

= 0, tenemos:

£t"� 030)):+y?2=1,4y2+4y� 031-=8y y= 1-]

Por lo tanto, la funci6nf(x, y) = xy toma sus valores extremos sobre la elipse en los

cuatro puntos ($2, 1), (i2, -1). Los valores extremos son xy = 2y xy = -2, como se

A muestra en la }401guxaN° 10.1, en la pégina 53.

El libro didéctico presenta una ilustracién para que tanto e1 estudiante como el

profesot tengan una aprehensién perceptiva de las curvas dc nivel de la }401mci

objetivo representada por f (x, y) = xy, de las restricciones representadas pox

g(x, y) = J; + g � 0241 = 0, de los puntos y del comportamiento de las }401mcion

gradientes respectivas. Ademés, e1 autor presenta un discurso matemético para que

el lector relacione la ilustracion e identi}401quealgunos elementos presentados, por

ejemplo, Ias curvas de nivel, en la ilustracion con la técnica utilizada.

A}401rmamosque como parte de esta técnica el autor muestra una ilustracién de tal

manera que propicie en el lector la conversion del registro algebraico a1 registro

-gré}401cocon apoyo del discurso realizado por el autor. Dejemos claro que esta

conversion no es la que permitiré movilizar conocimientos ni construir nuevos

conocimientos, es decir, no tiene un costo cognitivo por parte del estudiante

. Discursivo matemzitico del autor del libro didsicticoz Las curvas de nivel de la

funcién f(x, y) = xy son las hipérbol-as xy = c. Cuanto més lejos estén las hipérbolas

del origen, mayor seré el valor absoluto de f. Queremos obtener los valores

extremos de f(x, y), dado que el punto (x, y) también esté en la elipse x� 031+ 4y2 =8.

¢;Cuéles hipérbolas cortan a la elipse que se encuentra mas lejos del origen? Las

hipérbolas que apenas rozan a la elipse, aquellas que son tangentes a ella, son las

més lejanas. En estos puntos, cualquier vector normal a la hipérbola es normal a la

elipse, asi que Vf = yi + xjy es un m}401ltiplo(A = :2) de g = (x/4) i + yj. En el punto

(2, 1), por ejemplo.
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Vg=li+j, y Vf=2Vg.

VfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= i + 2j, 2

En el punto (-2, 1),

Vg=� 024li+j,y Vf=-� 0242Vg.

Vf = i - 2j, 2

Tipo de tarea: Determine los valores méxjmos y minimos de la funcién f(x, y) =

3x + 4y sobre la circunferencia x� 031+ y� 031= 1.

Técnica: Método dc multiplicad_ores de Lagrange con f(x, y) = 3x + 4y, g(x, y) =

x� 031+ y� 030- 1. Y buscamos los valores de X, y y y A. que satisfacen las ecuaciones

Vf =}.Vg :3i+4j=2x1i+2y/ij

g(x,y) =0:x� 031+y2� 0241=0

La ecuacién gradientes en las ecuaciones (1) implica que 9» ¢ 0 y resulta.

,, _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 _ 2
21� 031y /1

Estas ecuaciones nos dicen, entre otras cosas, que x y y tienen el mismo signo. Con

estos valores para x y y, la ecuacién g(x, y) = 0 da

2 z

1) + E -1 = O,

2). /1

De manera que

12+-4� 0242=1,9+16=4}402.2_.4,12 =25 y 2. =i§
4/1 A 2

Por lo tanto: '

5 ,,=i=J_,§, y = Edi,
22 5 1 5

Yf(x, y) = 3x + 4y tiene valores extremos en (X, y) = t (3/5, 4/5).

A1 calcular el valor de 3x + 4y en los puntos i (3/5, 4/5), vemos que Sus valores

maiximos y minimos sobre la circunferencia x� 031+ y� 031= 1 son

3 3 +4 3 =� 0242§=s 3 3 +4 -3 =� 0243§=� 0245
5 5 5 5 5 5

Y
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Discursivo del autor del libro didactico: Las curvas de nivel def(x, y)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 3x + 4y

son las rectas 3x + 4y = c. Cuanto més lejos se encuentran las rectas del origen,

mayor seré el valor absoluto de f. Querernos encontrar los valores extremos def(x,

y), dado que el punto (x, y) también esté sobre la circunferencia x� 031zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ y� 031=1 . g,Cuéles

de las rectas que cortan la circunferencia se encuentran mas lejos del origen? Las

rectas tangentes a la circunferencia son las mas lejanas. En los puntos de tangcncia,

cualquier vector normal a la recta es normal a la circunferencia, de manera que el

gradients Vf= 3i + 4j es un m}401ltiplo(X = 2!: 5/2) del gradiente l7g = 2xi + 2yj. En

el punto (3/5, 4/5), por ejemplo.

Vf=3i+4j, Vg=§i+§j y Vf=� 0245-Vg.

5 5 2

El libro didéctico presenta otra técnica justi}401cadapor la misma tecnologla y la

misma teoria. La técnica 3 es Multiplicadores do Lagrange con dos

restricciones. I

Muchos problemas nos exigen encontrar los valores extremos de una funcién

derivable f(x, y, z) cuyas variables estén sujetas a dos restricciones. Si las

restricciones son

gi(x,y,2)=0 y g2(x,y,z)=0

y g; y g2 son derivables, y Vg1 no es paralela a Vgz, obtenemos los minimos y

méximos locales con una restriccion de f lntroduciendo dos multiplicadores de

Lagrange I. y 11. Es decir, localizamos los punto P(x, y, z) donde fasume sustvalores

extremos con una restriccion, obteniendo los valores de x, y, z, A y y que satisfacen

sirnulténearnente las ecuaciones. .

Vf = N3, + W32, g. (M, Z) = 0: 1%; (Hz) = 0 (2)

Tipo de Tarea: El plano x + y + z = I corta a1 cilindro x� 031+ y� 031= 1 en una elipse.

Encuentre los puntos sobre la elipse que se encuentran més cercanos y mas lejanos

del origen.

Técnica 3: Obtenemos los valores extremos de f (x, y, z) = x� 031+ y� 031+ 2� 031I

El cuadro de la distancia de.(x, y, 2) al origen sujeta a las restricciones.

g;(x,y,z)=x� 031+y� 031-1=0 (3)
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g2(x,y,z)=x+y+-z� 0241=0 (4)

La ecuacién de gradientes de las ecuaciones (2) nos da entonces

Vf= /1 Vg/ + p Vg;

Zxi + Zyj + 221: = A(2xi + Zyj) + ;1(i +j + k)

2):!" + 2yj 4- 22kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (23,: + p)i + (2/ly + ,u)j + [116

O bien

2x-2/1x+,u,2y=2).y+p,2z=,u (5)

Las ecuaciones escalates de la ecuacién (5) generan

2x=2zl.x+2z� 024� 024)(1-/1)x=z, (6)

2y=2/?.y+2z� 024)(I-/1)y=z.

Las ecuaciones (6) se satisfacen simulténeamente si� 0301 = 1 y z = 0, 0 A aé I yx = yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= z/ (I - 1.).

Si z = 0, al resolver las ecuaciones (3) y (4) en forma simulténea para obtener los

puntos correspondientes sobre la elipse, obtenemos los dos puntos (1, 0, 0) y (0, 1,

O).

Si x = y, entonces las ecuaciones (3) y (4) nos dan

x� 031+x� 031� 024I=0 x+x+z-1=0

2x� 031= I z = I � 0242x

2

x = ii/2: z = 1 1 \/5

Los puntos correspondientes sobre la elipse son:

1q=[%,g,1� 024~/5} 1g'=[__� 030§,_.� 0302r3,1+~/5}

Sin embargo, debemos tenemos cuidado. Si bien P1 y P2 dan méximos locales de f

sobre la elipse, P2 esté més alejado del origen que P1.

Los puntos sobre la elipse més cercanos al origen son (1, 0, 0) y (0, 1, 0). El punto

sobre la elipse més lejano del origen es P2. .

Después de un anélisis didéctico de los dos libros de texto utilizados tanto por los

profesores como por los estudiantes de Ingenieria de Alimentos de la Facultad de
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Ingenieria Pesquera y de Alimentos a}401rmoque el libro de Célculo, varias variables,

' del autor George Thomas, Jr. la décimo segunda edicion del 2010 presenta una

organizacién matemética local. El autor utiliza diferentes tipc-s de tarea pero una

misma técnica y una misma tecnologia y teoria, resaltamos qua este libro presenta

dos diferentes registros de representation semiética, el registro gré}401coa manera de

ilustracién, pero da prioridad al registro algebraico.

El discurso matemético utilizado por el autor es simple en el sentido de tener

formalidad matemética. Por el contrario, el autor Pita Ruiz, segundo libro analizado

titulado Calculo Vectorial, primera edicién, 1995 acude menos a los registros

gré}402cosy mas al registro algebraico que el primer autor. Ademés, el discurso

matemético utilizado es formal y presenta algunas demostraciones mateméticas.

Anélisis estadistico

Presentaremos en esta seccién el anélisis de la informacién proporcionada por los

datos recolectados de la préctica calj}401caevaluada a dos grupos de estudiantes de .

Ingenieria de Alimentos, llamados de ahora en adelante, gmpo0l y grupo 02.

Fueron evaluados 39 y 37 estudiantes respectivamente.

La préctica cali}401cadatuvo dos partes: una actividad y una situacién problema,

cada una tuvo su matriz dc evaluacién (véase el cuadro 9.1, en la pégina 49) cuyos

items fueron construidos en escala Likert y tomando en cuenta las dimensiones de

nuestra variable independiente.

En la tabla N° 9.2,en la pégina 45, mostramos los resultados obtenidos en la practica

cali}401cadacorrespondiente al grupo0l, este grupo de estudiantes estudié el tema

matemétioo Multiplicadores de Lagrahge con el libro de enfoque formal cuyo autor

es Pita Ruiz (1995). Podemos a}401rmarque aun teniendo un porcentaje mayor al 50%

de aprobados, el promedio es menor tie ll (nota desaprobatoria) ademés, los datos

se alejan de la media 13, 41 unidades, es decir, las cali}401cacionesestén

concentradas entre [7, 14], los datos son homogéneos.

En la tabla N° 9.3, en la pégina 45 mostramos los resultados obtenidos en la préctica

cali}402cadacorrespondiente al grupo02, este grupo de estudiantes estudio el tema
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�030 " � 031

. . . . . .
mateméuco Multlphcadores de Lagrange con el 1lbI'0 de enfoque dldactlco cuyo

autor es Finney & Thomas (1999). A}401rmamosque aun leniendo un porcentaje del

100% de aprobados, el promedio es menor a 14 ademas, los datos se alejan de la

media :1, 73 unidades, es decir, las cali}401cacionesestén concentradas entre [12,

. � 030
15], los datos son homogéneos tambxén. .

Asimismo, comparando los dos" grupos respecto � 030ala primera parte de la practica

cali}401cada,0 sea a� 030la actividad, conforme mostramos en la tabla N� 0359.4, en la pégina

46, a}401rmamosue la mediana del ru 0 01 es menor a la del grupo 02. En efecto,q 3 P

observamos en la }401guraN" 9. _1, en la pégina 47 las notas de la actividad respecto al

grupo01 es~més disperso que_ las;del grupo 02.-_..E| 50,%� 030délas cali}401cacionesdel

grupo 01 se encuentra entre 03 y 05 pero, e1 50% de las cali}401cacionesdel grupo 02

se encuentran entre 06 y 07. V

Ademas, e1 75% de las cali}401cacionesson menores a 05 en� 031elgrupo0l y en el grupo

02 e1 75% de las cali}401cacionesson menores a 07. La Mediana del grupo 02 se ha

A
incrementado respecto al grupo 071. L0 que nos pennite a}401rmarque el desempe}402o

de los estudiantes, respecto de la-actividad, del grupo 02 es mejor que los del grupo

01, cabe resaltar que el grupo 02- estudi6_con el libro de enfoque didéctico, el cual

presenta una organizacién matemética local y diferentes tipos de tarea.
.

Esto nos permite veri}401carnuestras hipétesis especi}401cas,es, decir, (1) La didéctica

del contem'do:de1 Teorgma de Lagrange en los libros de matematica III depende de

su Organizacién Matelmatica desde la postura de la Teoria Anlzqpolégica de lo

Didactico y (2) La-comprensién del estudiante del Teorema d_e Lagrange depende

de la organizacién matemética de los textos de Matematica III-utilizados.

Del mismo modo, cqmparando los -dos grupos respecto a'la segunda parte de la

préctica cali}401cada,o éea la situacién problema, conforme-niostramos en la tabla N°

9.5, en la pagina 46 af1nnamos� 030quela mediana del grupo 0] es menor a la del grupo

02. i� 030 9 � 034

En efecto, observamds en la }401guraN° 9.2, en la pagina 47 las notas de la situacién

problema respecto al grupo� 030� 034O1es més disperso que las del grupo 02. El 50 % de
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Este grupo de estudiantes estudié el tema matematico Multiplicadores de Lagrange

con el libro de enfoque didéctico cuyo autor es Finney & Thomas (1999).

Asimismo, comparando los dos grupos respecto a la primera parte de la préctica

cali}401cada,0 sea a la actividad, el 50 % de las cali}401cacionesdel grupo 01 se

encuentra entre 03 y 05 pero, el 50% de las cali}402cacionesdel grupo 02 se

encuentran entre 06 y 07.

Ademas, el 75% de las cali}401cacionesson menores a 05 en el grupo01 y en el grupo

02 e1 75% de las cali}401cacionesson menores a 07. La MedIana del grupo 02 se ha

_ inctementado respecto al grupo 01. Lo que nos permite a}401rmarque el desempe}401

de los estudiantes, respecto de la actividad, del grupo 02 esmejor que los del grupo

01, cabe resaltar que el grupo 02 estudié con el libro de enfoque didéctico, el cual

presenta una organizacién matemética local y diferentes tipos de ta.rea.

Esto nos permite veri}401carnuestras hipétesis especi}401cas,es decir, (1) La didéctica

del contenido del Teorema de Lagrange en los libros de matemética III depende de � 0

su Organizacién Matemética desde la postura de la Teoria Antropolégica de lo

Didéctico y (2) La comprensién del estudiante del Teorema de Lagrange depende

de la organizacién matemética de los textos de Matemética III utilizados.

Del mismo modo, comparando los dos grupos respecto a la segunda parte de la

préctica cali}401cada,0 sea la situacién problema, a}401rmamosque el 50 % de las

cali}401cacionesdel grupo 01 se encuentra entre 03 y 08 pero, el 50% de las

cali}401cacionesdel grupo 02 se encuentran entre 06 y 08.

La Mediana del grupo 02 se ha incrementado respecto al grupo 01. Lo que nos

permite a}401rmarque el desempe}401ode los estudiantes, respecto de la situacién

problema, del grupo 02 es mejor que los del grupo 01, cabe resaltar que el grupo 02

éstudié con el libro de enfoque didéctico, el cual presenta una organizacién

matemética local y diferentes tipos de tarea.

Esto nos permite veri}401car,nuevameme, nuestras hipétesis especi}401cas,es decir, (1)

La didéctica del contenido del Teorema de Lagrange en los libros de matemética

III depende de su Organizacién Matemética desde Ala postura de la Teoria
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Antropolégica de lo Didéctico y (2) La comprensién del estudiante del Teorema de

Lagrange depende de la organizaciér. rnatemética de los textos de Matemética III

utilizados.

Finalmente, respecto a la nota de la pxérztica cali}401cadade ambos grupos, a}401rmamos

que el grupo 02 esté aprobado y presenta mejor resultados que el grupo 01. La

Mediana del grupo 02 se ha incremenlado respecto al grupo 01. Lo que nos permite

a}401rmarque el desempe}401ode los estudiantes en la préctica cali}401cadadel grupozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA02

es mejor qu_e los del grupo O1, cabe resaltar que este Liltimo grupo estudié con el

libro de enfoque formal.

Para terminax, podemos a}401rmarque cumplimos con el segundo objetivo especi}401co

de nuestra investigaciép, evaluar la ccmprensién del estudiante de Matemética III

del Teorema de Lagrange dependiendo de la organizacién matemética de los textos

utilizados.
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VII. DISCUSION

La descripcién de la organizacién matemética de acuerdo con Chevallard (1991)

presente en torno al tratamiento de los conceptos involucrados en el Teorema de

Lagrange de funciones de dos variables del proceso dc estudio de los dos textos

permitir� 031)conocer las précticas mateméticas asociadas a estos conceptos en

estudiantes de la carrera de Ingenieria Pesquera y de Alimentos.

En el tratamiento del Teorema de Lagrange de }401mcionesde dos variables en los

textos, siguiendo a Xhonneux (2011) se identi}401caronun tipo de tarea principales

relacionadas a las cuestiones de estudio surgidas en la organizacién matemética en

el proceso de estudio de los textos analizados también se presentaron las técnicas

para resolver estas tareas.

Basados en Gonzales (2014) y luego del anélisis de los libros presentados por los

autores Finney, R. y Thomas, G (1999) y Pita Ruiz (1995) a}401rmamosque de

acuerdo al primer criterio de anallisis: Sobre el tratamiento del objeto de estudio

Teorema de Lagrange de funciones de dos variables reales, encontramos que se ha

identi}401cadoel uso de una concepcion: modelizacién matricial.

De acuerdo al segundo criterio de anélisis: Sobre los tipos de tareas presentes en

Teorema de Lagrange de funciones de dos variables. Encontramos que de acuerdo

a las tareas encontradas encontramos 2 Tipos de tarea, seis técnicas y una solo teoria

y tecnologia.

En resumen, gracias a1 punto de vista que nos proporciona nuestros criterios de

anélisis, observamos que la organizacién matemética que presentan los textos

separa el estudio clésico de las relaciones funcionales.

Con el anélisis de los libros, es decir con la organizacién matemética que esta

inmersa en el contenido del Teorema de Lagrange de funciones de dos variables,

pudimos encontrar o de}401nirun conjunto de pasos que forman La técnica, la cual

nos da pistas de como mejorar la organizacion didéctica del libro, porque nos ayuda

a identi}401carque tareas y técnicas no estén presentes en los textos.



Por lo tanto, a}401rmamosque respondemos nuestra pregu}401tade investigacién puesto

que la Organizacién Matemética que se presenté en la organizacién didéctica del

Teorema de Lagrange de funciones de dos variables en los textos no es adecuada

para el aprendizaje de esa nocién matemética para la carrera de Ingenieria Pesquera

y de Alimentos.

Sin embargo, resaltamos que la comprensién del estudiante del Teorema dc

Lagrange depende de la organizacién matemética de los textos de Matemética III

utilizados por los docentes y estudiantes,
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FIGURAN°9.1

CALIFICACIONES DE LA ACTIVIDAD EVALUADA SOBRE 12.
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FIGUR.AN°9.2

CALIFICACIONES DE LA sITUACI(')N PROBLEMA EVALUADA SOBRE 08.
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FIGURAN°9.3

CALIFICACIONES DE LA PRACTICA CALIFICADA EVALUADA SOBRE 20.
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;, FACULTAD DE |NGEN|ERlA PESQUERA Y DE ALIMENTOS

g ESCUELA DE INGENIERIA DE ALIMENTOS

~ CURSO: MATEMATICA Ill

ApellidoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy r4ombre:___ 

Cédigo: _

Semestre 2017-A

~ ACTIVIDAD 1

0) Se muestran un mono de conforno de ICI funcién f y una curva cuyo

represenfocién es dado por g(x,y) = 1. Es}401meelva|or minimode fsujefa

0 laresfricciénrepresentadcu por g(x,y)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1. Justifique sus conjefuros.

V� 030?-7 1"� 034� 030J" � 030 �030 � 030� 031� 030� 030V:'� � 030;� 030''"'77" 37
T� 030W L � 034Li� 030".?� 031_".'I' 3" ~_+_'i� 031f?Z!f..['� 0351:1§'.!'J

_f.,,l,_1_% {1.|..t_11;1,_ 4. .11 »[._.(1,L1� 030..+
.2 ' 1 ., P7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, _� 030.,� 030,;.i_� 030..,,

V� 031 f,� 031

J. !;._l 1, ,,1� 030,_� 034_!._,.� 030_..� 030...I, 74.. .,.,_ .,,.: � 030L.T.._

C� 031Ci'_'.� 030§1' [f _§',+"_� 035_";_� 035_.:"7.',:.7:"I_ '[.|j"i'_
+_;__~ �030 .14.- 4..., 1 ,_.

I, .� 031

� 031""� 030� 034""_{"3_'f ' T":'"� 031§.'.i,i_". 7' 1� 030� 0343;""jT§.'.'� 030i7f._-_"I'ij.<._Ll"
L� 030j";� 0301_1.I; _ 7C'17.� 031}_'1_,. I, 1. __j.,T1 1.1

,,.,.§ J � 0301.-. <1 .14.� 030.l, ,. ..1,.,L _§..; _ V .1 LL .� 030_,..1..
2.1..;...:..--._.1. .,~ 1.,/|__;. J. 1...I._.1;_t_

 M1
4% D~D~=D»:D<~Pm~1JL

1 ,, , - J__ r.T,]1 . � 030_¥,,� 030,_:

fr-;"~� 030:;~'1.� 031~1 : ?-i~-1»� 034H«T� 024i-

b) Cclcule el volor minimo de lo funcién f(x_ y) = x2 + (y � 0242)2si (x,y) son

puntos de la funcién xz � 024yz = 1.

c) Compare sus respuesfos con las del inciso cu). éQUé puede a}401rmar?
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CUADRO N� 0349.1

RUBRICA DE LA EVALUACION PARA LA ACTIVIDAD 1

°'*"*.� 031-:4:-L� 031 .� 254� 031� 035 � 031
Entlende el Asodaconpredsién Asociaoonpmcissonna maaeonpireasion Na eontestala

slgnl}402cado del todosloselamentns del mayoria delos algunos elementos pregunta a)

Método do LaGranga gré}401eownlos elementos elementos delgm}401co delgré}401moanlos planteada

algebraloas del Método con los eiementos elementos '

de LaGrange algebraieos del Método algebralcos de1 _

de LaGranga Método de Lasranga

Utlnza la técnica Justi}401catodossus Justi}401calamayoria de Justi}401malgunos de Nwusti}401cala

presenlada en el procedimientos enei susprocedimientos en sus pmcm}401mlenlos técnica para

Método an Laomnge momentoda usarla elmornento do ussrla an elmcmento de resolverlatarea

para resolvor Ia técnica para rasdiverla técnica para rasorverla usarlatécnira para

tam. varea tarea resotver Ia mnaa

Rs.-conoce quela aplizzporesailo. Exn!ica.poresa1ta� 030aExpncmporescrito. No contestala

pregunta a) y la) deta}402adamenleIas grandes rasgos las pardalmente las pregunta c)

resueivan elmlsmo slmiiaridadssas Ias similaridades dalas slm}402aridadesdelas planleada

problema. pregunras a) y b) pregunta: a) y b) pregunlas a)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy b)

PROBLEMA 1

Una empresa produce un solo producto en dos plantas diferentes.

Sean q1(respecfivomen1e<12) el nomero de productos fabricados en la

primera (respec}401vomenielo segundo) planta de lo fébrico. El costo de

produccién de cada planta se do por lo funcién C,(q1)=200+6q1+

0,03qf para la primera fébrico y por Cz(qz) = 150+ 10q2+ 0,02q§ para la

segundo fébricc. Lo compo}401ioquiere entregar 100 unidades de su

producto. El costo de trcnsferencia por producto fobricczdo es de 4 soles

"desde la primera fébricc y 2 soles desde lo segundo fdbricc hacia un

supermercodol

0) gQué cantidades (Ix y <12 minimizcmelcos1o1otol2

b) gcuél es (aproximadamente) el valor m inim o del cos1o total, si la

empresa quiere entregor 101 unidades en Iugar de 1002
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CUADRO N� 0349.2

RUBRICA DE LA EVALUACION PARA EL PROBLEMA 1

ldentl}402calos Repnasenla Represents Represent: Represent:

elementosdel eonectamenle todas las oorracramente Ia inoorradamente la inwrredamente

Teomna do Ios funciones: funcion funcion objetivo y la funcién restriccion la funddn

Multlpllcadoros do objetivo, funclén objetivo funcibn raslriocién. restriocibn y

Lagnngo en el y funcién a optimizar . funcién a

problema planteado �030 optimizer

Utilln la técnicas Apli corrsctamente la Apii Ia mayoria de Apilca algunos de sus No utiliza

datunrllnadns por el técnica dada por el sus procedimientos en pmcedirnienios en el oorredamente la

Teororna dulos Teoremadelos elmomentodeusarla momentndeusarla técnicapara

Muhipllcadores de Mnl}401pficadoresde técnica para resolver Ia técnica mm resolver mower la tam

Lagrange Lagrange tarea Ia lama

5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 ¢



X. ANEXO

CUADRO N� 03410.1

MATRIZ DE CONSISTENCIA

PROBLEMA OBJETIVOS HIPOTESIS VARIABLES INDICADORES METODOLOGlA

,;La Organizacién Objetivo general Hipétesis general Variable dependiente.- Indicador:

Matemahca que Se Analizar la organizacién La Organimcién La (.:°".� 030pmnsl6ny Resultado de la Practica

presa.� 034., en la matemética que se Matemética que se aprendlzaje del cali}401cada

0� 030-gamzacmn resenta en la resenta en la Teorema de Lagrange

didéc}401ca del P nizadén didécti a gr anizacién didéctica del por parte de 105

Teorema de 3138 Tieorema Se Tegorema de Lagrange en esmdiames dc

Lagrange en textos Lagrange en textos de los textos dc mateméticas -lngenieria dc Alimentos

de Matemé}401ca111 Matemética 111 am la III ara la carrera de dependen,� 030 de la Mt d l ' M' t

es adecuada para 61 camera de Ingeniiria de Ingesieria de Alimentos OrganizaciénzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB 0 O ogla 1X a.

aprend1zaje de esa Alimentos y S� 034impacto no es adecuada Pam la Matemét1ca.delos1|bros

nocién mammética en la comprensién del comprensiényaprendizaje dc Mateméuca m" � 031

gm� 035!a Pane� 035Se estudiante de de esa nocién matemélica
ngemena e . .

Alimentos? Mateméma 1"" 3:r]:ac::r::::eeIS:|::::::: Variable [ndicadm-es;

d°A1im°m°5v V mdependleme}401 0 Tareas en forma

Objetivos Especi}401cos Hipmesis especimas: lr}401ueméticaorgzraiéacizg 3; bien

- I en: ca as,

' Date}-mmar en qué I La didéctica del presenta en la . Técnicas esbozadas
med1da los textos de . . . .d, � 030
Mmmética In am contemdo del Teorema orgamzaclén d1 acuca y elaborada

la P de de Lagrange en los del Tcorema dc

°a"m libros de matematica Lagrange en los textos



Ingenieria de III depende de su de matemé}401casIH para Tecnolo Ea Sim le

Alimentos cumplen Organizacién la carrera de Ingenieria f 1 g P y

con la Organizacibn Matemética desde la de Alimentos. 0� 030-ma� 031

Matemética desde la postura de la Teorla

postura de la Tcotia Antropolégica de lo

Anrropolégica de lo Didéctico.

Didéctico en relacién

al estudio del - La comprensién del

Teorema de estudiante del Teorema

Lagrange. de Lagmnge depende

de la organizacién

0 Evalua: la matemética de los

comprensién del textos de Matemética

estudiante de III utilizados.

Matemética III del

Teorema de LagrangezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' dependiendo de la

organizacién

matemzitica de los textos

utilizados.
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FIGURA N� 03410.1

VALOR MAXIMO Y MiN1M0
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Fuente: Pita, Célculo, 2015

FIGURA N� 03410.2

REFRESENTACION DE LA ELIPSE YDE LA FUNCI[3N DISTANCIA
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Fuente: Pita, Célculo, 2015



FIGURA N� 03510.3 '

REPRESENTACION DE LA CURVA C

i� 0= = >'

 B

y _

,.-""".\� 030� 02x� 031+y2=l
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Fuente: Pita, Célculo, 2015

' FIGURA N� 03410.4

APREHENSION PERCEPTIVA DEL CILINDRO HIPERBOLICO

El cilindro hiperbélico xz - zz = '1

En esta pane, En esta parte.

2
x= Vz2+1 x=� 024VzZ+l

"; I 2� 031? f� 0303*?":� 034'

v
x ~s*� 031T%=7 V ~ K31� 030???_3_;___._-

:7 .9 9.2». .» 233%-
x = 1 ;z:¥;;,2,¢f x � 024-1

>3; "'53
. '7':

Fuente: Thomas, Célculo de una variable, 2010
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FIGURA N� 03410.5

APREHENSION PERCEPTIVA DE QURVAS DE NIVEL DE LA FIJNCION Y DE

' LA FUNCION RESTRICCION

)7

. = -2 xv = 2 . .

W x 2 Vf=1+2J

\\ I . � 031Vg = ,1, i + j

v� 031Vs. � 030
usl H111: x

V� 031� 030xua-\

 .. V x  

__ / \

xy � 0342 xy = .2

Fuente: Thomas, Csilculo de una variable, 2010
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