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RESUMEN

“PERTURBACION DE UNA ECUACION ABSTRACTA DE ONDA”
JESUS YUNCAR ALVARON
Junio-2021

Asesor:  Dr. Eugenio Cabanillas Lapa

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica

Encontramos la existencia y unicidad de la solucion del problema abstracto:

u"+Au+Lu=f en H
u(0)=u, ; en V
u'(0)=u, ; en H

donde Ay L son operadores lineales; f, u, y u,son datos dados tales que el

operador lineal A, esta definido por la terna {H,V;a(u,v)}, donde H , V son

espacios de Hilbert, la inmersion de V en H es densa y compacta, con la forma
bilineal a no negativa, aqui L representa una perturbacion del operador A,
mediante el método tedrico constructivo, inductivo-deductivo y empleando el
método de Faedo-Galerkin, el cual consiste en aproximarnos a la solucion
proyectando el problema original a espacios de dimension finita, determinamos la

unicidad de la solucion utilizando la desigualdad de Gronwall. Como resultado de
todo lo anterior se tiene que, al considerar u, € L” (O,T, D(A”Z)) y Uel” (O,T, H)

se obtiene la existencia y unicidad de la solucion del problema abstracto.
Concluimos que, bajo las condiciones consideradas y definidas para espacios de

Sobolev se demuestra la existencia y unicidad de la solucion del problema abstracto.

Palabras Claves:
Ecuacién de onda, método de Faedo-Galerkin, existencia de soluciones, unicidad

de solucién.



ABSTRACT

PERTURBATION OF AN ABSTRACT WAVE EQUATION
JESUS YUNCAR ALVARON
June-2021

Adviser: Dr. Eugenio Cabanillas Lapa

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

We find the existence and uniqueness of the solution of the abstract problem:
u"+Au+Lu=f en H
u(0) =u, ; en V
u'0)=u, ; en H

where A and L are linear operators; f, u, and u,, are given such that the linear

operator A, is defined by the triple {H,V;a(u,v)}, where H, V are Hilbert spaces,

the immersion of V in H is dense and compact, the bilinear form a is non-negative,
here L represents a perturbation of the operator A, using the constructive, inductive-
deductive and using the Faedo-Galerkin method, which consists of approaching the
solution by projecting the original problem to finite-dimensional spaces, we

determined the uniqueness of the solution using Gronwall’s inequality. As a result
of all the above, when considering u, € L”(0,T,D(A*)) and U, € L"(0,T,H) the

existence and uniqueness of the solution of the abstract problem is obtained. We
conclude that, under the conditions considered and defined for Sobolev spaces, the

existence and uniqueness of the solution of the abstract problem is demonstrated.

Key Words:
Wave equation, Faedo-Galerkin method, existence of solution, uniquesses of the

solution.



INTRODUCCION

Al modelar fenémenos de la Ciencia e Ingenieria surgen de manera natural
ecuaciones diferenciales parciales que, si consideran la evolucion en el tiempo del
fendmeno estudiado, son denominadas ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
de evolucion. Estas ecuaciones son muy frecuentes porque permiten conocer y
explicar el mundo que nos rodea: un mundo tridimensional que se transforma en el
tiempo.

Un modelo clasico y basico de EDP de evolucion es la ecuacion de onda:

u’—Au=0 en 2x[0,T]

mas condiciones de frontera y condiciones iniciales, que permiten describir el
comportamiento de una onda en determinado medio. Cuando el medio es
heterogéneo, el fenémeno ondulatorio es afectado (perturbado) en diversos
aspectos: amplitud, velocidad, temperatura, densidad, etc., lo que mateméaticamente
puede ser expresado mediante el sistema:
u'—Aau+a(x)u=f en Q=02x[0T]
(R)Ju=0; sobre X =7"x[0;T]
u(0) =u,, u(0)=u,; en Q2
que es una ecuacion tipica de onda, perturbada con un término lineal a(x)u.
Evidentemente, podemos considerar muchos otros sistemas perturbados de
evolucion, por ejemplo:
u"—A’u+a(x)u=f en Q=.02x[0,T]
(R,)su=0; sobre X =7"x[0;T]
u(0) =u,, u(0)=u;; en Q2



que es la ecuacion de vibraciones transversales de una viga, perturbada por el

término lineal a(x)u .

Motivados por estos ejemplos, investigaremos un modelo abstracto que abarque
todas las situaciones anteriores, y nos permita obtener la mayor cantidad de
informacion y resultados para una posterior interpretacion y uso. EI modelo de

ecuacion abstracta de onda perturbada que estudiaremos es:

u"+ Au+Lu=f en H
u(0) =u, ; en V (P)
u(0) =u, ; en H

donde Ay L son operadores lineales; f, u, y u,, son datos dados.

Considerando lo anterior, demostramos la existencia y unicidad de solucion del
problema abstracto (P), empleando el método de Faedo-Galerkin, el cual consiste
en aproximarnos a la solucion proyectando el problema original a espacios de
dimension finita.

Nuestro trabajo esta organizado en seis capitulos, en el primer capitulo realizamos
la descripcién de la realidad problematica, formulacion del problema, objetivos de
la investigacion y limitantes de la investigacion, en el segundo capitulo realizamos
los antecedentes, bases tedricas, conceptual y definicion de términos basicos, en el
tercer capitulo realizamos la Hipdtesis, definicién conceptual de variables y
Operacionalizacion de la variable, en el cuarto capitulo establecemos el tipo, disefio,
y metodo de la investigacion, en el quinto capitulo realizamos la estimativa, el
pasaje al limite, verificacion de las condiciones iniciales, la unicidad de la solucién
y los resultados obtenidos, en el sexto capitulo realizamos la contrastacién y
demostracion de la hipétesis con los resultados, y la contrastacion de los resultados

con otros estudios similares.



I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcion de la realidad problemética

La ecuacion abstracta de onda perturbada se considera como una generalizacion
de la ecuacion de onda. Una aplicacion especifica ocurre en fendmenos ondulatorios
que son alterados por una perturbacién en diversos aspectos: amplitud, velocidad,
temperatura, densidad, etc., ya sea a causa de efectos climaticos o producidos por
el ser humano, logrando cambiar las ondas en su posicion en el tiempo. Motivados
por esta problematica demostraremos la existencia y unicidad de solucion débil del

problema abstracto:

u"+Au+Lu=f en H
u) =u, ; en V (P)
u'(0) =u, ; en H

donde V es un espacio de Hilbert separable real, cuyo producto interno es

representado por ( : )V y lanorma | : |V , H esun espacio de Hilbert separable real,

cuyo producto interno es representado por ( , ) y la norma | : |H, V C H denso

H

y una inmersién V en H compacta, en consecuencia:
VoH=H oV’

siendo A un operador lineal, autoadjunto, simétrico, coercivo, y f una funcién
dada, ademas L:H —H es un operador lineal continuo y monétono, también

u:[0,T]=V es la funcién incgnita, con u, y U, datos iniciales dados, para esta



demostracion utilizaremos el metodo de Faedo Galerkin conjuntamente con la

teoria espectral para operadores autoadjuntos.

1.2 Formulacion del problema

Problema General
¢ Es posible garantizar la existencia y unicidad de solucién del problema abstracto

(P) en ecuaciones en derivadas parciales de evolucion de segundo orden?

Problemas especificos

¢Qué condiciones se debe establecer a los datos iniciales u, y u, para que el

problema abstracto (P) sea un problema general que engloba diferentes modelos?

¢Qué condiciones se debe establecer a los datos iniciales u, y u, para que exista

solucion del problema abstracto (P) ?

¢Qué condiciones se debe establecer a los datos iniciales u, y u, para que la

solucion del problema abstracto (P) sea Unica ?

1.3 Objetivos
Objetivo General:

Demostrar de la existencia y unicidad de solucion del problema abstracto (P) en

ecuaciones en derivadas parciales de evolucidn de segundo orden.

Objetivos Especificos:

Determinar condiciones adecuadas sobre los datos iniciales u, y u, para que el

problema abstracto (P) sea un problema general que engloba diferentes modelos.

Establecer condiciones adecuadas sobre los datos iniciales u, y u, para la

existencia de solucion del problema abstracto (P).



Analizar condiciones adecuadas sobre los datos iniciales u, y u, para que la

solucion del problema abstracto (P) sea Unica.

1.4 Limitantes de la investigacion

Teorico: Lainvestigacion, es del tipo tedrica y se tiene como limitante o enmarcada
dentro del Analisis funcional en Ecuaciones en derivadas parciales en Espacios de
Sobolev.

Temporal: No aplica.

Espacial: No aplica.

10



II. MARCO TEORICO
2.1. Antecedentes:

Internacional
Brezis (2010) en su libro titulado Analisis Funcional, Teoria'y Aplicaciones

estudio la ecuacion de onda para Q < R™ un abierto de frontera I’

u" — Aau =0 en Q:.Qx]O,oo[
u =0; sobre Z:Fx]o,oo[

u(0) =u, e H (2), U'(0)=u,el’(2); en Q

donde:

aZ
0x?

n

8=,
i=1

designa el laplaciano con respecto a las variables espaciales, t es la variable

tiempo y 4, u,, son funciones dadas. (p.213). Logrando demostrar la

existencia y unicidad de solucion débil, donde se considero la funcion:

u(x, t): Q x [0,00] = R.

Medeiros y Milla (1989) en su libro titulado Espacos de Sobolev estudiaron
la ecuacion de onda para Q un abierto limitado bien regular de R™ en el
cilindro Q= Q x]0,T[ siendo 0 < T < +co. La frontera lateral del
cilindro Q se representada por ), =T x |0; T[ , el problema consiste en
dados f € 12(Q), ug € H3(Q) y u,; € L?(Q) encontrar una funcion real
u = u(x, t) definida en Q, satisfaciendo las siguientes condiciones:

u” — Au = f en Q

u =0; sobre X

u0) =u,, u'(0)=u,; en Q

11



considerando estimativas a priori y la desigualdad de Gronwall (p.171)

lograron demostrar la existencia y unicidad de la solucién débil del problema.

Cerdon (2018) desarrollo de forma numérica una ecuacion diferencial parcial
hiperbdlica: La ecuacion de onda. Ciencias, 2(1), 59-65. En este trabajo de
investigacion se estudio la ecuacion de la onda, sus condiciones de frontera 'y

su dominio para finalmente realizar la solucion numérica de esta ecuacion.

Melgarejo, Gonzales, y Ramirez (2013) solucionaron la ecuacion diferencial
parcial de una membrana vibrante mediante Maple y MatLab. Lat. Am. J.
Phys. Educ. Vol, 7(4), 609. En este trabajo, se presenta la solucion exacta de
la ecuacion diferencial parcial de una membrana vibrante dependiente del
tiempo y su simulacién en Maple y MatLab. Esta simulacion puede ser
utilizada como herramienta didactica para el estudio del fenémeno fisico de
propagacion de ondas en una membrana circular; asi mismo puede utilizarse
para despertar el interés por el estudio de las ecuaciones diferenciales
parciales y sus aplicaciones.

Nacional

Pon Quispe (2013) con su tesis titulada “Estudio de una Ecuacién de onda no
lineal que modela una actividad del cerebro”, en la cual se estudia la ecuacion
de onda no lineal que modela la actividad neuronal del cerebro, determinado
por el siguiente problema:

u.-aAu=a(u,p)u+b(u,p,p,), (tx)e[0,+x[xQ
u(0,x)=1u,,u, (0,x)=u, Xe
u=0, (t,X) IS [O,+oo[><6Q
donde Q es un abierto acotado en R", (ns4), con frontera OC bien
regular y Uy € Hg(Q), U, €’(Q), aeC'(R*,R),beC'(R°,R), para

a >1, tiene por objetivo principal estudiar la existencia de la solucién débil

12



global del sistema dado, utilizando el método de Faedo-Galerkin, establecer
su unicidad y estabilidad de la solucidn utilizando criterios de desigualdades

integrales e inmersiones de Sobolev.

Tarmefio (2012) con su tesis titulada “Existencia y unicidad de solucion y
comportamiento asinttico para la ecuacion de onda con condicién de
frontera del tipo Neumann y disipacion localmente distribuido™, en la cual
se estudia el siguiente problema:
U.-Au+u+ f (u)+a(x)u, =0 en Qx(0,0)

ou

azo sobre 3 =7"x(0,)

u(0)=u, e H ,u (0)=u, e L® en Q

donde Q< R" un abierto acotado, U,eH'(Q), u,el’(Q),

O<a, <a(x) c.s.enwcQ vecindad de 7" =0Q.

Determinando la existencia y unicidad de solucién de la ecuacion de onda
con condiciones de frontera de tipo Neuman con disipacion localmente
distribuida, usando el método de Faedo-Galerkin. Ademas, analiza el

decaimiento no exponencial de la energia asociado al sistema planteado.

Carbajal (2006) con su tesis titulada “EXxistencia y unicidad de la solucion
débil para una ecuacion de evolucion semi lineal de segundo orden”, en la
cual estudia una ecuacién de evolucion semilineal de segundo orden, para
el cual considera dos casos:
El caso no lineal:

2
CLn ()L A ()y=1(.y) en (OT)
y(O) =Y, enV,

d
d_)t/(o):yl en H

13



y el caso lineal:

zi¥+Az(-)z—¥+Al(-)y=g(.) en (0.T)

y(0)=y, enV,

d
d—)t/(o):ylen H

Su trabajo consiste en desarrollar de una manera minuciosa y detallada la
demostracion de la existencia, unicidad y regularidad de la solucién de los
problemas descritos anteriormente, haciendo uso del método de Faedo-

Galerkin, y el método de la energia.

2.2. Bases teoricas:

Presentaremos algunos conceptos y resultados béasicos que serdn utilizados
posteriormente en los capitulos siguientes, sus demostraciones serdn omitidas por
que se trata de resultados ya conocidos. Solo se citaran las referencias donde seran

encontrados con sus respectivas demostraciones.

Espacio de las Distribuciones

Una distribucion es una aplicacion D(Q);(C;“(Q),a) dotada de una

topologia.
Definicién 2.1

Sea £2 un abierto de R", definimos como una distribucion sobre £ a toda forma

lineal y continua con relacion al limite, definido en D («£2) . El conjunto de todas

las distribuciones sobre €2 en un espacio vectorial el cual es representado por

D'(£2), llamado el espacio de las distribuciones sobre 2 unido de la siguiente

relacion de convergencia. Sea {Tk}keN una sucesiébnen D'(R2) y T € D'(£2)

14



diremos que T, - T en D'(«£2) si la sucesion numérica {(T,, )} converge para

(T, @) en R,vpeD(Q).

Es decir, una distribucion es una aplicacion:

T:D(Q) >R
¢ = T(p)

tal que:

() T(ao+a,0)=al(p)+a,l(p,), Va,,aq,e Ry Vo, p,eD(2)

c D(£2) converge para ¢ en D(©)

(ii) T es continua, esto es si{(Pk}keN -

entonces:

{T (gok)}keN converge para (T (¢)) en R.

Consideremos el espacio vectorial de todas las distribuciones sobre Q en este

espacio una sucesion {Tk }keN converge para T y denotaremos por T, =T siy

solo si la sucesion {Tk (@)}keN converge para T (¢) en IR para todo
@ en D(Q).

El espacio de las distribuciones sobre (2. Con esta nocién de convergencia sera
denotado por D’(©2) y D(Q). Sea €2 < R" un conjunto abiertoy UeLi (Q)

definimos la aplicacion:
T,:D(Q?) > R
¢ (T, 0) =] u()p()dx

Observamos que T, esta bien definida, en efecto:

(T,.0)|=

j u(x)p(X)dx

< j|u(x)||(p(x)|dxs j u(x)||gp(x)] dx

k=sop(¢)

15



< méax|p(x)| j Ju()|dx = C (k) méx|p(x)] < oo
k

Es evidente la linealidad de T,, veamos la continuidad de T, :
sea @, — 0 en D(2), entonces <Tu,(py> — 0, entonces KR-%)‘ N

se tiene asi:

a) Existe K, compacto < 2/ Sop(p,) <k, para todo #
b) D“@, — 0 uniformemente en K, paratodo € N" U {6}

por lo que en particular de (b) para « = (0,0,0,...0), ¢, = 6 uniformemente en K;

ngé}(X‘(Dy (X)‘ — 0, si y = +o0, luego:

‘<TU’¢7>

por tanto T, € D'(£2).
Definiendo la aplicacion:
¢ Lioc (£2) > D'(£2)
u — T,:D() »> R
¢ —(T,.0)=[u(x)e(x)dx
0

Ju()g, (x)dx

< Tgx‘goy(x)mu(xﬂdx -0
1 "

es evidente que ¢ es lineal, usando el lema de Du-Bois Raymond obtenemos que ¢

es inyectiva, afirmamos que ¢ es continua, en efecto:
Sea {Uy}yeN una sucesion en Lo (€2), Ue Lo (€2) tal que U, > U en Lo ()

, Sl y —+o0, esto es para todo k < (2 compacto, se tiene |uy—u —0,

1
Lio

probaremos que: ¢(Uy) —¢(u) en D’ (£2), enefecto, para ¢ € D'(£2):

(#u,)=4(),0) = (T, .0)~(T,.0) = [, (Ne(X)dx— [ u()e(x)dx

16



= [ (u, () —u())p(x)dx < [|u, (x) —u(x)||(x)] dx

< max|e(x) j lu, (x) —u(x)|dx = C(Kk)|u, —u

k=Sop (k)

. —0
L

esto implica que podemos identificar una distribucion T, con la funcion
uel; (£2). En ese sentido se tiene que L., (£2) o D'(«2), como
L (2) o L; . (£2) tenemos que toda funcion de L (£2) define una distribucion

sobre 2. Estay toda funcién de L” (£2) puede ser vista como una distribucion.

., 1 . .
Observacion 2.1 L_,.(€2) es llamado el espacio de las funciones localmente

integrales. Para Ue Ly, (Q) consideremos el funcional T=T,:D(Q)—R
definido por:

<T,p>=<T,¢>=[_ u()p(x)dx.
Observacion 2.2 El valor de la distribucion T en ¢ Se representa tambien por
(T,p) (dualidad entre D'(«2) y D(<2)).
Observacion 2.3 Las distribuciones T, definidas por funciones U € Ltoc (.Q) son
univocamente definidas, por esta razon se identificaa U con las funcionesy a

T, con la distribucion, luego tenemos Ly, (£2) o D'(«2).

Definicion 2.2
Una funcion Ue€ LlLOC(.Q) es derivable en el sentido debil en €2 si existe una

funcion Ve L, (Q) tal que:
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IQ“(X) ag—)fx)dx = —IQV(X)(P(X)dX ; Vo eD(Q)

k

Derivada Distribucional

Definicion 2.3
Sea TeD'(Q) y @ €(a,q,,...a,) un multi-indice, se denomina derivada de

orden . de T, aladistribucion DT definida por:

<DT,p>=(-1)" <T,D% > ; V peD(2)
se sigue de la definicidn que cada distribucién T sobre 2 tiene derivadas de todos

. . - 1 . ,
los 6rdenes. Asi las funciones Lj,.(£2) poseen derivadas de todos los 6rdenes en

el sentido de las distribuciones.

Observacion 2.4

El operador D : D'(£2) — D'(£2) es lineal y continuo en el sentido de

la convergencia definida en D’(€2) . En efecto

e Sean &,a,€R ; T,T, e D'(Q). Entonces:
<Da (&l +a,T,), (/’> = (_1)‘04 <a1Tl +a,1;, Da(P>
=a,(-1)"(T,,D"p) +a, (1) (T,,D"p)

=a,(DT,,0)+2,(DT,.0)

<a1D"‘Tl +a2D“T2,go> para todo ¢ € D(Q2)

luego: D“(a,T, +a,T,) =a DT, +a,D“T,

18



e Sea I, »T en D'(£2) (k—x). Se prueba que DT, — DT en

D'(£2), en efecto:

|im<D“Tk,¢>=(—1)“m<Tk,D“¢>=(—1)“<T,D“¢>=<D“T,go> para

k—o0

todo ¢ € D(£2). Entonces D“T, — D“T en D'(£2).

Los Espacios L” (£2)

En este trabajo las integrales de funciones medibles definidas sobre la region abierta

£ son realizadas en el sentido de Lebesgue.

Definicion 2.4 Sea £2 < R" un abierto. Para 1< p <o denotemos por L?(£2) al

conjunto (de las clases) de funciones de Lebesgue medibles de u, tales que |u|p es

una funcion integrable sobre €2, que en términos de conjuntos lo denotamos por:
LP (_Q)z{u : 2 >R/ u es medible, J'Q|u(x)|pdx < oo}

y su norma inducida sera denotado por:

o, =[] o]

de este modo (Lp (02), H . Hp) para p mayor o igual a 1, es un espacio de Banach. Para

el caso cuando p=2 tenemos también que L*(£2)es un espacio de Hilbert

denotadas con su producto escalar y norma respectivamente:

(u,v)zjgu(x)v(x)dx L uvel’(0)

1

s ey = | Jolu GO e [
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para p =oo definimos L* al conjunto (de las clases) de funciones medibles u

acotadas casi siempre sobre 2 que en término de conjuntos lo denotamos por:

|f

. =inf{C>0,[f(x)|<C, casi siempre en
XeQ)

en este caso el nimero real C es un mayorante esencial de uy denotado por:

A={CeR/|u(x)|<C casi siempre en £}

y definido por la norma en L”(£2) como:

|u]l - =supess|u(x)|;u e L”(£2)
xen

Teorema 2.1 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue)

Sea {uk}keN una sucesion de funciones integrables en un abierto Q2 cR",

convergente casi siempre a una funcion u. Si existe una funcion U, € L (£2) tal que

|uk| < U, casi siempre, Yk € N entonces u es integrable y se cumple lo siguiente:

J u=|imj U,
Q k—00 JQ
Demostracién. Ver (Brezis, 1989, p.54)

Proposicién 2.1 (Desigualdad de Young) Sean 1<p,q<o talque £ .1 _1y
P 4

a,b >0 entonces:

p q
abéa—+b—
P qQ

Demostracién. Ver (Brezis,1989, p.56)

Teorema 2.2 (Desigualdad de Minkowski) Sean UeL”(£2) y v eL*(£2) con

1<p < oo, entonces:
Ju+vie < e+l

Demostracion. Ver (Adams,1976, p.23)
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Teorema 2.3 (Desigualdad de Hélder) Sean uel’(£2) y v eL'(£2) con

1<p < oo, entonces:
uvel'(QQ) vy IQ|u(x)v(x)|dx <|Jul| » V[« -

Demostracion. Ver (Brezis,1983, p.56)

Proposicién 2.2 Sea QQ — R" abierto y acotado 1< p < q < «. Entonces:

(Q) o LPQ) y ], <(mede)jul,

donde med(£2), denota la medida de 2.
Demostracion. Ver (Adams,1976, p.25)

Teorema 2.4 (Teorema de representacion de Riesz para L°(£2))
Seanl<p<ow, T e(Lp (Q))'. Entonces existe una Gnica U € L” (£2) tal que para
todo uelL”(£):

T(u) = [U0vOd Y V] = IT e

Demostracién. Ver (Adams,1976, p.40)

Teorema 2.5 (Teorema de representacion de Riesz para Ll(_Q))

sea T<(L'(Q)) entonces existe un tnica V€L”(Q) tal que para todo
uel'(£2) se tiene:
T(u)= JQu(x)v(x)dx
, | ~ | ©
Y ML = [Ty - AST [ ()] = L7(22).

(Donde = representa un isomorfismo isométrico)
Demostracion. Ver (Adams,1976, p.41)
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Definicion 2.5 Representaremos por LEOC(Q), 1 <p <o el espacio vectorial de

las (clases) de funciones medibles u:Q—[R tal que |u(x)’
equipado con la norma:

es integrable en @

Jull= ([, JuCol” dx)?

y equipado con la familia de semi-normas:

{ P; k subconjunto abierto acotado de 2}

donde:
P (u)= (_[k u(x)|” dx)p

decimos que la sucesién {un}neN de funciones LEOC (£2) converge para cero en

L} . () si lim p, (u,)=0 para todo k abierto acotado de 2.

Sea Ue L (@) y {u,} . unasucesion de funciones de L7,,(£2) . Decimos que

{Un}neN converge para uen LI (£2) si (u, —u)converge para cero en L, (£2) .

Lema 2.1 (Du Bois Raymond) Sea U €L, (Q) entonces T, =0 siy solamente
si U=0 casi siempre en Q. Donde T, es una distribucion definida por :

(T,,0) = [ ,up(x)dx ; Yo e D(Q)
Demostracion. Ver (Medeiros y Milla,2000, p.10)

Proposicion 2.3 Sea Q < [R" abierto y acotado 1< p < oo entonces:

LP(Q) o L& (Q)

Loc

Demostracion. Ver (Adams,1976, p.26)

p

Proposicion 2.4 Sea {U},_. cL/.(Q), 1< p <, tal que u, — u en L/ (Q),

keN
entonces U, — U en D’(C2).

Demostracion. Ver (Adams,1976, p.27)
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Lema 2.2 Sea £ un dominio de R" entonces se cumple lo siguiente:

1. Si 1l<p<oo, entonces LP(«2) es reflexivo. Sin embargo
L'(£2) y L (£2) no son reflexivos.

2. Si 1< p <oo,entonces LP(£2) es separable. Sin embargo L*(£2) no es

separable.
Demostracion. Ver (Adams,1976, p.42)

Teorema 2.6 L"(£2) es separable y reflexivo paratodo 1< p<oo.

Demostracion. Ver (Brezis, 1983, p.62)

Definicion 2.6 Sea V y W espacios de Banach con V <W como sub espacio

vectorial (probablemente con normas diferentes). Si la aplicacion de la inclusion:
VoW

es continua, denotamos V < W , decimos que V tiene inmersion continuaen W .

Esto es equivalente a si existe C >0 tal que:

Ju, <Clu, . vuev

Nocién de derivada débil

En el estudio de los problemas descritos por las ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) cuyos datos iniciales no son regulares o insuficientes para poseer su
derivada en el sentido clasico se hace necesario un nuevo concepto en el sentido

clasico.
Observacion 2.5 (Funciones de Prueba)

Un multi-indice « de dimension n es una n-upla de nimeros enteros no negativos

n
a=(a,,,..,2,), el mddulo del multi-indice < sera denotado por |a|:2ai ,
i=1

dado X=(X,X,...,X,)€R" representamos por D“ al operador diferencial de

orden « definido por:
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cuando & =0, definimos: D°p =¢.
Sea (3 — IR" un conjunto abierto, bien regular. La funcion ¢:Q — R, diremos que

el soporte de ¢, denotado por Sop(£2), es el conjunto:

Sop(¢) =[x € 2/ p(x) £0}

Sea 2 < R" un conjunto abierto, bien regular. La funcion ¢:Q — R, diremos que

@ tiene soporte compacto en (2, si Sop(¢) €s un compacto de £2.

con C,(£2), denotamos al espacio vectorial de funciones infinitamente

diferenciables en £2 con soporte compacto en 2. Asi:

C; () ={p: 2 >R/ es infinitamente diferenciable y Sop(¢) = 2}

D(Q)={p: 2> R/peCy(2) ySop(p)c 2}

Definicion 2.7 Sea la sucesion {%}yeN = C2() y 9C;(£2) diremos que

{(/’y}yeN converge a ¢ en Cq (£2) ; denotando @, =@ cuando y — o, si:

i) Existe un compacto K — 2 tal que SOp(goy -p)cK; VyeN,

i) D%, — D% uniformementeen K; Va = (e, &1, cty....,) e N" |
es decir:

S;gf)‘D%y(X) — D“go(a)‘ —0

Luego el espacio vectorial C; (£2) , dotado de esta convergencia es llamado el

espacio de las Funciones de Prueba, el cual es denotado con D(£2).

24



Teorema 2.7 C;’(£2) esdensoen L”(£2) paral< p<oo.
Demostracion. Ver (Medeiros y Milla,2000, p.12)

Espacios de Sobolev

Los principales resultados de esta seccion podran ser vistas en las referencias

Adams, Brezis, Kesavan, Medeiros, y Rivera.

Definicion 2.8 Sean me N y 1< p < oo denotamos por W™ (£2) al conjunto de
todas las funciones U de L° (£2)tal que para todo ‘04 <m, D“ueL’(Q), siendo
D“u la derivada distribucional de u. El conjunto W™"(Q) es llamado el espacio
de Sobolev de orden m relativo al espacio LP ()

W™P(Q)={ uel’(Q); DUueL’(Q),|a|<m}
paratodo m,peN.
Si p =2 se denota W™ = H™(2), es decir:

H™ (@) ={ue’(£2);DUe *(2),|a| < m}

Sea «2 un abierto de ®R", definimos H{' (Q):m‘ i) ,si HY'(92)=H"(£)

entonces med (R"\£2) =0, en consecuencia:
He'(@)={ueH"(2)/u/, =0}

Definicion 2.9 Para cada U € W ™" (Q) se tiene que:

L 1
P P
bl Sl | o S0 o] aspee

también se tiene para p =

.. = > [P
\a\sm

L ()’
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(D”u en el sentido distribucional)

define una norma sobre W™P (£2) .

Definicion 2.10 Sea 1< p<o y g >1, talque 1,1 _1, representamosa
P qQ

W™™P(€2) al dual topoldgico de W,™"(£2). El dual topolégico de Hg'(£2) se

representa como H ™" (£2).

Inmersiones de Sobolev

Teorema 2.8 Sea (2 un abierto de R" entonces:
H™(Q) & C*(£2) si m>g+k

Demostracion. Ver (Medeiros y Milla,2000, p.98)
Proposicién 2.5 Sea £ un conjunto abierto de R" de clase C™ con frontera

limitada y sea m un entero tal que m>1 y 1< p <oo. Entonces tenemos las
siguientes inmersiones continuas:

a) si L_M_ g entonces W™P(Q) L), 1_1_m
p n g p n

b) si L _M_g entonces W™P(2)5 LY(£2), qelp,x)
P n

¢) si L_M_4 entonces W™P(£2) & L*(£2)
P n

siendo todas las inmersiones continuas.
Demostracion. Ver (Medeiros y Milla,2000, p.84)

Teorema 2.9 (Teorema de Rellich Kondrachov) Sea (2 un conjunto abierto

acotado de R", Q esdeclase C' y 1< p < . Entonces

(a) Si p<n entonces W"P (£2) o L9 (), qu[l, p*] donde 1 _1_1;
p p n

(b) Si p=n entonces WP (2)o LU(£2), vge[l,»),

(c) Si p=n entonces Wl’p(Q)<—>C(£_2).
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en los tres casos las inmersiones son compactas.
Demostracion. Ver (Medeirosy Milla, 2000, p.79)

Topologias débil y débil estrella

Los conceptos de convergencia débil y convergencia débil estrella en un espacio de
Banach X con norma || . ||X . Consideremos inicialmente al dual topoldgico

X'=L(X,R) que es también un espacio de Banach y cuya norma es denotado por:
(f, x>| .

Ademas, también podemos considerar al espacio bidual de Banach X" =L(X', R)

| f = sup

xeX HXHX <1

de X, cuya norma es:

Il = sup (&, ).

feX'|f|,. <t
Como es bien sabido, de la teoria de andlisis funcional, (por ejemplo, ver H. Brezis
[2]) la aplicacion:
J: X->X"
X->J X'5>R
f —>Jx(f):<f,x>
Es un isomorfismo de X sobre J(X). Esto nos permite identificar X con

J(X)c X",

Ahora para cada f X' consideremos el funcional:
¢ X >R
X, (x)=(f,x)
como feX’ obtenemos una familia de aplicaciones {¢p } . sobre estas
eX’
consideraciones decimos que:

a) La topologia débil o (X, X") en X es la topologia menos fina en X en el

. . !
cual son continuas todas las funciones @; , feX',
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b) La topologia débil estrella (X', X) en X' es la topologia menos fina en

X' en el cual son continuas todas las funciones J,,Xe€ X .

Definicion 2.11 Diremos que una sucesion {Xn}neN c X converge débil para
Xxe X, si{X} converge a x en latopologia o(X, X"); esto es:
(f,x,)>(f,x) para todo f e X’
en este caso denotamos X, — X
Definicion 2.12 Diremos que una sucesion {fn}neN c X' converge débil estrella

para f e X', cuando {fn} converge a f en la topologia o (X', X); esto es para

todo xe X tenemos:
(f,,x)=>(f,x)

en este caso denotamos f, = f .

Definicion 2.13

Un espacio de Banach X es llamado reflexivo cuando J(X)= X", donde la
aplicacion J es la inyeccion canonicade X en X' .

Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente en ese
espacio. Un espacio vectorial normado completo, con su métrica inducida por la
norma es un espacio de Banach. Un espacio vectorial normado V se denomina un
espacio de Hilbert de V, si V es un espacio de Banach con la norma inducida del
producto interno.

Un espacio E es separable si existe un sub-conjunto D < E , tal que D es denso

numerable en E.

Sea E un espacio de Banach y sea f € E' | siendo E’el dual topolégico de E y

designamos por T; : E = R una aplicacion dada por T, (X) = < f,X>.
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Proposicion 2.6  Sea {Xn }neN una sucesion de E entonces:
(i) X, = X débilen o(E,E’) siysolosi < f,x,>—><f,x> VfeE

(if) X, — X fuerte en E entonces X, — X débilenE

Demostracion. Ver (Brezis,1983, p.36)

Proposicion 2.7 Sea E un espacio de Banach y sea {fn}neN una sucesion de E’
entonces se tiene:
a) f 2~ f eng(E E)siysolosi <f X >— <f x> VxeE;
by f, — f fuerteen E' entonces f,— f para o(E"E");
¢) f,— f débilen o(E',E") entonces f,— f para o(E'"E);
d) Si f 2~ f para o(E’,E), entonces ||fn|| es limitada y
[ <timinf],];
e) Si f,2~f para o(E',E),y si X,— X fuerte en E entonces
<f.,x>— <f, x> wxeE

donde () denota la convergencia débil estrella.
Demostracion. Ver (Brezis, 1983, p.41)
Teorema 2.10 (Teorema de Alaoglu-Bourbaki)

Sea X un espacio de Banach, entonces la bola unitaria es débil estrella compacta,

es decir:
Ju,ll, <C=3{u, }={u,} y ue X; U, == U débil estrellaen X

Demostracién: Ver (Cavalcanti,2000, p.123)
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Lema 2.3 (Lemade Gronwall) Sean f,0: [to ,T] — R funciones continuas

no decrecientes y ¢ una constante ¢ > 0 tal que:
FO)<g) +c | z(s)ds, Ve[t T]

entonces:
f(t) <g®e™  vielt,,T]

Demostracion. Ver ( Zeidler,1989, p.82)

Los Espacios L"(0,T,V)

Sea 0<T <oo y V un espacio de Banach, una funcion u:]0,T[ -V es llamada
medible en ]0,T[si la funcién real t — ( f,u(t)),., es Lebesgue medible en

]O,T[ para todo f eV'donde V' es el dual topolégico de V y( : )V,XV denota la

dualidad entre V' y V en este caso decimos que U es una funcién medible en el

sentido de Bochner.

Una funcién u:]0,T[ >V , es llamada integrable en el sentido de Bochner en
J0.T[, si ues medible en ]0,T[ y la funcién real t — |u(t)]|, es integrable segtin

Lebesgue en ]O,T[, en este caso la integral de esta funcién es un vector tal que

.
_[0 u(t)dt €V vy esta caracterizado por la siguiente propiedad:

fluwdt) =[ (fu@) dt vfev
0 oy 0< >V’><V

Si 1< p < oo denotaremos por L°(0,T,V) al espacio vectorial de las (clases de)

funciones vectoriales U : [0, T[ =V mediblesy tales que t — [u(t)|’ es integrable

segun Lebesgue en ]O,T[. Este espacio vectorial es un espacio de Banach con la

norma:

30



1
T :
Julls o7, = f; OO at)?

Si p=2 y V es un espacio de Hilbert, entonces L*(0,T,V) también es un

espacio de Hilbert con producto interno:
.
(U ory) = jo (u(t), v(t))dt
Si p=w representaremos por L (0,T,V) el espacio vectorial de las funciones
vectoriales U Z]O,T[ —V  que son medibles y tal que el supremo esencial
{||u(t)||v ‘te ]O,T[} es finito L (0, T,V) es un espacio de Banach con la norma:

Ju

canw = SuRessu,

Proposicién 2.8 Sea V un espacio de Banachy 0<T <w, entonces L?(0,T,V)
es separable en el caso que V sea separabley 1< p <o

Demostracion. Ver (Zeidler,1989, p.407)

Proposicion 2.9 Sea X, Y dos espacios de Banach. Si la inmersion X oY es
continua. Entonces si 1<p<q<o la inmersiénLl’(0,T,X)s L"(0,T,Y) es

también continua.
Demostracion. Ver (Zeidler,1989, p.419)

Teorema 2.11 (Lions-Aubin)

Sean B,,B, Y B tres espacios de Banach tales que B, Y B, son espacios

reflexivos ademas B, & B con inmersion compactay By, < B < B, con inmersiones
continuas.
Sea W(0.T) ={u eL”(0,T,B,); u eL'(0,T, Bl)}, donde 0<T<ow;1l<p,g<oo

’

LP(0.T,By) +|u

con la norma definida por: ||U||W = ||ul] L9(0.T By
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Entonces W es un espacio de Banachy W < L"(0,T, B) con inmersién continua.

Demostracién. Ver (Lions,1969, p.57)

Lema 2.4 (Lema de Lions). Sea (Uk) una sucesion de funciones pertenecientes

L'(Q) ; con 1<qg<w.Si:

M u, — u casi siempre en Q

(i)  Jul.o <C :VvkeN

entonces u, — u débilen L7 (Q).
Demostracion. Ver (Lions,1969, p58)

Lema 2.5 Sean X e Y dos espacios de Banach tal que X » Ysi UueL’(0,T; X)

y U'elL”(0,T;Y) entonces u<C([0,T];Y)al menos en un conjunto de
medida nulaen [0, T].
Demostracion. Ver (Zeidler,1989, p.407)

Lema26 Sea X, B,e Y tresespacios de Banachtal que X B oY ;y

sean los siguientes conjuntos:
W ={uelL’(0,T;X)/u"eL*(0,T;Y)};
W, ={ueL”(0,T; X)/u’ L (0,T;Y)}
donde 1< p <oo,r >1 entonces:
W oo LP(0,T;B), W oo (o, T]; B)
Demostracion. Ver (Zeidler,1989, p.408)
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Convergenciaen L°(0,T,V)

Sea V un espacio de un espacio de Banach y {uk}keN una sucesion en V. Decimos

que {u},_,, converge fuerteen V' si existe U < V, tal que ||u, —ul, — 0 cuando
k — o en tal caso denotaremos por U, — U .

Decimos que {u,}, . converge débil en V , si existe ueV tal que:

keN
<f ’uk>V'><V _><f ’u>V’><V ; v eV’

con inmersién compacta y continua, en este caso denotaremos por U, — U.

Por ejemplo si {u, },_. esunasucesion en L”(0,T,V) y uel’(0,T,V) se

dice que {u, },_, converge débilmentea u € L*(0,T,V) si:

< f » Uy >Lq (0,T V)xLP(0,T V") — < f ’u>Lq (0,T V)xLP(0,T V") ;

vf e L'(0,T,V"), donde L . 1 _1 esto significa que:
p 4

[ (U, dt— [ (fu), dt;  vfel'OT V).

Teorema 2.12 (Compacidad débil) Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si
B < X es limitado y compacto en la topologia débil o(X,X"), esto es cualquier
sucesion {x,} . < B posee una subsucesion {Xnk }n . © B convergente en X

con la topologia débil (X, X").
Demostracion. Ver (Cavalcanti,2000, p.135)

Teorema 2.13 Sea X un espacio de Banach separable. Si Fc X' es limitado,

entonces F es compacto en la topologia débil estrella de (X', X), esto es cualquier

susecién { f,} < F posee una subsucesion | f < F convergente en
nJ neN M ) neN

X" con la topologia débil estrellac(X’, X).
Demostracion. Ver (Cavalcanti,2000, p.138)
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Distribuciones Vectoriales.

Sea V un espacio de Banach. Se denomina distribucién vectorial sobre ]O,T[ con

valoresen V , atoda aplicacion lineal y continua sobre D(0.T), continua en el
sentido de la convergencia definida en D(0.T). Dada una distribucion T su valor
en @ se representa por (T,¢).
Al espacio de las distribuciones vectoriales sobre ]0,T[, denotaremos por
D'(0T,V) ysea UeL”(0,T,V); 1< p <o definimos:
T
T,:D(O,T) >V /(T,,p) = jo u(t)e(t)dt

donde la integral esta en el sentido de Bochner.

Observacion 2.6

Se verifica que T, es una distribucion y estan definidas por funciones
uel’(0,T,V), e D(0,T). Luego U € L*(0,T,V).
a) T, es lineal y continua en D(0,T)

b) T, estaunivocamente determinado por U.

.
Lema 2.7 Sea V un espacio de Banach si ueL*(0,T,V) y IO u®)e(t)dt =0

paratodo ¢ en D(O,T)entonces u(t)=0 c.s en [0, T[.

Demostracion: Ver (Zeidler,1989, p.409)

Lema 2.8 SeaX un espacio de Banach con X'sean u, g dos funciones

pertenecientes a Ll(O,T, X) . Entonces son equivalentes

a) U esc.sigual alaprimitiva de g es decir 3¢ < x tal que:

u(t):§+jOTg(s)ds, cs te[0,T]

b) Paratodo ¢ < D(0,T) se tiene:
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[ u©p()ds =] g(9)p(s)ds
c) Paratodo 5 e X’

%(n-u(t))m =(17,9(1) .«

en el sentido distribucional sobre [0, T[.

Demostracién. Ver (Temam,1979, p.108)

Lema 2.9 Sean V,H Yy V'espacios de Hilbert cada espacio incluido y denso V ,
V' dual de (Vv oHoV'). Si uel?(0,T,V) y u el?(0,T,V") entonces

ueC([0,T];H) , luego tenemos la siguiente igualdad:

d 2 ’
GluOL, =2 O.u),.,

en el sentido de las distribuciones vectoriales sobre [0,T ]

Demostracién. Ver (Temam,1979, p.117)

Operadores lineales no limitados

Definicion 2.14 (Operador A asociado a una forma bilineal)

Sean (W| . ,(.,.)W) y (H| ., ,(.,.)H) dos espacios de Hilbert tales que W es

denso en H con inclusion W < H continua y compacta. Denotaremos por ( : ) a

la dualidad entre w’ y w . Identificando a H con su dual, por medio del teorema
de representacion de Riesz, obtenemos la siguiente cadena de inclusiones.

Wo H=H" o w’
considerando una forma bilineal y continda a(.,.):wW xW — & podemos definir
un operador lineal W —W' dado por:

(Au,v)=a(u,v); Yu,veW

mas aun el dominio del operador A esté definido por:
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D(A):{u eW/Aue H}
y decimos que el operador lineal A esta definido por la terna {W, H, a(.,.)}
si a(.,.) escontinua, coerciva y simétrica entonces el operador:
A:D(A) =W —>W’

es cerrado, no limitado, definido positivo, autoadjunto. Ademas, dotando el

dominio p(A) con la norma |ul|,.,, =|Au|, obtenemos asi que el dominio D(A)

D(A)
es un espacio denso en H.
Observacion 2.7

Un ejemplo clasico de una forma bilineal satisfaciendo la definicion anterior y con

un producto interno (.,.), en W es al considera al operador A dado por la terna
{W,H,(.,.)y },entonces A:D(A)cW —w" es tal que:
(Au,v)H =(u,v)W , Vue D(A), VweW

mediante las condiciones satisfechas por el operador A y usando también la
inclusion W < H es compacta y de la teoria espectral existe una base ortonormal y

completa {Wj}_

JE

de H y una secuencia de numeros reales {,11_} tales que:
N

jeN
0<4 <4, <. <4 con A; =00 cuando j — oo

w; eD(A) y Aw;=4w;, VjeN
y cumple las siguientes relaciones:

(Wi’Wj)H:&ij y a(VVi’Wj)H:ﬂ‘ié‘ij , Vi, jeN

donde ¢;; denota el delta de Kronecker.

Definicion 2.15 (Potencias fraccionarias del operador A) Sea el numero real

a>0 y A":D(A“)cW —W’' es un operador lineal no limitado, definido

positivo, auto adjunto e inyectivo, cuyo dominio D(A”) es denso en W, con

producto interno y norma respectivamente:
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(V) = (AU AV), Y il =20

!
obtenemos que D(A”) es un espacio de Hilbert. Mas aun D(A™) es definido
como el dual de D(A”) y con esto el operador A“ puede ser extendido como un

isomorfismode Hen D(A™).En D(A™) consideramos también el producto

interno dado anteriormente sustituyendo a & por (.

Usando nuevamente la inclusion W & H compacta, se puede definir A*, para o >0

en términos de su base {Wj } por:

jeN
Asu :ii}" (u,wj )H w; ; Vue D(AY),
j=1
donde:

D(A“):{u ew 13 2%

=l

(U’WJ)H‘Z <O°}

en este caso la normaen D(A”) se denota:

(uw;), ‘2]2 : VU e D(A%)

ol v =(Zﬂf“

j=1

o0

ademas D(A™) es el complemento de H para la norma [z/lj?“

=1

(U’WJ)H‘ZJ; y

A~ es definido de igual modo con - en lugar de @ .

Un resultado para operadores con potencia fraccionarias es el siguiente.

Lema 2.10

Sea «>0 y p>0 entonces D(A“””) > D(A“) con inmersién compacta.

Demostracion. Ver (Medeiros y Milla,2000, p.82)
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Observacion 2.8 También en particular tenemos:

)  V=D(AZ)oH

i) (Auu)= (A%u, A%u) =‘A%u =\u\5

2
H
Para obtener la solucién del problema aproximado, utilizado en el capitulo

siguiente, necesitaremos dos resultados a seguir.

Definicion 2.16 (Prolongamiento de Soluciones)

Sea Q un subconjunto abierto de R"™ cuyos elementos son denotados por
(t,x), teR, xeR" ysea f: Q—> R" una funcion.
Consideremos el problema de valor inicial:
{ x'(t) = f(t, x(1))
X(to) = X,
Sedice que f: Q—R" satisface las condiciones de Caratheodory sobre Q si:
(i) f (t,x) esmedible ent para cada X fijo

(i) f (t,x) escontinua en x para casi toda t fijo

(iii) Para cada compacto K < Q, existe una funcion real mK(t) integrable
tal que:

| £t %)

<m(t), V(tx) eK

R" —

Teorema 2. 14 (Teorema de Caratheodory)
Sea f:Q— R" satisfaciendo las condiciones de Caratheodory sobre Q. Entonces

existe una solucion de (*) en x(t) sobre algun intervalo |t -1, | <p, (8>0)

Demostracién. Ver (Coddington y Levinson,1955, p.43)
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Teorema 2.15
Sea p < r" abierto acotado y conexo, tal que f satisface sobre D las dos primeras

condiciones de Caratheodory y existe una funcion integrable m(t), tal que

£ (t,X)

o SM(t), V(t,x) € D. Sea ¢ unasolucion de (*) sobre el intervalo abierto
Ja,b[ entonces:
a) Existen #(@+0), ¢(b—0)
b) Si (b, p(b—0) < D, entonces ¢ puede ser prolongado hasta ]a,b+5] para
algin & >0. De manera analogo se procede para a
c) o@t) puede ser prolongado hasta un intervalo ]y,w[ tal que

(7,0(r+0)),(w,p(w—0))edD (8D es la frontera de D)

d) Sif puede a extenderse a D sin que ella pierda sus propiedades, entonces

p(t) puede ser prolongada hasta un intervalo [y,w] tal que

(7, 0(r +0)),(w,p(w—0))eD

Demostracion. Ver (Coddington y Levinson,1955, p.59)

Corolario 2.1 Sea D=[0T|xB, T finito >0, B={xe R";|x

<b, b>0},

R" ™

tal que |xO <b 'y donde f cumple con las condiciones del teorema 2.15. Sea

R" —

o(t) una solucion de:

X'(t) =f(t,x)
X(0) = X,

supongamos que en cualquier intervalo I, donde ¢(t) estd definido, se tiene
| (1)

prolongamiento hasta [0, T].

o <M, Vtel, M independiente de I 'y M <b entonces ¢ posee un

Demostracién. Ver (Coddington y Levinson,1955, p.60)
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2.3 Conceptual

La perturbacion es todo fendémeno que modifica o altera las propiedades de un
sujeto (Asinel-Unesa, 1992, p.34). En el campo de las ciencias, la fisica se encarga
de la teoria de perturbaciones, siendo desarrollado desde el siglo X1X con bastante
auge.

Abstractaccion (Nicolescu, 1996, p.23), afirma que la abstraccion hace parte
integral de la realidad, la misma ecuacion matematica hace surgir infinitas formas
que germinan en mMAas ecuaciones 0 en las series de ndmeros. En nuestra
investigacion analizamos la perturbacion de una ecuacion abstracta de onda,
apoyandonos con la teoria del analisis funcional, y las ecuaciones Diferenciales
Parciales de evolucion de segundo orden.

Dadas las condiciones del problema, en el sentido débil, los espacios mas adecuados
para analizar nuestra ecuacion fueron los espacios de Sobolev (Brezis,1983, p.44).
Mediante el método de Faedo - Galerkin (Coddington,1955, p.137), el teorema de
Caratheodory (Medeiros y Mello,1989, p.72), las hipétesis sobre la funcién £ , los

operadores A, L y las condiciones iniciales, obtenemos la existencia de la solucion.
Con el Lema de Gronwall (Zeidler,1989, p.82), probaremos la unicidad de la

solucién.

2.4 Definicion de términos basicos

Definicion (Espacios de Hilbert)

Es un espacio normado y completo cuya norma es inducida por un producto
interno. (Brezis,1983)

Definicion (Espacios de Banch)

Es un espacio normado y completo es decir, un espacio normado donde toda
sucesion de cauchy es convergente en algun punto de dicho espacio.
(Lions,1969)
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Definicion (Subconjunto denso)

Dado un espacio normado E, un sub conjunto A de E es denso, si para todo x

que pertenece a E y todo real &> 0, existe un punto y que pertenece a A tal
que [x-y]. <. (Brezis,1983)

Definicion (Espacio separable)

Un espacio separable es aquel espacio que contiene un subconjunto denso y
numerable. (Brezis,1983)

Definicion (Espacio reflexivo)

Un espacio reflexivo es aquel espacio de Banach que coincide con su bidual.
(Brezis,1983)

Definicion (Operador de rango finito)

Se dice que un operador T es de rango finito si dim R(T) < oo . Esclaro que

todo operador continuo de rango finito es compacto. (Kesavan,1989)
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I11. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 Hipotesis

Hipdtesis General
Existe Gnica solucion del problema abstracto (P) en ecuaciones en derivadas

parciales de evolucion de segundo orden.

Hipotesis Especificas

Sean u, e L” (o,T,D(AUZ)) y u, €L”(0,T,H) entonces se garantiza que el

problema abstracto (P) es un problema general que engloba diferentes modelos.

Sean y, eL” (o,T,D(AlIZ)) y u, €L”(0,T,H) entonces existe solucion del

problema (P).

Sean y, eL” (o,T,D(AﬂZ)) y u, € L”(0,T,H) entonces existe solucion tnica del

problema (P).

3.2 Definicion conceptual de variables

Variables independientes

e Variable espacio-temporal: (x,t) e 2x]0,T[

e Espacios funcionales: D(Q),D'(Q),L"(Q),L”(0,T,V),H"(Q).
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Variable dependiente: u(x,t)

La funcién u (x,t) representa el desplazamiento, presenta dependencia respecto a

la variable independiente. Representa los cambios en la longitud, en el instante t

causado por la vibracion.

3.3 Operacionalizacién de la variable

u=u (x,t) : Funcion desplazamiento

Variable Dimensiones Indicadores
Existencia .Método de Faedo-Galerkin
u Técnica de contradiccion con la desigualdad
Unicidad de Gronwall.
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IV. DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipo y disefio de la investigacion
El presente trabajo de investigacion es de tipo basica, pura o fundamental, no
experimental, cuyo disefio es Longitudinal, debido a que nos centramos en
demostrar la existencia, unicidad de la solucion del problema abstracto (P) en

ecuaciones de derivadas parciales de evolucion de segundo orden.

4.2 Método de investigacion
Teniendo en consideracion lo planteado y/o descrito en el proyecto, el método
utilizado en nuestra investigacién es el método del tipo deductivo-inductivo,

siendo lo mé&s exhaustivo posible en cada una de las demostraciones.

4.3. Poblacién y muestra

Por ser un trabajo matematico tedrico abstracto no existe poblacion que
estudiar, sin embargo, nuestro estudio se encuentra inmerso dentro del
conjunto de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden de tipo

hiperbdlico.

4.4. Lugar de estudio y periodo de desarrollo
El trabajo se ha realizardo en la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica

de la Universidad Nacional del Callao.
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4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion
Para la realizacion de nuestro trabajo de tesis se revisara bibliografia
especializada y con la Formulacion Variacional de Problemas coleccionamos
los datos establecidos para nuestro problema abstracto (P ) usando la técnica

deductiva, mediante la solucién de ecuaciones en derivadas parciales.

4.6. Analisis y procesamiento de datos
Por la caracteristica del trabajo no se realiza ningun andlisis y procesamiento

de datos, por ser un trabajo no experimental.
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V. RESULTADOS

Existencia y Unicidad

Sea 2cR"donde 2 es un conjunto abierto acotado, con frontera bien

regular I, con T > Oun numero real en Q = «2x]o, T[ consideramos el siguiente

sistema:
u"+Au+Lu=f en Q=0x]0,T|[
u=0 sobre ' =7"x]0,T[ (5.1)
u(0)=u,; u’'(0)=u, en Q0

Hacemos las siguientes suposiciones:
(Hy) Lafuncion: f € °(0,T;H)

(H2) (Ug,U,) € H', donde: 7r =V xH equipado con la siguiente norma

0l =+, =| W]+,

2
H

1
donde V = D(A’?) , ademés D(A)=W oy = D[AZJ
(H3) Ay L son operadores tales que:
i. A:D(A)cW —[D(A)]"cW’ donde A es un operador lineal,

simétrico, coercivo, autoadjunto, no acotado con (Av,V) > « |v|2 :

1 1
i. a(u,v)=(Au,v)=(A2?u, A2v) paratodo u,veV

iii. L: D(L) c H — H, es un operador lineal, continuo y verifica que:

(Lu,u)H > 0, paratodo ueH .(Esto indicaque L es

monotono).
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Observe que L induce una forma bilineal b continuaen HxH ,
dada por b(u,v)=(Lu,v), paratodo uveH.

En esta seccion, demostraremos la existencia y unicidad de la solucion débil del

problema (5.1) considerando y, y u, suficentemente regulares.

Definicion 5.1 Sea 1=[0,T], con T>0 diremos que una funcion
z:=(u,u’) eC(l,7) €s una solucion débil para el problema (5.1) en el

intervalo 1, si Z(0) = (U,,U) €H y

1

%(u',v)+(A;u, A2v) +b(u,v) = (f,V)

paratodo v e D(A}/Z).

Teorema 5.1
Asumiendo las supociones (Hz) , (H2) y (Hs) entonces el problema (5.1) posee una
Unica solucion débil tal que:

(u,u’) eC([O,T],}[); vT >0

satisfaciendo:

1

uel”(0,T;D(A?)), u' eL”(0,T;H) yu"eL*(0,T;(D(A)))

Demostracion:

Para probar la existencia de la solucién aplicaremos el Método de Faedo Galerkin.

Problema Aproximado

Utilizamos el teorema espectral para proyectar el problema en estudio a espacios de
dimensién finita, obteniendo un problema mas simple que tendrd solucion

garantizada por el teorema de Caratheodory.
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El teorema espectral para operadores auto-adjuntos garantiza la existencia de un
sistema ortonormal (Wj)jeN bien regular de vV = D(A%) constituidas por las auto-

funciones del operador laplaciano A tal que:

Aw; = 4,w;;
(5.2)
W; |r: 0
donde (/11-) je SON los correspondientes autovalores del operador A tal que
O<A <A, <A <. <A < y A;—o0 cuando j—
para cada m denotamos por V,, =[W,, W, ,....... , W, ] el espacio generado por las

m-primeras auto-funciones del sistema {Wj }jeN , queremos encontrar una funcion U,

tal que:

u, :[0.T, [ V. <=V

" (5.3)
t — Uy (t) = Zgim (t)WI

donde las funciones g_(t) son funciones reales definidas en algin intervalo [0,t,)

y que satisface las condiciones iniciales del siguiente problema aproximado:

(u;{(t),wj)+(A%um(t), A%wj)+b(um(t),wj) =(f(),w;) vw, eV,

1
l"Im (0) = l"IOm - u0 en D(AE) (54)
u,(0)=u, —>u en H

este sistema tiene solucion sobre [O,Tm[ por medio del teorema de Caratheodory.

En efecto para cada término tenemos:

(a1) (ur’n,(t)’wj) = (i i (t)Wi’Wj) = igi'r; (t)(Wi’Wj) = g;;n (t)

() (A%, (0, A%0) = (A G4y O, ) = Y9 (AW, W) = 2,8, (1)
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(30) DU 00) = (L, O.0) = (LD O, ) = Y9 (LW, W) -

=" (OB, W) = >-0,84, ()
donde b, =b(w;,w;)

(a,) (f),w;)=f,
paratodo 1<i, j<m

y tomandoen cuenta (a.), (a2), (as), y (a4) se tiene:

i=1

Para dotar de adecuados datos iniciales al problema (5.1), tenemos en cuenta que el

, es una base Hilbertianade v , | JV,, =V entonces dado U, €V,

m=1

conjunto {Wj}

1

existe una sucesion {Uo}m - UVm , tal que U,,, — U, enV luego:
k=1

l"Im (O) = Z gim (O)VVI = Zcimwj = l"IOm '
j=1 j=1
entonces podemos hacer:
Un (0) = (s X ) = Gom € R™.

Analogamente existe una sucesion {u,} <V, , tal que U, —>U en H,

melN

luego:
U;n (O) = Zlg;m (O)WJ = Zldjm (O)WJ =U,,
J= j=

como Uy, Y U, €V, , tal que U,,, —> u, CONVerge en Vyu, >y converge
en H, luego haciendo:

gjm (O) = Cj y g;m (0) = dj (56)

de (5.5) y (5.6) tenemos:
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G O+ 2,900+ 35,85 ) = 1,0

gjm (O) = Cj (57)
g}m (O) = dj
para todo i, j=1,2,......, m, luego (5.7) es un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias con m incognitas tal que:

G O+ G0 O+ 30,010 (0 = f,

G50 (0 + 2220 O+ 30,05, =

(5.8)
'grgm (t) +2’mgmm (t)+zbimgmm (t) = fm
i=1
y ordenando matricialmente obtenemos:
Gym (1) 40 .0 i (D)
: 0 .. 0 :
+ : ﬂz : : +
gr'r:m(t) mx1 00 ﬂ’m mxm gmm(t) mx1
bll b12 blm glm(t) fl(t)
+ t?21 :b22 b2m 92m(t) — fz(t) (59)
bml bm2 bmm mxm gmm(t) mxl fm(t) mx1
luego denotando:
sy=| | om=|? =0 (5.10)
gmm(t) mx1 0 0 m _Imxm
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b, b, .. Dby, f, ()
bzr , h(t) = fzft) (5.11)

m2 bmm mxm fm(t) mx1

luego el sistema (5.10), (5.11) en (5.9) se tiene:
G"(t)+(M +B)G(t) =h(t) (5.12)
por otro lado:

1. Suponiendo que y_ (o) =u,,,,» COMo U, €V | entonces:
Un(0) =G OW, y Uy =D (uosw; )W,
=1 j=1
de donde tenemos que:
9jn(0) = (U, W) ; 1< j<m
2. Suponiendo que u;, (0)=u,,, como U; €V , entonces:
Ur’n(O)IZg;m(O)WJ y ulm:Z(ul’Wj)Wi
=1 j=1
de donde tenemos que:
95 (0)=(u,w;); 1< j<m

luego:

010 (0) 6i,(0)
GO=| . | =6, vy @GO= . | =6

gmm (O) mxl gf'nm (0) mx1

luego obtenemos el sistema:

G"(t)=h(t)—(M +B)G(t)
G(0) =G, ; G'(0) =G,

también podemos obtener lo siguiente:
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G'(t) = 0.G(t) + 1.G'(t) (5.13)
G"(t) = h(t) — (M + B)Y (t)

ahora haciendo:

v(t){g%} , H(t)z_ho(t)} , c{ (MO '} |
2mx1 L 2mxl - + B) 0 2mx2m
_G(O)} [Go]
Y 0 = = :Y
y (0) o lel 7" (5.14)

entonces de (5.13) y (5.14) se tiene:

{Y' ) =CY @)+ H(t) (5.15)
Y (0) =Y,

ahora probemos que el sistema (5.15) satisface las condiciones del teorema de

Caratheodory. Entonces si: F:R — R*" tal que Rc RxR*", donde R =[0,T]xB,

T >0, T finito y sea:

B={Y eR™",|Y

L <Cg;y Cp >0}
también Y, € B, por otro lado:
F:[0T]xR™ > R™
(5.16)
(t,Y) - F(t,Y):CY +H
donde Y =(g,9') e R*".

Luego se sigue que:

I.  F(t,Y) esmedible ent, para cada Y fijo. En efecto:

Si fijamos Y, tenemos que Y, Hy C no dependen de t. En general F(t,Y)
no depende de t entonces F es medible en te]0,T].
ii.  F(,Yy)escontinuaenY paracada t fijo. En efecto:
a) Si t es fijo entonces F es continuaen Y. Asi: Sea Y = (g, g’) eR*™ luego

consideramos Y, =(g*,g" ) R*" vgk,germ™, tal  que

Yk:(gk,g’k)—)(g,g');k—)oo, esto implica que gk—>g cuando
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k—>oo siendo g“=(gp s Opn) Y 9= Qs Gun)s s€ - sigue

también para cada elemento gi‘ﬁn >0y N R; kK —>oo Vi=12..,m,

luego setiene > A0 (t) = D" 2,9,,(t) ydel mismo modo tenemos
i=1 i=1

D> bgn ) > D b9, (t) cuando k — oo . Asi tenemos:
i=1 i=1

0] 0]
C 0 ko2 s C 0

6t (1) 0un(®) G.17)
_g:wm(t)Jmel _gmm(t)Jmel

b) H es continua en Y: Debido a la regularidad de la base (Wi )ieN se sigue que
k. k k—o0 .
fr=0f"1t),w) —— (f(t),w;) = f,

y de la hipétesis sobre £ tenemos:

. S
C 0 K=o 0
(F5 (). w) " (F 0w (.18)
(FOw) ], (F ()W) |,

c) Para cada compacto K en D existe una funcion real integrable |, (t) tal

que:
IF @Yo <1 (®) V(tY)eR

En efecto, como Y € D, tenemos ||Y || ... < Cy , entonces:

IF @) <[CY +Hlgen <[C[I[Y [lgen +[H]lzzn  (6.19)
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Luego usando el factor de que projRZmR es un compacto de R*" e
Y < proj,..R también se deduce que proijR es un compacto de rR™

siendo 9=(9;,9,-.9,), 9'=(9;,95,--. 95, ) €Proj,.R entonces existe

una constante C, tal que |g],.<C; |0]..<Cr ¥ como Y eG
deducimos que vi =1,........, m tenemos:
) IVIEee = 20| L0l 100" | < C2 = |G| <Ca 1|90 <Ca s i =L

(i) A=max{4,; 1<j<m}

(iii) b=max{b, ; 1<i,j<m}

y como (w;). . < C”(Q) & V - H entonces luego de (i) y (ii) se

tienen:

2
RZm

2) |CY|[n <[+ A[|¥[en <b,Cp, donde: b, = b+

b) [H

2\
(f.w, )‘ J dado que f es continua, también se

2 m
R2m Z
j=1

tiene:

o[ S, | <wiek (Sl <ke, @20

luego de (5.19) y (5.20) tenemos:

[H

|F(t,Y)]|<b,Cq+KCp =m, (1) (5.21)

Siendo m, (t) una funcion real integrable sobre proj,R <[0,T, ]

entonces concluimos que (5.21) satisface las condiciones de

Caratheodory. Asi tenemos que existe Y (t) una solucién definida en
[0,T. [, O<t<T,, siendo v(t) absolutamente continua y derivable

en casi siempre en [0,T, [. Luego las funciones g, (t), g;,(t) con
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i=1,2,...,m, son soluciones locales del problema aproximado (5.4)
(sistema E.D.O) en [0,T,[. Consecuentemente, para cada meN el

problema aproximado posee una solucion local u_(t) en algun

intervalo [0, T, [ con 0<t<T,.

Estimativa a priori

La estimativa que determinaremos nos permitiran extender las soluciones locales

u,(t) a el intervalo [0,T], para cualquier T >0 dado. Ademas, la estimativa a

priori me posibilitard de extraer una subsucesion (de soluciones) convergentes para
una funcion del cual sera candidata a solucion débil, del problema original.
Estimativa a Priori |

Multiplicando a (5.4) por g’ (t) y sumando de j =1 hasta j = m se tiene:

(U0, Y95 OW) + (A0, 0, Y01 O 0) + (L, (0. Y 9} (O =

=(f(t),ig;m(t)w,-) (5.22)

(U500, 3 85 (OW) + (AU, 0, Y 530 OAW,) (1, (), Y 5} (OW,) =
~(F0. L g} (0w)

(U (0, Up, (1)) + (A2u, (1), A2uy, (1) +b(u,, (£, U, (1) = (F (), up, (1))

2

= (£(0), up () —(Lug, (1), ur, (0) (5.23)

H

N S Azu m(t)

2dt|
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luego, utilizando las desigualdades de Holder, Young adecuadamente y teniendo en

cuenta que D(A%) S H setiene

dl ro T , :
a[um(t)|2H +|A2u_(t) }<2|f(t)|H lur, ()], +2C|LJu, @], Jur ®)]., (5.24)
H
d 1 2 1 2
a{u{n(t)ﬁ' +|A2u_(t) }<|f(t)|2H +Hur @), +L] |Azu, @) +C? lur @)
H H
donde C es constante de inmersion, podemos escribir:
q 1 2 1 2
a{u;n(mﬁ A2u_(t) ]s|f(t)|2H+C0[|ur’n(t)|2H+ A2u_(t) } (5.25)
H H

donde C, = max{1,C2,|L[*!, luego haciendo:
(0]

2

E,(t) =|u ), + Aéum(t)

H

integrando (5.25) de 0 a t Yy teniendo en cuenta lo anterior se tiene:
t 2 t
E_(t) < j0| f (), dt+E,,(0)+C, jo E.®dt, te[0T] (5.26)
por otro lado, de la hipdtesis sobre f y de las condiciones iniciales se sigue:
1
o Un(0)=ton > U =U(O) o D(AZ), esto implica [Ugy|, = |Uo), = [Uonl, <C

. UL0)=u,—>u=u'(©enH

esto implica [Uy,|,, = |u|,, = U, <C;

= Asi mismo teniendo en cuenta que D(A%) < H entonces se deduce que:
[Uom < C3[Uon, <€,

ahora de los items anteriores y la hipotesis sobre f se tiene de (5.26):
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E_(t)<C,+C, j; E_(t)dt

luego aplicando el lema de Gronwall en (5.27) tenemos que:

2
<C,

H

En (®) = |u, Of, + A%Um(t)

esto implica que:
|(u,, (1), (t))\; <C

en consecuencia se tiene entonces:

{u’} esta acotado en L*(0,T; H)
1

{u_} estaacotado en L”(0,T; D(A2))

Pasaje al limite

Convergencia de las soluciones aproximadas

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

De (5.30) existe una subsucesion {u,}que la seguimos denotando de la misma

manera tal que:

u’ ——u'en L”(0,T;H);
1

u, ——uen L”(0,T;D(A?))

(5.31)

luego se tiene de (5.31) que {u,, } _ también esta acotada en el siguiente espacio:

W, = {u e L2(0,T; D(A%)); u'el’(0,T; H)}

definido con la siguiente norma:
|u|w1 = |u|L2(0,T;D(A%) | '

L?(0,T;H)
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y COmo D(A%) S H, luego usando el teorema ( Lions - Aubin) se tiene que

1
W, & L2(0,T; D(A2)) . Por lo tanto:

1

u —>u en L%(0,T;D(A?))

m

Se sigue entonces:

1 1
A2u_—A2ul — 0 casisiempre en [0, T], (5.32)

H

también por continuidad del operador L se tiene que:

|Lum - Lu|H — 0 casi siempre en [0, T] (5.33)
1
por lo tanto, se tiene que u_,u,u’ y u’ e L>(0,T;D(A2?)) y por Lema 2.5 resulta
1
que u,,,u € C([0,T]; D(A2)) por lo tanto de (5.31) se deduce que

u, —>u en C([O,T];D(A%)) (5.34)

con estas convergencias podemos pasar al limite en el problema aproximado (5.4)
y asi obtener solucion débil para el problema (5.1). Para lograr este objetivo

tenemos que considerar una funcion de prueba ¢ < b(0,T) Y luego multiplicando

(5.4) por @ e integrando sobre (0,T) Se tiene:
jOT {(u,’n'(t),wj) +(A%um(t), A%wj) +b(u,, (1), w;) - (f(t),w;)}O(t)dt =0

desarrollando e integrando se tiene:

[ . we®dt+ [ {(A;um(t), A%wj) +b(u, ®),w,) - (), w,)} O(t)dt =0

también:

_ OT %(u;n (t), w,)O(t)dt +jOT {(A;um (1), A%W,-) +b(u,, (t), w;)

— (f(t),w))}0(t)dt =0
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Verificando para cada término.

1
* (U (t),v) > @U”(t),v) en D(0,T) para cada ve D(A?)
Se identificaa L~ (0, T; D(Aé)) como un subespacio de Ll(o,T;(D(Aé))') de este
1
factor se sabe que U, _=. U en L*(0,T;D(A?)) entonces se tiene;

(u,,,w) > (u’,w), Vvwe L""(O,T;(D(A%))’)

también:

[0 un . wydt — [ (U0, wydt  vwel” (0,T;(D(A)))

en particular: w(t) =vo@t) ©<D(0,T); ve D(A2) Se Sigue:

LT (u, (1), v)et)dt — LT (u’(t), v)o(t)dt
luego se tiene:

(u, (t),v) > (U'(t),v) en D'(O,T),VVED(A%)

por lo tanto:

1

(u,’;,v):%(ur’n,v)a%(u’,v):(u”,v) en D'(0,T), WveD(A?) (5.35)

1

1 1

* (A2u, (t),v) = (A2u(t),v) en D(0,T) para cada ve D(A?)
sesabeque ul, =. U’ en L“’(O,T;D(A%)) entonces se tiene:

1 1

(Azum,wj—{Azu,w), vwe L'(0,T,H)

también:

v 1 o1

jo (A2u_(t), w)dt —>j0 (A2u(t), w)dt
para todow e L*(0,T; H), en particular: w=ov tal que

1
@< 11(0,T), Yve D(A?) se sigue:
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jOT (A%um (t),V)O(t)dt — jOT (A%u(t),v)e(t)dt

luego se tiene:

1 1 1

(A2u_,v) = (A2u,v) en L1(0,T), Vve D(A?) (5.36)
con el mismo procedimiento y la salvedad de que L es lineal y continuo se tiene:

(Lu,,v) — (Lu,v) (5.37)

1
en D’(0,T) paracada ve D(A?).

Por lo tanto, cocluimos usando los limites anteriores que:

[ it '@ VoMt + [] (Au®), Aoyt + [ (Lu(t),v)e't)dt

- jOT (f (1), V)0'(t)dt

por lo tanto se tiene que:

1 1

%(u’(t),v) +(A2u(t), A2v) +(Lu(t),v) = (f (t),V) (5.38)

1
en D'(0,T) Yy paratodo ve D(A?).

Luego la solucion del problema (5.1) para (u,,u,) € # esta en la clase:

1
uel”(0,T;D(A?))
u' eL”(0,T;H)

(5.39)

Por otro lado, podemos identificar H con su dual H' y en general por medio del

teorema de representacion de Riesz tenemos la siguiente cadena de inmersiones:
1 1
D(A) © D(A2) © (D(A2))" 2 (D(A))

luego se tiene:

—< [l u’(t)@'(t)dt,w>v L < [l Au(t)@(t)dt,w>v o < [l |_u(t)0(t)o|t,w>v

<V
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=< [ fmowt, w>V (5.40)

')V

integrando por partes el primer factor se tiene:

< [T u"®oc, w>v L+ < [l Au(t)@(t)dt,w>v 4 < [l Lu(t)@(t)dt,w>v

<V

=< [ f(t)a(t)dt,w>v (5.41)

<V

para todo we D(A)donde la notacion () significa la notacion de dualidad

(... >(D(A»,XD(A) del cual se concluye que:

u’+Au+Lu=f €n D'(0,T;(D(A))) (5.42)
luego de lo anterior y las inclusiones se tiene:

= AuyLuelL”(0,T;D(A))
= uel”(O,T; D(A%))’) S L”(0,T; D(A))

= feL”(0,T;(D(A2))) < L (0,T;(D(A))
luego como L7 (Q) o L2 (Q) vy de los items anteriores se concluye que:

u’+Au+Lu=f en L*(0,T;(D(A)) (5.43)

por lo tanto, se concluye que:
1

ue L?(0,T;D(A?))
u eLl”(0,T;H) (5.44)
u" e L2(0,T;(D(A)))

y del Lema 2.6, la inmersion H "o (D(A))" tenemos que para:
W, ={u'e L”(0,T;H)/u" e L*(0,T;(D(A)))}

entonces se deduce, usando el lema 2.6, que:
u'eC[0,T;H]; VvT>0 (5.45)

luego de (5.44) y (5.45) concluimos que:

:>z:=(u,u')eC([O,T],}[);VT >0 (5.46)
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Verificacion de los datos iniciales

El objetivo de esta seccion es mostrar que para una funcién dada esta satisface las

condiciones iniciales dado en (5.4) esto es:

u(0) =u, y u’(0) =u,

luego se tiene que z(0):=(u(0),u’(0)): esta forma tiene sentido verificar

Z(O) = (uo 1 ul) .

Verificacion de u(o): Primero consideremos ¢ < c*[o,T1, CON 6(0) =0

y o(T) =0 de (5.38) hacemos para cada caso ,, — w,0' (1) Y v =w,o)

tenemos :
[[(u®wod - [ (u@).w, ) md (5.47)
[ (u@w)omdt — [ (u@,w; )o@t (5.48)

luego usando integracion por partes en (5.38) se tiene:

~(u, )W)~ [} (U, @OV)POdt —- (), w) [ (D). v)eat

luego se concluye que:

1
u,(0)—>u, en D(A?)
y por la unicidad de limite, se concluye que:
u(0) =u, (5.49)

Verificacion de u’(0): Multiplicando a (5.4) por @ (t) e integrando de 0

a T y usando integracion por partes se tiene:
1 1
—(uy ), W)~ [ (U (), W)@ ®)dt + [ (A2u, (1), A2w,)O(t)dt +

+[] (Lu, (0, w)emdt = [ (f (1), w)emdt (5.50)

de la convergencia para los datos iniciales se tiene luego:
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U, (0), w;) = (U, w;) (5.51)

luego tomando limite m — oo y teniendo en cuenta las convergencias dadas

anteriormente se tiene:
1 1
~(ui ), w)) - [ (R, w,)E'(R)dt+ [ (Azu(t), Atw)o(t)dt +

+ (Lu®,w)ewdt = [ (F@).w)omdt  (5.52)

para todo weV y usando nuevamente intergracion por partes se tiene:

por lo tanto, de (5.51) y (5.52) se tiene:

1

(u'(0),w) = (u,, w); Yw e D(A2?)

y por densidad de D(A%) en H se tiene luego:

u'(0) =y, (5.53)

Unicidad

Para demostrar la unicidad, supongamos que existen u y v dos soluciones que
satisfacen las condiciones del teorema (5.1). Sea w(x,t) = u(x,t) —v(x,t) la
solucion de:

W'+ Aw+ Lw= f
w(0) =0 (5.54)
w'(0)=0

luego multiplicando por w' e integrando sobre €2 obtenemos:

w’,w), +(Aw,w),, +(Lw,w), =0 (5.55)
E
(w”, W), +(A%2w, A2w),, + (LW, W), =0
1d L P
) 1
— | W[, +|A2w| |=—(Lw,W 5.56
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y por hipétesis del operador L se sigue:

2

d

dt

1
12 2 12
WH+AW W, +

——(Lw,w,) <2|L|, uf, W], <C.

H

luego haciendo:

1 2
) 1
z=|w’H +|A2w

H
asi tenemos:

iza) <C.Z(t)

dt
y teniendo en cuenta que z(0) =0, luego integrando de O a t tenemos:

Z(t)<C.J z(®)ydt

aplicando el lema 2.3 (Lema de Gronwall) tenemos:

1 2
Z(t)=|wl, +|A2w| =0

H

asi deducimos que:
|W|i| =0=(U—-V,u—v)
concluyendo que:

u(t) =v(t)

por lo tanto la solucion es Gnica.

E 2
A?w

H

(5.57)
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5.1 Resultados descriptivos

Siendo esta una investigacion que no requirio de datos estadisticos o la aplicacionde

la estadistica descriptiva, no se tiene resultados descriptivos.

5.2 Resultados inferenciales

Siendo esta una investigacién que no requirio de datos estadisticos o la aplicaciénde

la estadistica descriptiva, no se tiene resultados inferenciales.

5.3 Otro tipo de resultados estadisticos, de acuerdo a la naturaleza

del problemay la hipdtesis

Por la naturaleza de nuestra investigacion no se requirio de datos estadisticos o

similares por lo que no se obtuvo resultado estadistico alguno.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracion de la hipotesis con los resultados

En nuestra investigacion se formul6 la hipotesis general que, existe Unica
solucion del problema abstracto (P) en ecuaciones en derivadas parciales de
evolucion de segundo orden, lo que permitioé formular las siguientes hipotesis

especificas:
Sean y, e L~ (o,T,D(AﬂZ)) y u, € L”(0,T,H) entonces se garantiza que
el problema abstracto (P) es un problema general que engloba diferentes
modelos.
Sean u, < Lw(o,T,D(AﬂZ)) y u, € L”(0,T,H) entonces existe solucion
del problema (P).
Sean y, e Lw(o,T,D(Aﬂz)) y u, € L”(0,T,H) entonces existe solucion

Unica del problema (P).

Apartir de los resultados en la presente investigacion aceptamos la Hipotesis
general, que establece que existe solucion del problema abstracto (P) en
ecuaciones en derivadas parciales de evolucién de segundo orden, aceptamos

las hipotesis especificas dadas, debido a:
Que las condiciones u, e Lw(o,T,D(AW)) y Uu,el”(0,T,H)

garantizaron que el problema abstracto (P) es un problema general que

engloba diferentes modelos.

Que con las condiciones u, e Lw(o,T,D(AﬂZ)) y u, €L”(0,T,H) existe

solucion del problema abstracto (P).

Que con las condiciones u, e Lw(o,T,D(AW)) y u, € L”(0,T,H)existe

la unicidad de la solucion, para el problema abstracto (P).
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6.2. Contrastacion de los resultados con otros estudios similares

Apartir de los resultados en la presente investigacion tenemos que, estos

resultados guardan relacion con las investigaciones presentadas en los

antecedentes indicados en el Marco Téorico:

a)

b)

En la investigacion de Brezis se trabaja un modelo clasico y béasico de

EDP de evolucion, es la ecuacion de onda: y"— Au=0 en QX]O,T[ mas

condiciones de frontera y condiciones iniciales, que permiten describir el
comportamiento de una onda en determinado medio, nosotros
consideramos el término no lineal A, L,y f generando la perturbacion
en la onda a medida que transcurre el tiempo considerando las

condiciones del problema (P).

En la investigacion de Medeiros y Milla se estudio la ecuacion de onda
u—Au=f en 2x]0,T[ mas condiciones de frontera y condiciones
iniciales, considerando las propiedades propias de el operador -A en un
espacio de Sobolev H_ ., en nuestro trabajo generalizamos el operador

Laplaciano considerando Au + Lu un nuevo operador lineal , ademas ellos
consideran en su investigacion el método de Faedo Galerkin, realizan
estimativas e indica el pasaje al limite, que es un procedimiento similar al

nuestro pero que detallamos en profundidad.

En el articulo de Amaya Cedron, se aplicé las diferencias finitas para una
solucion numérica de la ecuacion diferencial parcial, se aplico las
dferencias finitas para una solucion numérica de la ecuacion de la onda, en
nuestro trabajo usamos la teoria del analisis funcional y mediante el
método de Faedo Galerkin para demostrar la existencia del problema (P),
la unicidad de la solucion se demostré utilizando la técnica de

contradiccién, con auxilio de la desigualdad de Gronwall.
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6.3. Responsabilidad ética de acuerdo a los reglamentos vigentes

Conforme al codigo de ética de investigacion de la Universidad Nacional del
Callao aprobada por consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio del
2017, en nuestra investigacion se respetdé y cumplié con las normativas
institucionales que regulan su proceso, se procedio con el rigor cientifico para
la validacion, fiabilidad y credibilidad de los métodos y fuentes de consulta,

utilizados con responsabilidad y transparencia en todo momento.
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CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos se pudo establecer las sigientes conclusiones:

Se demostro la existencia y unicidad de solucion del problema abstracto (5.1) en

ecuaciones en derivadas parciales de evolucién de segundo orden.

Se determind las condiciones adecuadas sobre los datos iniciales U, y U, para que

el problema abstracto (5.1) sea un problema general que engloba diferentes

modelos, por que considerando que uoeL@(o,T,D(AM)) y u,el”(0,T,H)

conseguimos la existencia de la solucion que engloba diferentes modelos.

Se establecio condiciones adecuadas sobre los datos iniciales u, y u, para la

existencia de solucion del problema absatracto (5.1), por que considerando que

U € L°°(0,T,D(A1’2)) y U, €L”(0,T,H) obtuvimos la existencia de la solucion

del problema (5.1).

Se analiz6 condiciones adecuadas sobre los datos iniciales U, y U; para que la
solucion del problema absatracto (5.1) sea Unica, por que al considerar que

u, eL” (o,T,D(AUZ)) y u el” (O,T,H) y aplicando la desigualdad de Gronwall

se obtuvo la unicidad de solucion del problema abstracto (5.1).
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RECOMENDACIONES

Al finalizar la investigacion podemos recomendar a los interesados en el area lo

siguiente:
Estudiar otras condiciones de la perturbacion de una ecuacién abstracta de onda que
pueda satisfacer, como su comportamiento asintético del problema en ecuaciones

en derivadas parciales de evolucion de segundo orden.

Estudiar la aplicacion de otros tipos de ecuaciones abstractas, como:

u”+ A“u+Lu= f (u) en H
u(0) =u, en V
u'(0) =u, en H

determinando su existencia de solucion y comportamiento asintético de las

soluciones, considerando los mismos argumentos dados en el problema inicial con

la diferencia que £ una funcion no lineal, y A“U un operador no acotado en el

problema dado para « >0, debido a que el problema abstracto inicial es un

problema general que engloba diferentes modelos.

Plantear en el problema abstracto inical a A=-A y L =a(x) que se obtiene una
ecuacion tipica de onda perturbada con un término lineal a(x), y para A=A% y
L =a(x) representa la ecuacion de las vibraciones transversales de una viga

perturbada por el término lineal a(x)u .

Estudiar la solucién con el método de la teoria general de semigrupos para
problemas de evolucion abstracta tipo ecuacion de Cauchy abstracto y con

problemas de valor inicial.
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