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RESUMEN

Esta investigacion, Convergencia del método del gradiente usando retracciones para
minimizar funciones cuasi-convexa sobre variedades Riemanniana tuvo como finali-
dad el estudio del comportamiento; en el sentido de convergencia computacional, respecto
de las sucesiones numéricas generadas el algoritmo del Gradiente con el objetivo de ga-
rantizar puntos candidatos a 6ptimos, para funciones cuasi-convexas sobre la extension
natural geométrica del espacio euclidiano; la variedad Riemanniana, para ello se us6 las
llamadas retracciones, siguiendo la propuesta de Absil P. y col. (2012). La naturaleza
de esta investigacion es bdsica, tedrica, cuyo propédsito fue analizar la convergencia del
método, a fin de garantizar solucién, al menos tedricamente, del problema indicado. En
esta investigacion se aplicé principalmente el método hipotético-deductivo, a fin de infe-
rir conceptos abstractos e interpretar constructos, propios del problema de investigacion,
para los cuales se utilizaron fichas de investigacion para recopilacion de informacion re-
levante; los que fueron interpretados y analizados, aplicando la l16gica matemadtica, de las
distintas organizaciones matemadticas, logrando demostrar las hipé6tesis del problema de
investigacion.

Palabras clave: Variedades Riemannianans, Retracciones, funciones cuasi-convexa, mé-

todo de Armijo, método del Gradiente.
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RESUMO

Esta pesquisa, Convergéncia do método gradiente usando retragdes para minimizar
funcdes quase-convexas em variedades Riemannianas, teve como objetivo o estudo do
comportamento; no sentido de convergéncia computacional, no que diz respeito as se-
quéncias numéricas geradas pelo algoritmo do Gradiente de forma a garantir pontos
candidatos 6timos para fun¢des quase-convexas na extensao geométrica natural do espagco
euclidiano; a variedade Riemanniana, para isso foram utilizadas as chamadas retragdes,
seguindo a proposta de Absil P. et al. (2012). A natureza desta pesquisa € bdsica, tedrica,
cujo objetivo foi analisar a convergéncia do método, de forma a garantir uma solucao, pelo
menos teoricamente, do problema apontado. Nesta pesquisa, aplicou-se principalmente
o método hipotético-dedutivo, com o objetivo de inferir conceitos abstratos e interpretar
construtos, topicos do problema de pesquisa, para os quais foram utilizados arquivos de
pesquisa para coletar informagdes relevantes; aquelas que foram interpretadas e analisa-
das, aplicando a 16gica matemadtica das diferentes organizagdes matemaéticas, conseguindo
demonstrar as hip6teses do problema de investigacao.

Palabras chaves: Variedades Riemanniana, retracdes, funcdes cuasi-convexas, método

Armijo, método Gradiente.



INTRODUCCION

El uso de elementos y propiedades de geometria Riemanniana es una de las herramientas
importantes en el desarrollo de nuevos modelos en diversos campos de la ciencia y en la
actualidad de mucho exito en Optimizacion Matematica. Esta ultima se ve en el trabajo
desarrollado por Luenberger (1972), en la citada referencia se usa el método de descenso
geodésico y obtiene la tasa de convergencia del método del Gradiente proyectado para un
problema de Optimizacién min f(x) con restricciones i(x) = 0, donde f : R" > R, h:
R" - R™ n>m.

Algunos autores como Gabay (1982, 2), Udriste (1994), Smith (1994), Rapcsak (1997)
continuaron con la imvestigaciéon de modelos de Optimizacion, sobre variedades rie-
mannianas en relacién a la convergencia de los métodos computacionales para dichos
problemas. Cuando el problema de minimizacion, tiene condiciones sobre la funcién ob-
jetivo es el caso de funcion objetivo convexa en variedades riemannianas, fué revisada
y generalizada por Da Cruz Neto, Lima y Oliveira (1998) y usaron busqueda de Armijo
para el método Proximal. Podemos decir, que en esa linea, la novedad de uso de funciones
cuasi-convexa y método del Gradiente lo estudia por primera vez Kiwiel y Murty (1996, 1)
analiz6 la convergencia del método. A partir de ese momento dicho problema es extendido
a variedades riemannianas, como en Papa Quiroz, Quispe y Oliveira (2008, 1), resulta-
do que nos motivo a desarrollar nuesta investigacion. cuya distribucion lo describimos a
continuacion.

En el Capitulo I, se presenta el planteamiento del problema y una descripcion de la realidad
problematica, dentro del cual establecemos las condiciones y formulacion del problema,
asi como los objetivos de la investigacion.

En el capitulo II, descripcion del marco tedrico de la investigacion, antecedentes, nuestras

bases tedricas y marco conceptual del problema de investigacion, analizamos elementos



béasicos de geometria riemanniana en relacion con la Optimizacidén, se deducen las pro-
piedades geométricas mds importantes como curvatura cero, condiciones suficientes para
garantizar que la variedad riemanniana sea completa, el método del Gradiente, condiciones
de 6ptimos y resultados de cuasi-convexidad. En el Capitulo III, las hipétesis y variables
de investigacion.

En el capitulo 1V, desarrollo el disefio de la investigacion, en cuanto a la metodologia
que se aplicé para alcanzar los resultado, las técnicas de investigacion apropiadas para la
pesquisa.

Para finalizar, en el Capitulo V descripcién de los resultados hallados, especificamente
sobre la convergencia del método del Gradiente, en el Capitulo VI hacemos la discusion
de los resultados, la contrastacion con las hipétesis y con otros resultados, en el Capitulo

VII, las conclusiones de la investigacion, y recomendaciones en el Capitulos VIII.



CAPITULO I. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1. Descripcion de la realidad problematica

La Investigacion de Operaciones que una ciencia aplicada en muchos dmbitos del desa-
rrollo cientifico. Si pudiera retroceder a la época, durante la segunda guerra mundial,
fue aplicado en forma de estratégias para resistir el ataque enemigo, en la prictica hoy
podemos decir que es una especie de teoria de juego; y pasa a utilizarse como estrategia
logistica en la administracién de recursos para su distribucion y otros. Debido a la impe-
riosa necesidad de optimizar recursos y estratégias ante ataques enemigos (en la guerra),
Gran Bretafia se vi6 en la necesidad de reclutar cientificos para apoyar el proceso bélico, y
dar solucién a sus problemas bélicos, los resultado exitosos obtenidos por la Investigacion
de Operaciones, a la posteridad de la guerra y con el creciente y acelerado desarrollo
industrial, condujeron a buscar alguna metodologia, estratégia que sea importante para
maximizar 0 minimizar recursos.

G. Dantzing en (1947), profesor de computacion, ademas fisico y matemaético, desarro-
116 un método computacional, una de las mayores contribuciones que hizo Dantzing al
desarrollo de las ciencias; lo que en el fondo se queria, era resolver un problemas de
optimizacion lineal y propuso el algoritmo que mds tarde se llamaria, Simplex, dicho re-
sultado fué usado intensamente por la fuerza aérea de los EE. UU. en el programa SCOOP
(Scientific Computation of Optimum Programs). Y mas adelante, la actual Investigacion

de Operaciones se expande a los intereses de las distintas ciencias.

Con el paso del tiempo se puede afirmar que, existieron muchos problemas en las cien-
cias e ingenieria orientados por ejemplo a optimizar recursos, como el de maximizar o

minimizar inversiones, ganancias, utilidades, u orientado para otras ciencias; en ciencias



de la computacion, el cual requiere de modelos matemdticos para estudiar por ejemplo la
complejidad del sistema, que en general son no lineales, es decir; en términos generales,
a través de modelos mateméticos generalizados podemos hacer la toma de desiciones, y

resolver problemas que demanda la sociedad.

Se puede, citar a las diferentes dreas de aplicacion y que ahora serd especificamente es en
referencia a la Optimizaciéon Matematica, pero también tenemos a por ejemplo; Teoria de
control, Teoria de la demanda, en Teoria econdémica, de aproximacion, en ciencias Am-
bientales, Ciencias de la Computacién y todas las dreas con problemas que son modelados
por ecuaciones matematicas, cuya solucion se enmarca, en el drea de la optimizacion ma-
temadtica, esta a su vez, utiliza distintas metodologias computacionales de aproximacion
en cuanto a su solucién y, de acuerdo a las caracteristicas del modelo, el investigador elige

un método apropiado para resolverlo.

Ahora, especificamente al exponer el modelo matemaético del cual se ha abordado ante-
riormente en forma descrptiva; un problema de Optimizacién cldsico, y tiene la siguiente

expresion matemdtica:

Minf(x), xeR”" (L1)

el modelo (I.1) es llamado Problema de Programacién no Lineal sin restricciones definido
sobre el espacio euclidiano n-dimensional R".

Una expresion generalizada del modelo anterior, es el que se plantea en Quispe C. (2008),
quien define al problema anterior, sobre una variedad Riemanniana y al que también no-
sotros denotamos con M, entendida como la extensién natural geométrica del espacio

euclidiano n—dimensional, que se desarrollado y analizado, conceptualizado y esquema-



tizado en las posteriores secciones. El problema al cual nos referimos es el siguiente:

Minf(x), xeM (L2)

M es una variedad riemanniana y f una funcién definida sobre M.

Note la diferencia, en 1.1, x pertenece al espacio n-dimensional, R"” mientras que en
1.2 la variable x pertenece a la variedad Riemanniana M. Aqui se analizard cudl es su
comportamiento, respecto de sus maximos o minimos, si los tuviere, mediante el andlisis
de la convergencia del método o algoritmo del Gradiente.

El problema (I.2), es un modelo que pertenece a la ciencias matemadticas, en general es
una ciencia bdsica; y especificamente pertenece a la linea de investigacion de Andlisis
numérico y Computacion Matematica; muy en particular a la Optimizacién Matematica,
y ésta investigacion la desarrollamos sobre variedades Riemannianas que como ya dijimos
se verd en detalle mds adelante.

Los estudios de los modelos matemadticos generalizados son importantes porque, permiten
clasificar los problemas y plantear metodologias que permitan establecer una mejor solu-
cion y estos, generalizarlos; por ejemplo, desde el punto de vista tedrico o respecto al coste
computacional de un modelo de maximos o minimos. Razén por cual con herramientas
de geometria Riemanniana, o variedades Riemannianas pueden construirse problemas
de optimizacion sin restricciones considerando las propiedades intrinsecas de la propia
geometria o mejor dicho de la variedad.

Por otro lado, también, se tiene problemas de optimizacién osea de médximo o minimo,
cuya caracteristica de la funciones objetivo son no convexa, a su vez modelados sobre
una variedad Riemanniana; esos problemas se convierten en problemas de optimizacion
convexos cuando se usa apropiadamente ciertas métricas Riemanniana, lo que permite la

generalizacion de los métodos clédsicos de optimizacion matematica (Quispe C., 2008).



En un sentido mds generalizado respecto lo anterior, Absil, Mahony y Sepulchre (2008),
involucro a las construcciones llamadas retracciones, definidos sobre variedades rieman-
nianas particulares. En suma, podemos decir que, encontramos algunas dificultades res-
pecto ciertas estratégias metodoldgicas, cuando se usa la aproximacion de sucesiones a la
solucion del problema (I.2); esto es, las sucesiones que genera el algoritmo del Gradiente,
tienen necesariamente involucrado expresiones geodésicas no explicitas lo que complican
la generacion de sucesiones explicitas dificultando una buena implementacién compu-
tacional. (Quispe C., 2008). Al respecto, se muestran resultados computacionales y se
generaliza el método, respecto la convergencia al solucionar un problema de minimiza-

cién con funciones cuasi-convexas. (Papa Quiroz y col., 2008, 1).

En esta nvestigacion se estudid y analizd, los conceptos tedricos que fundamentan el plan-
teamiento del problema de investigacion, entre ellos: teoremas, corolarios y los resultados
principales para la demostracion de la convergencia del método del Gradiente con retrac-
ciones, usanos funciones cuasi-convexas, en el contexto de la variedad Riemanniana; en
ese sentido, el algoritmo del método del Gradiente genera una solucién al problema, como

una sucesion de puntos x; € M dado por:

Xk+1 = Ry, (26175,

donde n; € Ty, My T, M es el espacio tangente de la variedad M en el punto xi, #; es
un escalar mediante el cual se aplica la busqueda de Armijo para determinar el siguiente
punto xz+1 y R es una aplicacion llamada retraccion, ésta se define como una aplicacion
suave de la unién de espacios tangentes sobre la variedad, esto es, R : TM — M, en
adelante se denotard por R, la restriccién de R al espacio tangente 7, M en el punto x,
debe satisfacer condiciones de identificacion por ejemplo, la retraccién en x del vector

cero del espacio tangente, la identificacion con el propio espacio. A su vez, se habla



también de la identificacion candnica del tangente en el vector cero del espacio tangente,
con el espacio tangente, llamada aplicacion identidad, esta situacion serd especificado con
detalles rigurosos a partir del capitulo 2.3.

La aplicacidn a la cual nos referimos; retraccion, es una expresion mds general respecto las
aplicaciones usadas, vistos en (Absil & Malick, 2012). También se tiene como ejemplo, la
aplicacion exponencial que permite hablar sobre convergencia para el problema de opti-
mizacion y depende de la busqueda lineal en el algoritmo, ésta bisqueda fué desarrollado
por Luenberger (1972) y propuso el uso de busqueda direccional a lo largo de geodésicas,
obtenidas por proyeccion del vector gradiente en R”, sobre el espacio tangente del conjunto
de restricciones, en este caso estamos hablando de la derivada covariante, que es a su vez
una generalizacién natural de la derivada normal que conocemos.

También podemos referirnos a otras contribuciones en optimizacion sobre variedades en-
tre ellos, Gabay (1982, 2) en aquella investigacion se generaliza el método Cuasi-Newton
obteniendo convergencia superlineal. El investigador Udriste (1994), resalta las métri-
cas sobre las propiedades de una variedad riemanniana y sobre todo el estudio de las
funciones convexas orientados a sistemas dindmicos y propone también, algoritmos de
descenso computacionales. Por otro lado en Papa Quiroz y col. (2008, 1) propusieron
la metodologia de busqueda lineal de Armijo generalizado que, a lo largo de geodésicas

usa funciones cuasi convexas para aproximar las funciones, y se determina la convergencia.

Finalmente, mencionar a Cruzado Quispe (2014) en cuya tesis, estudia las retracciones y
revela algunas implementaciones computacionales de la metodologia propuesta por (Absil
y col., 2008). cabe resaltar que en dicha tesis, el autor no usa funciones cuasi-convexas.

Con la informacion revisada, estamos en capacidad de estudiar, analizar y responder
las interrogantes del problema general y especificos, y asi tengamos formulado nuestro

problema de investigacion.



1.2. Formulacion del problema

1.2.1. Problema general

De la referencia bibliografica analizada, ain no se ha planteado la minimizacién de fun-
ciones cuasi convexas usando retracciones en el método del Gradiente sobre herramientas
de variedades Riemannianas. De acuerdo a la informacién obtenida, podemos afirmar que,
se ha demostrado la convergencia del problema de minimizacién de funciones cuasi con-
vexas usando el método del Gradiente cuya busqueda del pardmetro longitud de paso es
encontrada a través de curvas geodésicas, que implican formulacién de aplicaciones expo-
nenciales, véase en Quispe C. (2008), esto nos permite abordar la investigacion alrededor
de otra aplicacién, como son las llamadas retracciones R debido a su generalidad tedrica.
Viendo esas fortalezas y oportunidades, se ha logrado plantear y formular el problema de
investigacion a seguir, y asi, realizar el siguiente cuestionamiento:

(Coémo obtener la convergencia del método del Gradiente usando retracciones para

minimizar funciones cuasi convexas sobre variedades Riemannianas?

1.2.2. Problemas especificos

1. (El uso de retracciones con métricas especificas en el método de Gradiente viabiliza

la minimizacidn de funciones cuasi convexas sobre variedades Riemannianas?.

2. ;Las funciones cuasi-convexas permiten encontrar puntos candidatos a 6ptimos por

medio del método de Gradiente sobre variedades Riemannianas?.



1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivos general

Obtener la convergencia del método del Gradiente usando retracciones para minimizar

funciones cuasi convexas sobre variedades Riemannianas

1.3.2. Objetivos especificos

1. Usar retracciones con métricas especificas en el método del Gradiente viabilice la

minimizacién de funciones cuasi convexas sobre variedades Riemannianas.

2. Usar funciones cuasi convexas permite encontrar puntos cadidatos a optimos por

medio del método del Gradiente sobre variedades Riemannianas.

1.4. Limitantes

1.4.1. Teorico

El estudio de la geometria no euclidiana permite la generalizaciéon del modelo , la proble-
matica y su solucion. Es una herramienta matemaética que nos permite generalizar métodos
computacionales alrededor de la Optimizaciéon matemadtica. Los resultados que se tienen
al respecto, son entonces de mucha importancia tedrica para la comunidad cientifica, es-
tudiantes, docentes e investigadores en el contexto de su aplicacion en general, debido
a la gran cantidad de informacién sobre variedades Riemannianas, resultados que son
mads generales de las existentes en la literatura de Optimizacion matemaética que a su vez
podemos decir que es una ciencia de multiples aplicaciones, como en: Economia, Fisica,
ciencias Ambientales, computacion, y todas las ingenierias. Asf se tiene la clasificacion de

los problemas de Optimizacién matemadtica, esto es, existen una clase de problemas como



son, lineales convexos, no lineales convexos y los cuasi convexos para los cuales se aplica
distintos métodos computacionales de minimizacion sobre geometria no euclidiana. Los
resultados de la generalizacion de la convergencia del método del Gradiente, contribuirdn
a generar nuevos algoritmos, que, al ser implementados computacionalmente, permiten
aplicaciones tecnoldgicas importantes y de soporte computacional en las drea de ciencias
e ingenieria, asi se puede ver en (Yang, 2007, 2). Otra investigacién que contribuye en
el aspecto tedrico se puede ver también la tesis de (Wen, 2013) que nos pueden permitir
modelamiento para problemas especificos, por ejemplo para obtener imdgenes de alta
calidad visual debido a los componentes tedricos involucrados, como son las herramientas
de geometria no euclidiana que lo sustentan.

Finalmente, se puede decir que esta investigacion a pesar de las limitantes tedricas por
la distante referencia bibliografica actualizada, contribuye tedricamemte con el saber

cientifico en el drea de la optimizacion matematica pese al limitado material bibliografico.

1.4.2. Temporal

Por la narutaleza de ésta investigacion, la recopilacion de informacion fue limitada a la
fecha en que se realizaron las diferentes investigaciones en relacidon con esta tesis, por
ejemplo el investigador Absil y col. (2008) desarrolla la teoria de retracciones sobre
variedades orientados a la optimizacion, del cual hemos tomado también varios resultados
de importancia, para la contrastacion de las hipdtesis. Otro autor que hemos considerado
leer es Boothby (1975) quien trata sobre Variedades, que a pesar del tiempo las teorias
desarrolladas por el autor, nos sirven para acompaiiar nuestro marco teérico. Asi podemos
citar a diferentes autores, uno de ellos, Do Carmo (1988), Do Carmo (2005), cuyas
investigaciones han sido de mucho aporte tedrico a pesar del tiempo y que hemos tomado
con cuidado de siempre citarlos. En resumen en esta linea de investigacion pudimos ver
que hay pocas investigaciones de reciente publicacion lo que dificulta o es una limitante

en todo el proceso que ha tenido ésta investigacion
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1.4.3. Espacial

Al respecto, se puede decir que se ha tenido también limitante espacial, por razones de
que la informaciéon que hemos logrado obtener y leer para ser analizado, discutido y
procesado, ha sido trabajado en muchos casos, en los propios ambientes de la Escuela de
Posgrado de la Facultad de Ciencias Econémicas de la Universidad Nacional del Callao,
usando también la red de conectividad, y sus laboratorios de cémputo, que finalmente me
permitio la digitalizacion en plataforma en linea free, de los resultados para el presente

informe.
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CAPITULO II. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Internacional

Wen (2013), en su tesis doctoral sobre *“ Optimization Algorithms on Riemannian Mani-
foldswith Applications”, realizado en el College of Art and Sciences, de la Universidad
del Estado de Florida. En su investigacion, se puede ver fundamentalmente que tienen re-
sultado sobre convergencia sobre el cual propuso. Los andlisis de convergencia del método
de regién de confianza de rango uno simétrico de Riemann y los métodos de la familia
RBroyden asumen una funcién objetiva suave. Respecto las condiciones para su funcién
objetivo dice, para funciones objetivas continuas de Lipschitz parcialmente uniformes, se
muestra que una variacién de uno de los métodos,la familia RBroyden, RBFGS, funciona
bien empiricamente. Ademads afirman que se ha demostrado que el método del Gradiente
sobre el espacio Riemanniano funciona bien empiricamente tanto para una funcion objeti-
vo continua y Lipschitz como para una funcién de objetivo continua que no es de Lipschitz
asociada con la importante aplicacion de reduccion de dimension no lineal. Se presentan
implementaciones eficientes y efectivas para una variedad en Rn, una variedad cociente de
una variedad total en Rn y otros. Sobre los hallazgos de la investigacion dicen que, los re-
sultados incluyen representaciones y operaciones eficientes de elementos en una variedad,
vectores tangentes, operadores lineales, retracciones y transportes vectoriales. Se derivan

técnicas novedosas para construir y calcular multiples tipos de transportes vectoriales.

Baygorrea (2017), en su tesis dortoral sobre “Método do ponto proximal inexacto para

minimizacion quasi-convexa em variedades de Hadamard”, tesis presentada en la COP-
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PE/UFRYJ, del Instituto Alberto Luiz Coimbra de P6s-Graduacao e Pesquisa de Engenharia
Facultade de Ciencias Exactas y Naturales, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Brasil.
En dicha investigacion sobre una variedad particular, la llamada variedad de Hadamard,
ha sido tomado en cuenta para el desarrollo de este estudio y para plantear el problema de
investigacion sobre dichas variedades. Segun los resultado de la indicada investigacion,
generalizan el algoritmo del Punto Proximal Escalarizado para problemas de optimizacién
multiobjetivo irrestricto con funciones objetivos cuasi-convexos, ademds hay una necesi-
dad de considerar la condicion de Lipschitz, localmente sobre espacio euclidianos, dichos
resultados fueron estudiandos por Apolinario et al. [3], para variedades de Hadamard. Indi-
ca Baygorrea ademads que, considerando hipétesis muy razonables, prueban que cualquier
punto de acumulacién es un punto de critico Pareto-Clarke para cualquiera de las versiones
inexactas. Y, para calcular las iteraciones del algoritmo que han estudiado, el HSIPP, se
necesita hacer una estimativa de los vectores del cono normal, lo que puede ser dificil de
conseguir y el reto serd, dice Baygorrea, superar ese obstidculo que requieran alguna otra
técnica de estudio en futuras investigaciones. Para la investigacion que se ha realizado, y
desde el punto de vista tedrico, fué una oportunidad que se tomé en cuenta y considerar

sus resultados como recomendacion, pues es un trabajo afin respecto de esta investigacion.

Luenberger (1972), en su articulo sobre; El Método del Gradiente Proyectado a lo largo
de geodésicas, de la revista Management Science, Theory Series. En vinculo a nuestra
formulacién o planteamiento del problema de investigacion, la relacion entre los métodos
de Optimizaciéon Matematica y la geometria Riemanniana tiene una antigiiedad aproxima-
damente del afio 1972, especificamente, ese planteamiento se inicia con la investigacion
hecha por Luenberger (1972), quien usa el método de descenso geodésico y calcula la
tasa de convergencia del método del Gradiente proyectado para el problema de minimi-
zacion con restricciones de igualdad, definidos en R”. Exactamente los resultados que

obtiene D. Luemberger es de proporcionar resultado en relacién al método de proyeccion
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del Gradiente para resolver problemas de minimizacion con restricciones. Muestra que
la tasa de convergencia asintética de dicho método, también estd dada por la relacion de
Kantorovich, con la diferencia que los valores @ y S se determinan con el Lagrangiano
asociado con el problema. Especificamente, si L es el Hessiano del Lagrangian evaluado
en la solucion, a y S los valores propios mds pequefo y més grandes de L cuando estdn
restringidos a la tangente subespacial a la superficie de restriccién. Los resultados hallados
por Luemberger, son una extension natural de problemas sin restricciones unidimensional

a multidimensional.

Gabay (1982, 2) en su articulo “Minimizing a differentiable function over a differential
manifold” de la revista Journal of Optimization Theory and Applications, aplica el método
de Gradiente reducido, generaliza el método Cuasi-Newton y muestra que la convergencia
Optima del problema de optimizacion es superlineal.

El resultado exacto que Gabay indica es que para generalizar los métodos de Descenso de
optimizacion sin restricciones al caso restringido, se define intrinsecamente en el campo de
gradiente de la funcién objetivo en la variedad de restricciones y que analiza los métodos
de descenso a lo largo de la geodésica, incluida la proyeccion de gradiente y los métodos
de gradiente reducido para opciones especiales de sistemas de coordenadas. En particular,
sostiene Gabay, generalizamos los métodos cuasi-Newton y establecemos su convergencia
superlineal; demostramos que solo requieren la actualizacion de una matriz de tamafio
reducido. En la prictica, la busqueda geodésica se aproxima mediante un paso tangente
seguido de una restauracion de restricciones o mediante una simple biisqueda de arco nue-
vamente seguida de un paso de restauracion. En lo que respecta a nuestra investigacion,
los resultados de Gabay, si bien son importantes, lo que se verd mds adelante y de otros
reportes es que la ecuaciones geodésicas en general son implicitas, lo que dificulta o es
una limitante en el aspecto tedrico de nuestra investigacion razon por la cual proponemos

el uso de Retracciones, el que se verd mds adelante.
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Bento, Cruz Neto y Santos (2013) en el articulo “An inexact steepest descentmethod for
multicriteria optimization on Riemannian manifolds”, publicada en la revista J. Optim.
Theory.Appl, Los mencionados autores realizan investigaciones de alguna manera rela-
cionadas con nuestra investigacion; las investigaciones que se realizan en los institutos del
Brasil en particular de la Universidad Federal de Piaui, donde mds investigaciones sobre
variedades Rimannianas y distintas aplicaciones podemos encontrar, lo mismo que ocurre
con los autores Bento y Cruz Neto (2013). En el mencionado articulo, los autores muestran
una version inexacta del método de Descenso mds pronunciado con la regla de Armijo
para la optimizacion de multiples criterios en el contexto riemanniano. Bajo suposiciones
simples en la funcién multicriterio, demostran que cada punto de acumulacion (si lo hay)
satisface condiciones necesarias de primer orden para la optimizaciéon de Pareto. Ade-
mads, afirman que suponiendo que la funcién multicriterio es cuasi convexa y la variedad
Riemanniana tiene efectos de curvatura no negativa, se muestra la convergencia completa
de cualquier sucecion generada por el método para un punto critico Pareto. Como ya se
vi6 en (Baygorrea Cusihuallpa, 2017), la anterior investigacién se desarrolla usando una

particular variedad, denominada variedad de Hadamard.

Smith (1994), publica su articulo “Optimization Techniques on Riemannian Manifolds” de
larevista Fields Institute Communications. Sobre elcual se puede decir que tanto el método
de Newton como el método del Gradiente Conjugado fueron estudiados por primera vez
sobre variedades riemanniana, sobre ellos se analizé la convergencia y se encontré que
era de orden cuadratico y superlineal respectivamente; un ejemplo particular que Smith
muestra sobre variedades es la aplicacion cociente de Rayleigh definido sobre la esfera
y que la iteracion del cociente de Rayleigh es una aproximacion eficiente del método de

Newton. Textualmente el autor dice:
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Las técnicas y el andlisis presentados en este documento proporcionan nue-
vos métodos para resolver los problemas de optimizacioén planteados sobre
variedades de Riemann. Se ofrece un nuevo punto de vista para la solucién
de problemas de optimizacion restricciones. Algunas te¢nicas cldsicas de op-
timizacion del espacio euclidiano se generalizan a variedades riemannianos.
Se presentan varios algoritmos y se analizan sus propiedades de convergencia
empleando la estructura riemanniana de la variedad. Especificamente, se pre-
sentan dos algoritmos aparentemente nuevos que se pueden considerar como
el método de Newton y el método de gradiente conjugado en las variedades de
Riemann, y poseen, respectivamente, convergencia cuadrdtica y superlineal.
Se dan ejemplos de cada método en ciertas variedades de Riemann con los
resultados de experimentos numéricos. El cociente de Rayleigh definido en la
esfera es un ejemplo, Se muestra que el método de Newton aplicado a esta
funcién converge cibicamente, y que la iteracion del cociente de Rayleigh es
una aproximacion eficiente del método de Newton. La version riemanniana del
método de gradiente conjugado aplicado a esta funcién proporciona un nuevo
algoritmo para encontrar los vectores propios correspondientes a los valores
propios extremos de una matriz simétrica. En un ejemplo similar, se muestra
que el método de Newton aplicado a la suma de los cuadrados de las entradas
fuera de la diagonal de una matriz simétrica converge cubicamente.(Smith,

1994, p. 113).

Como puede verse, en dicho articulo, el investigador encuentra importantes técnicas sobre
los métodos de optimizacion en variedades riemannianas que han dado lugar a interesantes

generalizaciones sobre la convergencia y aplicacion en variedades.

Burachik, Grafla Drummond, Tusem y Svaiter (1996) en el articulo “Full Convergence of

the Steepest Descent Method with Inexact Line Searches Optimization”, revista Optimi-
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zation. Estudiaron y analizaronn el método de Médximo Descenso, con busqueda lineal
Inexacta y son aportes bibliogréficos que nos dan luces sobre el andlisis del problema
de investigacion que estamos proponiendo. A diferencia de nuestra invetigacion, usamos
retracciones ademds de la variedad de Riemann, los métodos Inexactos generan soluciones
del promblema con cierto error de tolerancia, los que al menos teoricamente pueden ser

muy bien aprobechados para generalizacion de diversos métodos.

Armijo (1966), en su articulo “Minimization of functions having Lipschitz continuous
first partial derivatives”, publicado en el Pacific J. Math. Muestra la convergencia del
método del Gradiente con algunas condiciones, y asi, se pudo ver el punto de partida que
realizaron Kiwiel y Murty (1996, 1), tras publicar el articulo titulado Convergence of the
steepest descent method for minimization quasiconvex functions, ellos usan por prime-
ra vez la funcidn cuasi-convexa junto con el método de Armijo generalizado y obtiene
convergencia del método para el problema de minimizacién con funcién objetivo cuasi-
convexa, sobre el espacio euclidiano n-dimensional, la misma funcién que hemos usado
para nuestra investigacion; es el mencionado autor quien generaliza el método de Armijo
usando funciones cuasi-convexas, demuestra el teorema de convergencia general para el
método del gradiente y se demuestra bajo ciertas condiciones en las hipétesis del teorema.
Demostrando que el método de descenso es el descenso mds elevado. Estos algoritmos
de descenso convergen bajo algunas hipdtesis y permiten la posibilidad de tener tamafio
de pasos variable. Consescuentemente, en esta investigacion, se hizo similar metodologia
respecto la convergencia del método, con la diferencia que serd cambiada a la geometria,

variedades de Riemann.

Papa Quiroz y col. (2008, 1), cuyo articulo “Convergence of the steepest descent method
for mi-nimizing quasiconvex functions”, publicado en la revista, Journal of Optimization

Theory and Applications, resumen todo lo trabajado en la tesis de licenciatura de Quispe
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C. (2008) debido al conjunto de resultados de mucha importancia desde el punto de vista
tedrico, y que son una generalizacion a variedades riemannianas de la convergencia del
método del Gradientes usando funciones cuasi-convexas, comparada con la investigacion

realizada por (Kiwiel & Murty, 1996, 1).

Yang (2007, 2) en el articulo “Globally convergent optimization algorithms on Riemannian
manifolds, realizado en Uniform Framework for Unconstrained and Constrained Optimi-
zation]1 con su revista Journal of Optimization Theory and Applications, proponen varios
métodos globalmente convergente para problemas con restricciones y también sin restric-
ciones en el contexto de variedades riemannianas; el tratamiento que hace Yang es sobre
convergencia global de algoritmos sobre variedades riemanniana es importante porque

ademds realiza modelamiento computaciones de distintas aplicaciones.

Absil y Malick (2012) y el articulo Projection-like retractions on matrix manifolds, pu-
blicado en el periddico, Journal on Optimization, Society for Industrial and Applied
Mathematics, sobre ello el modelamiento computacional de algunas aplicaciones con
retracciones sobre el espacio tangente de la variedad riemannian; Absil, demuestra la con-
vergencia para minimizar funciones costo cualesquiera sobre una variedad riemanniana,
lo que nos permite plantear una investigacion, orientada a obtener la generalizacion de la
coonvergencia del método del Gradiente, pero en este caso, la aproximacion debe ser reali-
zada no por geodésica sino a través de aplicaciones llamadas, retracciones, para funciones
costo cuasi-convexa, esto, debido a la dificultad que se tiene al tener que usar geodésicas
explicitas y que no resultan faciles de obtener; por tanto afirman que es conveniente de-
finir las retracciones sobre la variedad riemanniana para obtener dicha convergencia del
método del gradiente, ésta convergencia es una forma de generalizar lo investigado por

(Quispe Cardenas, Papa Quiroz & Oliveira, 2007, 1).
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Cruz Neto y Oliveira (1995) en su trabajo “Geodesic algorithms in Riemannian geometry,
publicado en la revista de Balkan Journal of Geometry and Its Applications, estudian las
condiciones sobre las funciones, usando las llamadas funciones convexas y respecto la
variedad, la condiciona a aquellas de curvatura no negativa, usando el método de Armijo
ademads incluyen una regularizacion Proximal planteando métodos geodésicos como ruta
de aproximacion al 6ptimo. Cabe indicar que éste resultado se une nuestra investigacion
respecto a la curvatura de la geometria, y el que consideramos para fines aplicaciones

practicas de la teoria que aqui se ha propuesto.

(Papa, Mallma & Oliveira, 2015, 3), en el articul titulado “An inexact proximal method
forquasiconvex minimizations” en la revista European J. of Operational Research, del mis-
mo modo los investigadores brasilefios Da Cruz Neto, Lima y Oliveira (2013) sostienen
que en los problemas de minimizacién con restricciones se muestran que si el conjunto
de restricciones es una variedad riemanniana de curvatura no positiva y la funcién obje-
tivo es semicontinua inferior y satisface la propiedad Kurdyka-Lojasiewicz, entonces el
algoritmo Proximal alterno en el espacio euclideo se extiende naturalmente para resolver
esa clase de problemas, si bien no aborda el método del Gradiente, la propuesta de di-

chos investigadores nos puede permitir mayores proposiciones a favor de esta investigacion.

Absil y col. (2008) quienes publican su texto titulado “Of Optimization Algorithms on
Matrix Manifolds”, en dicho texto, tratan entre otros aspecto la teoria de retracciones
y distintos algoritmos para optimizacién sobre variedades y que sirvié de material bi-
bliogréfico, de gran aporte sobre la teoria de retracciones que usamos también para esta

investigacion.

Rapcsédk (1997), en su libro “Smooth nonlinear optimization in Rn”, desarrolla estudios

sobre problemas de optimizacion no lineales, las condiciones de convergencias generales
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usando funciones cualesquiera, es decir no impone ninguna condicién para la maximiza-

cién o minimizacion de funciones, con y sin restricciones.

Udriste (1994) en su texto “Convex Functions and Optimization Methods on Riemannian
Manifolds”, involucra a las funciones convexas sobre una variedad riemanniana, ademas
estudia también las métricas sobre las variedades, su investigacion se generaliza por otros

autores, como vera en el desarrollo de este informe.

2.1.2. Nacional

Quispe C. (2008) en su tesis de licenciatura titulada “El método de médximo descenso
para funciones cuasi-convexas en variedades riemannianas, presentada en la Facultad de
Ciencias Naturales y Matemadtica de la Universidad Nacional del Callao, en dicha tesis
se logra demostrar la convergencia global del método del maximo descenso, para el caso
con busqueda generalizada de Armijo en problemas de minimizacién con funcién obje-
tivo cuasi-convexas definidas sobre una variedad riemanniana completa y de curvatura
seccional no negativa, los resultados que obtiene generaliza la convergencia del método
de espacio euclidiano a espacios como las variedades riemannianas, que es una referencia
teoricamente hablando, lo mds cercano a la propuesta actual, y es el hecho de involucrar
las aplicaciones llamada retracciones para ver el comportamiento del método mediante la

convergencia.

Cruzado Quispe (2014) en su tesis de licenciatura “Método de Médximo Descenso Usando
Retracciones en variedades riemannianas” también de la Facultad de Ciencias Naturales
y Matematica de la Universidad Nacional del Callao. Cabe indicar que en dicha inves-
tigacion el autor no usa funciones cuasi-convexas, en general realiza fundamentalmente

implementacion computacional del método usando retracciones sus objetivos son estu-
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diar la aplicacién retraccion y determinarlo para algunas variedades particulares, también
estudiar la extension del método de méximo descenso usando retracciones en variedades
riemannianas, el problema minimizar el cociente de Rayleigh sobre la esfera unitaria.
y minimizar la funcién de Brocket sobre la variedad de Stiefel. En términos generales
usa funciones especficas y es la diferencia puntual respecto la investigacion que aqui se

propone.

2.2. Bases teoricas

Las bases tedricas de la investigacon realizada consiste de, entre otros aspectos del plantea-
miento de la realidad problematica, sobre modelos matematicos abstractos en optimizacion
matematica, los cuales fueron estudiados y analizados para plantear una metodologia, con-
sistente en la deduccidn e induccion de los constructos matematicos fundamentales para
solucionar la ecuacién o modelo abstracto. Por ejemplo el problema de programacién no
lineal PPnL, del que se quiere hallar un 6ptimo para funciones cuasi convexas estd pro-
puesto en tres grandes campos, estos son: Las construcciones geométricas en variedades
Riemannianas, optimizacion continua y el método del Gradiente; los que se desarrollaron
en el marco conceptual de este informe.

Sin embargo, debemos complementar tales constructos para ampliar el marco tefoico,

estos son:

2.2.1. Teoria sobre elementos de geometria Riemanniana

Las nociones de geometria riemanniana fueron introducidas por G. Riemann aproximan-
damente en 1854, propuesto en su investigacion titulada: Sobre las hipétesis que estan
en los fundamentos de la geometria. Y afirma que toda coleccion continua de fenémenos

homogéneos puede considerarse como un espacio. Estas ideas dieron origen a lo que hoy
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se conoce como geometria riemanniana, propuesto por el Nobel en fisica, Riemann, (Re-
quena Fraile, 2005). Para una mayor precision, el topico de la geometria diferencial que
consiste en el estudio de las variedades diferenciales y si en estas variedades se introduce
una particular forma de medir longitudes de curva o distancia o distancia entre dos puntos,
entonces se estd hablando de variedades riemannianas, en esta geometria confluyen las ra-
mas de la matemadtica, como son el dlgebra, andlisis, topologia y la geometria, su abordaje
dependera del problema a estudiarse. En las siguientes subsecciones se expone las teorias
mas fundamentales en relacién a la geometria diferencial y sus elementos como base
fundamental de la geometria riemanniana, los elementos a estudiarse son propiamente, la
definicion y conceptualizacion de variedades diferenciables, las aplicaciones entre ellas,
los espacios tangentes, de gran importancia cono son; geodésicas, curvatura, gradiente y
Hessiana.

Respecto las métricas, se ha estudiado las mds conocidas en torno a la optimizacion mate-
madtica en particular las métricas diagonales, que permitiran obtener resultados importantes
para generalizar algoritmos para minimizar por ejemplo funciones cuasi-convexas. A con-
tinuacion estudiaremos las variedades diferenciales, construidas a partir de la concepcion

de una superficie regular.

2.2.2. Teoria de la Investigacion de Operaciones

La investigacion de operaciones permite disefiar diferentes ecuaciones, llamados por ejem-
plo, modelo de Programacion lineal y no Lineal. En un caso los variables de decision son
lineales y funcion objetivo lineal también, en el otro, correspondientemente las variables
de decision se expresan como funciones no lineales ya sea en la funcién objetivo como
también las restricciones del modelo dado. Por ejemplo, esta caracteristica particular de los
modelos no lineales permite abordar problemas donde existen economias o deseconomias
de escala o en general donde los supuestos asociados a la proporcionalidad no se cumplen.

En este sentido, el Método del Gradiente (conocido también como método de Cauchy o
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del descenso mds pronunciado) consiste, de un algoritmo especifico para la resolucién
de problemas de Programacion no Lineal sin restricciones, perteneciente a la categoria
de algoritmos generales de descenso, donde la bisqueda de un minimo estd asociada a la

resolucion secuencial de una serie de problemas unidimensionales.

Por ejemplo, el siguiente es un Problema de Programacién Lineal (PPL)

min f(x)
s.a h(x)=0
xelU

Aqui, f y h son funciones lineales, donde f es llamada funcién objetivo y / restriciones
del problema de programacion lineal.
Por lo contrario si se considera el problema anterior donde f y 4 son funciones no lineales,

respectivamente, mds aun, se puede hablar de regularidad de superficies:

min  f(x)
s.aa h(x)=0
xelU

donde U es un abiertode R", f : U — Ry h: U — R son funciones dadas.

Si h es diferenciable y su matriz Jacobiana en el punto x, J;(x) tiene rango m entonces, el
conjunto {x € U : h(x) = 0} es una superficie regular. Como casos particulares se tiene,
que los conjuntos {x € R" : h(x) =0} y {x € R" : h(x) = 0 y x > 0} son superficies
regulares, vea la proposicion (6) cuya verificacion lo podemos ver en (Do Carmo, 2005,
pp. 69-70). La idea de este ejemplo es que se busque condiciones sobre el programacion
lineal que cumplan regularidad para establecer vinculo con la geometria diferencial sobre

el cual se explica mds adelante.
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2.2.3. Teoria de los métodos computacionales

Son técnicas de aproximacion numérica, analizadas mateméticamente para responder a por
ejemplo las bondades de los métodos numéricos, o cudndo es que tenemos un cémputo
adecuado de los resultados de aplicacion de los algoritmos, Burden y Faires (2011) y
que resuelven distintos problemas computacionales de las diversas ciencias, a través del
software elegido, entre ellos el Maple, el Fortran, Mathlab, el més usado en la ingenieria,
y ultimamente Phyton. Nosotros analizaremos desde el punto de vista tedrico abstracto el
método del Gradiente del cual el interés particular que en general se estudia, es el aspecto

tedrico en relacion a la convergencia del algortimo.

2.3. Marco conceptual

2.3.1. Variedades Riemannianas

2.3.1.1. Variedades diferenciables

Se muestra a continuacién resultados importantes acerca de la geometria diferencial como
punto de partida para definir la geometria riemanniana, en la definicién formal, para
una variedad diferenciable es necesario establecer una superficie regular, sus propiedades
y otros resultados, para construir una variedad riemanniana muy semejante localmente
hablando, al espacio euclidiano R? cuja relacién tiene el soporte de la diferenciabilidad.
Para formalizar los conceptos estudiados, usamos bdsicamente la informacién de Do
Carmo (2005) y de quien tomamos algunos resultados importantes, del mismo modo los
resultado de (Quispe C., 2008) y (Papa Quiroz y col., 2008, 1).

Una aclaracién importante respecto al término diferenciable es que se refiere a que la
funcion es infinitamente diferenciable.

Véase como se define formalmente una superficie regular, a la que también llamamos,
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superficie suave.

Definicion 1. (Superficie regular de R"). Consideremos un subconjunto S de tal modo
que, S C R", y es, una superficie regular de dimension k < n, si para cada p € S existe
una vecindad V de p en R", un subconjunto abierto U C R¥ y una aplicacion sobreyectiva

X :U — SNV tal que:

1. X es diferenciable en U. Esto es:

X(uy,up -+ ug) = (xy(ur), x2(u2), x3(u3), - - -, X5 (uy))

Las funciones x1(uy), xo(u2), x3(u3), - - - , x,(ux) tienen derivadas parciales continuas

en todas las ordenes de U

2. X es homeomorfismo. Pues como X es continua, entonces podemos decir que la

aplicacion X™' : SNV — U es continua.

3. Para todo punto q € U, dX, : R¥ — R” es inyectiva, donde dX, es la diferencial

de X en el punto q.

Tome en cuenta que X es una aplicacion, parametrizacién o, sistema de coordenadas

locales aplicados en una vecindad del punto p.

Proposicion 1. Sea U un subconjunto abierto de R" y F : U — R™ una funcion
diferenciable en U con valor regular a € R™, entonces F~'(a) es una superficie regular
de dimension n — m.

Demostracion. Ver una demostracion andloga como en (Do Carmo, 2005, pp. 69-70).

Corolario 1. Sea U c R", U subconjunto abiertoy f : U — R una funcion diferenciable

tal que V f(x) # 0, para todo x € f~(a). Entonces S = f~'(a) es una superficie regular.

Demostracion. Como V f(x) # 0 a tener a valor regular, luego aplicando la Proposicion

(1) tenemos el corolario. m.
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En relacién a las superficies regulares, las proposiciones anteriores y los modelos de

optimizacion de funciones podemos exponer un claro ejemplo a continuacion:

Ejemplo 1. Sea el problema de programacion lineal (PPL), dado por:

(PPL) min c'x
s.a Ax =b

x> 0.

donde: b € Ry A € R™" es de rango m < n. Llamado también el problema Primal.

Ejemplo 2. El siguiente el problema dual D del (PPL), dado por:

(D) max b'A
s.a ATl+s=c¢

s > 0.

donde: x,s,¢c €R"; A, b € R"y A € R™" es de rango m < n. El problema (D) es el

dual de priblema Primal.

Del problema (P), vemos que, la region de factibilidad es una superficie regular. En efecto:
Si§ ={x € R}, : Ax = b} es el conjunto de las restricciones estrictas del problema
(PPL), definiendo la funcién F : R}, — R™, por F(x) = Ax — b se tiene que dF, = A,
para todo x € R’} . Por tener la matriz A rango m y aplicando la Proposicién 1 tenemos
que F~1(0) = S es una superficie regular de dimensién n — m. Andlogamente para el
problema (D).

La siguiente definicion es referente al cambio de pardmetros y que gracias a la condicion 2
de superficie regular, permite probar que, si queremos definir algunos objetos en términos
de una parametrizacion, ésta no depende de la parametrizacion tomada sino del conjunto
que se tome, de ahi la importancia de la propiedad 2. Este resultados es muy qtil para

generalizar la definicion de superficie regular a variedad diferenciable. En las siguientes

26



definiciones, proposiciones o teoremas se sigue lo propuesto como resultado segiin (Quispe

C., 2008, pp. 9-10).

Definicion 2. (Cambio de pardametros). Sean las aplicaciones X — Sy Y — S dos

parametrizaciones de S en el punto p tales que

W=XU)NY V)£ ¢.

La aplicacion Y~'oX : X~\(W) — Y~ (W) es llamado cambio de pardmetros.

Proposicion 2. Sea S una superficie regular de R" de dimension k. El cambio de para-

metros Y~ 10X : X"\ (W) — Y=Y (W) es un difeomorfismo.
Demostracion.

= Y~! o X es biyectiva. es sobreyectiva
En efecto, Sea ¢» € Y~ (W) entonces existe 5 € W y tal que ahora, como p = X(q1)

para algun g; € X~!(W) entonces

Y X@)=Y"'%) =

y se tiene la sobreyectividad.
= lainyectividad de Y~! o X es obvia

» Y~ 10X es diferenciable en X~1(W)

Veamos, Sea ¢; € X!, entonces existe p € W = X(U) N Y(U) tal que

g1 =X"'(p).

También, como p € (W), existe ¢» € V tal que ¢ = Y~ !(p). Considerando la
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aplicacién proyeccién 7 : R” —s R definido por:

T(X) = T(X1y ey Xkoy Xt 1y oees X)) = (X1, ney Xk,

y la aplicacién 7 o Y : Y~ (W) c R¥ — 7(W) c R dado por:

noM (ur,uy, ...ux) = (x1(ur, ua, ...ug), .., xi (w1, ua, ...ux)).

De la diferenciabilidad de Y y 7 tenemos que 7 o Y es diferenciable en Y ~1(W).

Como ¢, € Y~! (W), entonces dy,, es inyectiva, luego podemos suponer que

9x .. 9
(9141 0uk a
X1,X2, s X
o(uy,uy, ..., ux)
O .. 0%
ouy ouy
Asi,
0(x1, X0, ..., %
det [d(ﬂoy)qz] _ O, x e Xi) #0

s O, Uz, pug)
dado que 7 o Y es diferenciable en g, y d( o Y),, es un difeomorfismo, entonces

por el teorema de la funcién inversa existen vecindades Q, ¢ Y~'(W) de ¢» y

Q; c (W) de (m o Y)(q») tales que,

ﬂoyiﬂzﬂﬂl

es un difeomorfismo.

Luego (1o YY) : Q] — Q, es diferenciable.

Finalmente, observando que Y~! o X = (7 0 ) !(n 0 X) tenemos que ¥ ~' o X es
diferenciable para todo g € X~!(W) tal que 7 o X(q) € Q.
Como 7 o X(gq2) = n(X(q1)) = n(p) = 1(Y(q2)) = (7 0 Y)(gq) € i, entonces en
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particular:

Y9 loX=molY) ' (moX)

es diferenciable en gy, y como ¢; es arbitrario, entonces podemos concluir que

Y1 o X es diferenciable en X~ '(W). m

Sea p € Wysean gy = X !(p) y g2 = Y~!(p). Definamos la aplicacién proyeccién

n: R" — RF y dado x € R” tal que

X = (Xl, X2y o0y Xkos X415 ---’xn)

y que por aplicacion de 7:

T(X) = T(X1y ey Xhoy Xt 1o oemr Xn) = (X1, e0y Xi)

y la aplicacién mo : Y~ {(W) c Rk — n(W) c R* definido por:
noM (ur,uy, ...ux) = (x1(ur, ug, ...ug), ..., xi (U1, ua, ...ux)).

Yo n es diferenciable en Y~ (W) desde que Y y 7 son diferenciables.
Para ¢» € Y~ (W) la aplicacién d(roY)(¢g>) : R¥ — R* es un isomorfismo Como

dY,, es inyectiva vamos suponer que:

8)6] 6)61
35 B 0(x1, X0, ..., X
P T due | _ 9x1,2 k):ﬁo.
Ax dx o(uy,u, ..., ux)
ouy 7 Ouy
Luego:
0(x1, X0, ..., X
det [(ﬂoy)qz] _ 0032 Xi) #0

C O(urug,ug)
Por el teorema de la funcién inversa, existen vecindades Q, ¢ Y~'(W) de ¢ y

Q) c 7(W) de (moY)(q) tales que moY : Qp — Q; es difeomorfismo.
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Observeque Y ' o X = (mroY) om0 X

N Q) - QO

y por tanto & = Y ~'oX es diferenciable como la composicién de tres aplicaciones
diferenciables. En particular 4 = Y ~'0X es diferenciable en g; y como este punto

es arbitrario se tiene que Y ~'oX es diferenciable en X~ (W) m.

Antes de definir una variedad diferenciable, es importante establecer, al menos en R3 al
espacio tangente a una superficie regular, que a decir de la condicién 3 de la definicion
de superficie regular permite establecer un conjunto de vectores tangentes, localmente
hablando, a las curvas parametrizadas en un punto dado y constituyen un plano sobre la

superficie. Véase la siguiente proposicion.

Proposicion 3. Sea X una parametrizacion de la superficie regular S, tal que X : U C
R?> — S en el punto q € U, el subespacio vectorial de dimension 2, qu(Rz) cR}y

coincide con el conjunto de vectores tangentes a S en X(q)

Demostracion. Para la demostracion de esta proposicion véase (Do Carmo, 2005, p. 98.)

Proposicion 4. Si S| y S, son superficies regularesy ¢ : U C S| — S, es una aplicacion
diferenciable de un conjunto abierto U C S tal que la diferencial de, en p € U es un

isomorfismo, entonces ¢ es un difeomorfismo local en p.

Demostracion. Por la aplicacion del teorema de la funcién inversa. =
Devido a la nocién de plano tangente se puede hablar de diferencial de una aplicacién en

la siguiente definicion en relacion a dos superficies regulares.

Definicion 3. Sean S| y S, dos superficies regulares y considerando ¢ : V. C S| — S,
una aplicacion diferenciable de un conjunto abierto 'V de Sy en Sy. Si p € V se sabe que

todo vector tangente w € T,S es el vector velocidad o'(0) de una curva diferenciable a.
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Teniendo a : (—€,€) — V con a(0) = p. La curva 8 = ¢ o a es tal que B(0) = ¢(p), y por

tanto 3'(0) es un vector de Ty, S2 De esta definicién tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 5. Dado w, un vector 8'(0) no depende de la eleccion de a. La aplicacion
d(pp : TpSl — T¢(p)Sz

definida por de,(w) = 5'(0) es lineal.

Demostracion. Andlogo a la demostracion que puede verse en (Do Carmo, 2005, pp.150-
151). =

En la definicién abstracta de variedades es importante establecer los conceptos de cartas y
atlas, por la importancia de analizar los objetos relacionados con conjuntos, por ejemplo
el conjunto U que pueden ser estudiados como subconjuntos de R?. Las definiciones

planteadas aqui, se siguen de (Absil, 2012), el que puede leerse a continuacion.

Definicién 4. (Carta). Sea M un conjunto, una carta d-dimensional del conjunto M es
una biyeccion ¢ de un subconjunto U sobre un S c R¢, estoes: ¢ : U ¢ M — S c R,

para el cual se tiene ¢(x).

Se denota a una carta usando el par (U, ¢), y siempre que no exista lugar a confusion,
podemos escribir solamente ¢ que indicara la respectiva carta. Los elementos ¢(x) son las

coordenadas en x de la carta ¢.

Definicion 5. (Atlas). Un Atlas C™ es una coleccion o familia de cartas {(Uy, o) : @ € 1}
del conjunto M tal que:

1. U U, = M, reunion de aplicaciones abiertas U,

ael

2. Tomando el par a, B € 1, las colecciones de cartas U,, Ug tal que U, N Upg * 0,

el conjunto @o(U, N Ug) y (U, N Up) son conjuntos abiertos en R¢ y el cambio
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de coordenadas
05007 @o(U, NUg) C R — @p(U, N Ug) C RY

es suave y con inversa también suave, es decir g o @, ! es un difeomorfismo. Asi

podemos decir que los elementos de un atlas se superponen suavemente.
Las siguientes definiciones son tomados de (Absil y col., 2008), p. 19.

Definicion 6. Dos atlas Ay y Ay son compatibles si A; U Ay es también un atlas, es
decir para cada carta (U, p) en Ay, el conjunto de cartas Ay U {(U, )} sigue siendo un

atlas.

Definicion 7. Dado un atlas A, sea A" es el conjunto de todas las cartas (U, @) tal que
AU{(U, @)} es también un atlas; el atlas A* se llama atlas maximal o atlas completo

inducido por el atlas ‘A

Definicion 8. Un atlas maximal de un conjunto M es también llamado una estructura
diferenciable sobre M.

Dos atlas son equivalentes si y solo si son generados por un atlas maximal.

Seguidamente se explica de modo formal una variedad diferenciable a partir de un conjunto
M sobre el cual se cubrird con aplicaciones cuyas condiciones se explicardn en la siguiente

definicién a partir de lo planteado por (Do Carmo, 1988).

Definicion 9. (Variedad diferenciable). Sea el conjunto M y una familia de aplicaciones
inyectivas Xy : Uy — M, a € I (conjunto de parametros), definidos en abiertos U, de

R" en M, M se llama una variedad diferenciable si se cumplen las siguientes condiciones:

1. M= UXQ(UQ).

ael

32



2. Para todo par Xy, Xp con Xo(Uy) N Xp(Ug) = W # 0, los conjuntos X, N (W) y
XIB_I(W) son abiertos en R" y las aplicaciones XIB_I 0 X, : X,” (W) — Xﬁ_l(W)

son diferenciables.

Una notacién muy usada para la parametrizacion es, (U,, Xy ) con p € Xy (U,).

Se puede también definir al conjunto {(U,,X,)} como una familia de parametrizaciones,
estas son las llamadas sistema de coordenadas, las cuales al satisfacer los items a). y b)
conforma una estructura diferenciable de M. De tal manera que, una variedad M es un
conjunto dotado de una estructura diferenciable.

Por otro lado, una variedad diferenciable con estructura diferenciable (Ilamado también
atlas maximal) induce de forma natural una topologia en M definido por:

A C M es abierto en M si para todo @ € I, X,”'(A N X,(Uy)) es abierto en R”.

Respecto el item 2 de la Definicién 9 podemos decir que la diferenciabilidad de una funcién
real, definida sobre una variedad diferenciable M no depende de la parametrizacién
elegida.

Seguidamente se prueba que toda superficie regular es una variedad diferenciable. Por la

Proposicion 2 es que se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 6. Toda superficie regular de R" de dimension k es una variedad diferen-

ciable de la misma dimension.

Demostracion. Sea M una superficie regular en R” de dimensién k, entonces por defini-
cion de superficie regular, para cada punto p, € M existe una vecindad V, de p, y una
aplicacion X, : U, — V, N M tal que X, es diferenciable, homeomorfismo y Vg, € U,,
(dz\’(,)qa es inyectiva. En consecuencia la familia de paranetrizaciones X, : U, C R" — M
son inyectivas.

La condiciéon M = U X, (Uy) es facil de verificarse. Para probar la condicién 2, de la

ael
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definicion de variedad diferenciable, consideremos X, y X un par de parametrizaciones

con Xo(Uy) N Xg(Up) = W # ¢. Por la Proposicion 2 las aplicaciones:

Xs'oXy 1 Xo ' (W) — X' (W)

son diferenciables, ademads, X, 1(W) son abiertos, pues W es abierto en R” desde que la

interseccion de abiertos de X, (U,) y Xg(Up) son abiertos y por la continuidad de X,. =

La proposicion 6, es un claro ejemplo de variedad diferenciable, en particular si tenemos
R3. Otro ejemplo de variedad diferenciable y de mucho interés en ser estudiado es, la

esferea unitaria S' cuya expresién matemdtica es la siguiente

S' = {(x,y) € R? tal que: x* + y* = 1}

Los siguientes resultados son importantes para la operaciones diferenciables entre varie-

daded diferenciables y son tomados de (Quispe C., 2008).

Definicion 10. Sea f : U ¢ M — R, donde U es un subconjunto abierto de la
variedad diferenciable M. Diremos que f es diferenciable en p € U, si para alguna
parametrizacion X, : U, ¢ R" — M, con p € X,(U,) C U, la funcion compuesta
foX,: U, CR" — R es diferenciable en X' (p). Se dice que f es diferenciable en U

si es diferenciable en todo punto de U.

Definicion 11. Una curva sobre una variedad difereciable M es una funciony : I — M
donde I = (—¢&, ). Diremos que vy es diferenciable en ty € I si para alguna parametrizacion
Xy : Uy CR" = M con y(to) € Xo(Uy), la funcién compuesta B = X;' oy :1 — U, es
diferenciable en ty, donde y(I) C X,(Uy). Si y es diferenciable en todo t € I, diremos que

v es diferenciable en I.

Si se tiene dos variedades, M; y M, se puede definir a las aplicaciones diferenciables
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entre ellas. vedse la siguiente definicion.

Definicion 12. Sean M, y M, variedades diferenciables de dimension m y n respectiva-

mente. Una aplicacion ¢ : My — M, es diferenciable en p € V, si dados
X : U cR" > M,
parametrizacion de My enpy
Xo: Uy cR" > M,
parametrizacion de My en ¢(p) con ¢(X1(Uy)) Cc Xo(U,), la aplicacion )('2_l opolXj:

U, c R" — R™ es diferenciable en Xl_l(p).

Esta dltima aplicacion X "o ¢ o X; es llamada expresién de ¢ en las parametrizaciones
X1y Xa. ¢ es diferenciable en un abierto de M si es diferencible en todos los puntos del
abierto.

Otra vez, esta definicion de diferenciabilidad entre variedades, no depende de las parame-
trizaciones elegidas.

En efecto, sean Y : Q1 — S1y Wr : Q» — S, otras parametrizaciones de S;y S en py

¢(p) respectivamente tales que ¢(Y1(Q1)) € W>(Q»). Entonces
Yilopoli = (Y o Xy)o (X5 o poXi)o (X oY)

Como (Y; ! 0 X2) e (X;! o Yy) son diferenciables por ser ellas cambio de pardmetros y

X5 'opoX; es diferencible porser ¢ Y; 'ogoY; : Q) € R” — R™ es también diferenciable.

Observe que, si se tiene X : U — M una parametrizacién de M en p entonces X! :

X(U) c M — R" es diferenciable.
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En efecto, sea ¢ € X(U)y Y : V ¢ R* — S una parametrizacién de S en ¢, X~! seran
diferenciables en ¢ si la aplicacién Id o X~ oY : V ¢ R" — R" es diferenciable en X' (¢)
(en el sentido Euclideano). Esto es verdad pues Id oX~' oY = X~ oY es diferenciable
en Y ~!(g) por ser cambio de pardmetros. Luego X! es diferenciable en g y como este

punto es arbitrario, X! es diferenciable en X(U).

Definicion 13. (Difeomorfismo entre variedades diferenciables). Sea ¢ : My — Mj una
aplicacion diferenciable entre dos variedades diferenciables. Decimos que ¢ es difeomor-
fismo si @ es bijetivay ¢~ es diferenciable. ¢ es difeomorfismo local en p € Mmathcal M;,

si existen vecindades U de p y V de ¢(p) tal que ¢ : U — V es difeomorfismo.

Observacion 1. Podemos identificar con X(U) = U, puesto que, cualquier parametriza-

cion X : U Cc R" — X(U) c M es un difeomorfismo.

a.1 Tangente a una variedad diferenciable

Se aborda este topico describiendo a un vector local tangente a una superficie, en
particular a superficies en R3, y cuyo vector a ella, es entendido como el “vector
velocidad” en R? en un punto p de la superficie. La idea es caracterizar al vector
tangente de la variedad tal que se extienda la nocién de velocidad y la propia
defnicion de derivada “normal”. La siguiente definicion de curva serd expresada en

términos de R”.

Definicion 14. Sea € > 0 suficientemente pequeiio y una curva y : (—&,&) — R”

tal que:

Y(t) = (y1(0), ... yu(1)),

cony(0) = py ¥ (0) = (¥,(0),....¥,(0)) = v € R™.

Ahora definimos la derivada direccional.
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Definicion 15. Sea f una funcion tal que f : R" — R es diferenciable definida en
una vecindad o entorno de p. La misma, se restringe a la curva dada, 'y y se escribe

la derivada direccional de f en la direccion de v € R" como:

d(fovy)

TR

o LvonZho - (Z %1(0) (

)

De la definicion (14) y (15) se puede ver que la derivada direccional de v, es un

t=0

operador sobre funciones diferenciables y podemos notar que basicamente depende
sOlo de v, asi, ya se tiene una caracterizacion para definir a un vector tangente sobre

variedades, como sigue a continuacion.

Definicion 16. (Vector tangente sobre variedad diferenciable M). Sea y una curva
diferenciable. tal que y : (—&,&) — M, donde y(0) = pysea D, = {f : M — R :
con f diferenciable en p}. El vector tangente a la curvay ent = 0 es como la funcion

Y'(0) : D, — R dada por:

(f )

Y0 f =y 0)f) = ————@) . f€Dy.

t=0

El vector tangente en p es el vector tangente ent = 0 de alguna curva vy : (—¢,&) —

M con y(0) =

En particular, si M es una superficie regular de dimensién k < n, esto es M c R",
entonces se puede definir al vector tangente en el punto p como el vector velocidad

en R", esto es,

Y'(0) = (71(0), 5(0), ..., 7,(0)).

Definicion 17. (El Espacio tangente). Se denota con T, M, al espacio tangente a

una variedad M en un punto p 'y es el conjunto de todos los vectores tangentes a M
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en p. Esto es:
TyM = {v € R" : ves un vector tangente en p}.

Observacion 2. Si consideramos una parametrizacion X tal que X : U C R" - M
con p = X(0) y g € U, podemos representar la funcion f € D, y la curva

v : (—&,&) = M en la parametrizacion X, del siguiente modo:

foX(q) = f(X(q) = f(q) = f(q1,.-»qn), 9 =(q1,92.93...,qn) €U

Evidentemente: foX = f.

Andlogamente al caso anterior, y usando la parametrizacion inversa X~ se tiene:

X" oy(t) = (q1(1), .., gu(D)).

Entonces se puede restringir la funcion f a la curva y tenemos:

d(f 2 _d(foXoX'oy)

1=0 dt

Y (0)f = ()

(®)

t=0

_ %( F(@1(0),q2(1)s s gu(0))

t=0
entonces
Y (O)f = qu«)) ( ) (qu( ) ( ) )f
Se puede ver que el vector y' se puede escribir como
Y'(0) = Z 4;(0) (i) (IL.1)
= \d4i ), .

y es la expresion del vector tangente a 'y en el punto p segiin la parametrizacion X.
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Observacion 3. De la observacion anterior, al elegir una parametrizacion tenemos
9 . .

n vectores de la formar ( (3—xi)p, i = 1,...,n) en el punto p del espacio tangente

T, M, dichos vectores se generan, por causa de la ecuacion (II.1), y los mismos

estdan en T, M.

Definicion 18. Sea M una variedad diferenciable, definimos el fibrado tangente de

M como

TM={(p,v); pe M/ v eT,M}.

T M puede ser munido de uma estructura diferenciable, transformandose asi en una

variedade diferenciable.

Para mayores detalles, vea a (Do Carmo, 1988).

A continuacion se tienen dos resultados importantes, la proposicion (7) y (8)

que muestran ejemplos concretos de espacios tangentes

Proposicion 7. El espacio tangente de una variedad diferenciable que es un sub-

conjunto abierto de R" es el propio R".

Demostracion. Sea M una variedad diferenciable, subconjunto abierto de R”. Cla-
ramente, por definicion se tiene el espacio tangente en p como 7, M C R". Debe
probarse que R" C T, M. Seav = (vi,V2,...,v,) € R".Como p = (p1,p2,....pn) € M
y M es abierto, entonces existe un r > 0 tal que B(p,r) € M, donde B(p,r) = {y €
R*/|ly = pll < r}.

Definiendo vy : (—€,€) — R" tal que y(t) = p + tv, es decir,

y(@) = (p1 + tvi,p2 + tva, ..., pn + 1y).

Sabiendo que y(0) = p y que ¥’(0) = v, solo falta mostrar si y(t) € M, desde que

B c M entonces y(t) € B(p,r).
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En efecto, sin perdida de generalidad se puede suponer que para un € > 0, existe un
t > 0 suficientemente pequefio tal que ||y(z) — p|| < r,estoes ||p+tv—pl| <r

luego:

1X111(q1 g2, - gn) | < r

lel[vil < r.

Entonces, qué valores debe tomar ¢ para que y(t) € M. Luego —ﬁ <t< ﬁ,

tomando € = = se tiene y(t) € B(p,r) y como B C M se tiene que y(t) € M). Y

il

asiv € T,M, luego R" C T, M por tanto, 7, M =R". =
Los siguientes resultados fueron tomados de (Quispe C., 2008).

Proposicion 8. Sea M = F~'(a) una variedad de dimension n — m, donde la
aplicacion F : U Cc R" — R™ es una funcion diferenciable, U es abierto y a es un

valor regular de F, entonces: T,M = Tp(F‘l(a)) = Ker(dF),).

Demostracion. Sea v € T, M, entonces existe y : (,€) — M con a(0) = p. Se
sigue que

(F o)1) = a
d
Z(Foy)n=0

esto es, dF,(y’(0)) = 0y asiv = y(0) € KerdF,.
Reciprocamente, sea v € Ker(dF),) entonces dF,(v) = 0. Definamos z = p +tv +
deT u, donde u € R™, t € R; py v fijos. Consideremos el siguiente sistema de m

ecuaciones y m + 1 incognitas (ya que u y ¢ son variables)
F(p+tv+ dFlﬁu) =a.

Tomando u = 6 = (0,0,0,...,0) € R" y ¢t = 0 € R, tenemos una solucién particular

en X = (0,0) € R"*! pues F(p + Ov + dF,0) = F(p) = a.
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Tomando el Jacobiano de F con respecto a las variables de u = (uy,....,u;) y

calculando en el punto X = (6,0) tenemos
JF = dedFli

Como dF), es de rango m, por ser a su valor regular, entonces JF es una matriz no
singular en X = (6,0) € R™*!. Luego por el Teorema de la funcién inversa existe

una vecindad (—€,e)det =0y a : (—€,€) — R™ tal que, paratodoi = 1,...,m
a(0) = (1(0),...,a,(0)) =6 y F(p+1tv+ deTa(t)) = a.
Aplicando la diferencial a F en el punto p tenemos:

dF,v + dFpdF} o/ (0) = 0.

Como v € Ker(dF,) tenemos que dedFlﬁa’(O) = 0 y de la inyectividad de
(dF,)(dF),)" se tiene que a’(0) = 0.

Definiendo y : (—€,€) — F~'(a)tal que y(r) = p+1v+dF, a(t) obtenemos y(0) = p
yy'(0)=v+ deTa/(O) =v. Asi,v € T,M.

De ambas inclusiones se obtiene que 7,F ! (a) = Ker(dF,). m

Ejemplo 3. Considérese una variedad diferenciable M conformada por el conjunto
de restricciones factibles de un problema de programacion lineal, definidas como
M ={x eR}, : Ax = b}, donde A € R™" tiene rango m < n, entonces el espacio
tangente es

TyM = KerA = {Ax e R" : AAx = 0}.

En efecto, la funcion que define M es F : R}, — R" tal que F(x) = Ax — b, la

diferencial de F en el punto p € M es dF,, = A, luego aplicando la Proposicion 8
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obtenemos el resultado.

En el siguiente ejemplo, se considerea una variedad particular para encontrar el

espacio tangente usando el Jacobiano de una funcion.

Ejemplo4. Sea h : U c R" — R™ una funcion diferenciable con Jacobiano Jy(x) =
dh, con rango m. Consideremos la variedad M = h™'(x) = {x € U, h(x) = 0},

entonces:

T, (h‘l(O)) = Ker(Jy(x)).

Proposicion 9. Sean M, y My dos variedades diferenciables de dimension n y
m respectivamente y sea ¢ : My — My una aplicacion diferenciable. Para cada
p € My ycadav € T,M, elijamos una curva diferenciable « : (—€,€) — M con

a(0) = p, @’(0) = v. Definiendo B = ¢ o «, la aplicacion
dgop . Tle — T(p(p)Mz

dada por dg,(v) = B'(0) es una aplicacion lineal que independe de la eleccion de

.

Demostracion. Para la demostracion detallada vea, (Do Carmo, 1988) m.

Lo que el difeomorfismo permite hacer, es establecer una nocion natural de equiva-
lencia entre variedades diferenciables, debido a que es un homeomorfismo diferen-

ciable, y cuya inversa también debe ser diferenciable.
La siguiente proposicion permite estudiar el comportamiento local de una variedad

sin necesidad de conocer la otra.

Proposicion 10. Sea M| y M, dos variedades diferenciables. Si ¢ : My — M, es
un difeomorfismo, entonces dy, : T, My — Ty, My es un isomorfismo. Entonces

@ es un difeomorfismo local.
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Demonstracion. La demostracién es por aplicacion del teorema de la funcién

inversa, ver (Do Carmo, 1988).

Métricas sobre variedades riemannianas

En general, cuando se habla de métricas, inmediatamente nos llega a la mente la
idea de “medir”. En matemadticas, por supuesto existen distintas expresiones que
nos permiten medir por ejemplo: distancias, calcular errores, longitudes de curvas
y otros, tal que impacten en la toma de desiciones. Recuerdo atin en pregrado, en el

curso de calculo II me ensefiaron la mas elemental férmula para calcular la longitud

b 2
d
s:/ 1+(—y)dx
u V dx

“Facil” de demostrar y mds aun, de aplicar a situaciones de contexto real.

de arco s estd dado por:

Y como ya se visto, lo que se quiere en ésta ocasion es generalizar la forma de la
expresion matematica para calcular la longitud de arco, entonces se toma una curva
parametrizada en R”, si bien, en los diferentes textos de geometria encontramos

expresiones en R3, se representa como ya anunciamos por extensién a R”.

Asi, al tomarse una curva parametrizada y(t) = (y(t),y2(¢),...,vx(t)) con t en el
intervalo I de R, la longitud de arco de la curva generada por dicha curva y(z) es

dado por:
fy) = /1 () s

donde, v(¢) = (y; (1), yé(t), ...,y;l(t)) y la expresion || .|| representa la norma eucli-
deana. Como se puede ver, la longitud de la curva depende de la norma del vector

velocidad definido por la métrica usual en R”.

Definicion 19. Dados los puntos X = (x1,...,x,) Yy Y = (y1,..., yu) pertenecientes a
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R". Se define la distancia euclidiana entre dichos puntos como

dXY) = [1X = Y] = §J0r1 = 312 + e+ (= 302

La funcion distancia d definida como d : R" x R” — R se denomina distancia o

métrica euclidiana, o la métrica usual en R”.

Para establecer una forma de medir sobre una variedad diferenciable M sobre el
cual se traza una curva, entonces la longitud de arco de la curva se calcula a través
de la medida realizada al vector perteneciente al espacio tangente en un punto fijo.
Para ello, se necesita definir una mérica sobre el espacio tangente 7,,M para cada
p € M. Témese en cuenta sobre el producto interno de dos vectores en el espacio V

el cual es un valor escalar, con las propiedades siguientes

a) <u,u>>0,y <u,u>=0,siysolosiu=0.
b) < u,v >=< v,u >, para todo par de vectores u,v € V.
c) <u,v+w>=<uv >+ <uw > paratodou,v,w € V.

d) <ku,v>=k <uyv>=<ukv > paratodou,v e VykeR.

Estas propiedades permiten estudiar la geometria del espacio considerado, razén
por la cual, el producto interno es muy usado en la generalizacion en por ejemplo

distintas métricas y que mds adelante se hicieron los detalles.
Abhora, la siguiente definicién de producto interno en R”

Definicion 20. Definimos producto interno cldasico: <,>: R" XR" — R en un punto

p como:

<V, W >p= Z ViWw;,

i

dondev,w e R"i =1,..,n
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Por otro lado, también se pueden definir distintos productos internos, por ejemplo:

<V,W >p= Zgijviw,'
ij
<v,w >,=(Gv,w),
donde, identificamos G = (g;;) y es una matriz simétrica definida positiva.

Ahora, como ocurre esta forma de definir otro producto interno. Basta realizar
un cambio de coordenadas. Esto es, sean las coordenadas x = (x1,x2,...,X;) ¥

z = (21,22, ..., 2 tal que expresamos x(t) = x(z(t)), y visto en cada componente:

x(t) = (x1(z1(2), 22(2), ..., 2n(2)), X2(21 (1), 22(2)s o0y 20 (1)), oy X (21 (2), 22(2),5 .., 20 (2)),

derivando la componente i-ésima respecto ¢ se tiene:

dx; ~o (0x; 0z )
o Z (82,' E) ,paratodoi =1,2,...,n.

J=

Sean los vectores v*,v* tal que v* = (v{,v3,...,v;) y v¢ = (v}, V5, ..., v;), donde cada

coordenada componente es expresado en términos de su derivada respecto ¢:

dx;
x I 1.2
V= 11.2)
y
dz;
L= = 11.3
Vi = (IL3)

Expresando en norma cuadrado el v*, se tiene:

n 2 n 2
R ECADESY (dx") - (ax,-) (IL4)

pr dt
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Aqui, elevamos al cuadrado la ecuacion (I1.2)

dx; O0x; (9Z, Ox; "
(E) Z dz; dt Z bz

n
6xl~ z (9)6,‘ z

Ve —vV
. k
dzj /£ Ozk

Jj=1

a o 8x,~ z (9x,- z
- Z Vkgz | Vi
=1 \k=1 Oz * 0z

entonces de la ecuacion (I1.4) tenemos que:

x 2 L ! & 6)6,' 0x,~ z z
vt I1P= A Ve | Vi
=1 9% 0%k

i=1 j=1

por conmutatividad de las sumatorias, se tiene:

n n n
X 2_ 8xl (9)(, 7.7
|| v* ||*= — VoV
0z 0zx J

j=1 k=1 \i=1

Por comodidad, hacemos un cambio, k por i en los inicios de las sumatorias

Ox; 0x
x 2 k OXk YEpe
|| v || Z Z azj aZl lvj.

i,j=1

0xi Oxp

n
La expresion Y, 575 la denotamos con g;; y queda asi: g;; = (Z 9 8”‘) otra
T : :

k=1
VEZ en norma, tenemos ahora:

n
W) =l vt IP= Y gigvivi = (Gvivd).
ij=1

es decir, hacemos g; ; = G podemos ver que un cambio en el sistema de coordenadas

no altera las expresiones métricas.
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Por ejemplo, si v = G!\2w tenemos:
v,v), = (Gl\zw,Gl\zw)p = (Gw,w)p = (w,w),,.

que es otra expresion de la métrica estudiada.

Ahora veremos la definicién formal de métrica riemanniana siguiendo lo abordado

en (Quispe C., 2008).

Definicion 21. Sea M una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana es una

aplicacion que asocia a cada p € M un funcional (,),
Gy it IIMXToM — R

de modo que se cumplen las siguientes condiciones:

i). {,)p esun producto interno (bilineal, simétrica y definida positiva) para cada

p e M.

ii). ,)pvariadiferenciablemente en el siguiente sentido: SiX : U C R" — Mes
um sistema de coordenadas en torno de p, con X(x1,x2,x3,....,%,) = q € X(U)
y aixi(q) = dX,(0,0,...,0,1,0,...,0,0), entonces la funcion: g;; : U — R
definida por

0

0
—(q)s a—xj(q)> ,

8ij (X1, X2, .. Xp) = <ax
l
q

es diferenciable.

Esta definicién tampoco depende del sistema de coordenadas elegidas, y las funcio-
nes g;; son llamadas expresiones de la métrica riemanniana en el sistema coordenado
X'y lamatriz G = (g;;) es la representacién de la métrica riemanniana.

La siguiente definicidn, estable la variedad riemanniana vinculada a la métrica

riemanniana definida en 21.
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Definicion 22. (Variedad riemanniana). Una variedad diferenciable con una mé-

trica riemanniana se llama variedad riemanniana.

Definicion 23. Sean M y N dos variedades riemannianas, un difeomomrfismo

f: M — N se llama isometria si:

(I = (dfp), dfp(v)) 5 (p) (IL.5)

para todop € Myu,v € T, M

Ademds, la isometria planteada es local en la variedad

Definicion 24. Sean M y N dos variedades riemannianas, para U C M abierto,

un difeomorfismo f : U — f(U) C N que satisface (I11.5) se llama isometria local.

Veamos algunos ejemplos de métrica y variedad riemanniana mds conocidas:

Ejemplo 5. Sea la variedad particular cuando tomamos M = R", y al tomar
la parametrizacion X : R"* — R" tal que X(x) = (x1,X2,...,X,). donde x =
(x1,X2,...,X,) € R"

Respecto la métrica, tomemos aquel definida por el producto interno euclidiano en

R", esta es:
()p : R"XR" — R, definido por { x,y), = xTy (IL.6)

Sea un punto q € R" entonces al derivar parcialmente sobre la i-ésima componente,

la parametrizacion en dicho punto queda asi:
0
E(Q) =dX,ei = e,
1

y tomando las expresiones de la métrica riemanniana, g;; : U — R definida como
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el producto interno segiin (11.6)

P .
gij(x) = <8x,- (x), 0_xj(x)>x = (eie), =€ ej = &,

son diferenciables en R".
Luego M = R", y métrica riemanniana identidad G = 1d, es una variedad rieman-
niana, esto significa que el propio espacio euclidiano es un ejemplo de variedad

riemanniand.

Los siguientes dos ejemplos son también variedades riemannianas para las métricas
G segun se definen, los cuales se demuestran bajo el mismo procedimiento del

ejempl anterior.

Ejemplo 6. Si M = R%, y el funcional dado por el producto interno en R (,), :
T,R}, X T,R{, — R de modo que dicho producto interno se define por medio de

G, esto es:

(u,v), = u" G(p)v,
donde
G(p) = diag(1/(hi(p))*),

entonces, la expresion de la métrica riemanniana, toma lasiguiente forma:

d::

.. v
8500 = R

Ejemplo 7. Sea la variedad riemanniana (R?, G(x)), con {u, V)p = ul G(p)v, donde

la matriz de representacion de la métrica riemanniana se define como sigue:

4p> +1 -2p
Gp)=| !
—2p1 1
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esta métrica fué dado por (Udriste, 1994).

Campos vectoriales, conexiones y derivada covariante

En este punto, se explica el movimiento o comportamiento de un punto a lo largo de
una trayectoria, si es que existe; para ello introducimos la definicién de una funcién
especial, llamada campo vectorial, la idea es asociar un punto con un vector cuyas
coordenadas varian diferenciablemente en relacion al punto. Los distintos métodos
computacionales en Optimizacion matematica, generan una sucesion de puntos
digamos xg, x1, x - -+, y requiere entre otras cosas, de una direccion para generar
la sucesion de puntos y minimizar una funcién; en el proceso, los vectores direccion
que se generen, puede ser visto como un modo de transportar vectores sobre curvas
diferenciables; lo que en el fondo se quiere es, derivar campos vectoriales en una
variedad riemannina M, (Figueroa, 2004). Por lo que debemos estudiar a los campos
vectoriales, conexiones afines, derivadas, curvatura y propiedades alrededor de esos

conceptos lo que se verd a continuacion.

= Campo de vectores

Definicion 25. Sea X Un campo de vectores o campo vectorial, en una variedad
diferenciable M, es una correspondencia tal que a cada punto p € M asocia

un vector X(p) del espacio tangente € T, M.

El vector X(p) puede ser escrito como

n

X() = ailp) (o),

i=1
desde que X es una parametrizacion X : U ¢ R" — M, donde cadaa; : M —
.. ] . .
R es una funcién en M y {(a_x,»)P} es un operador asociadoa X, 1 <i < n.
Ademds, X es diferenciable si, y solamente si, las funciones componentes a;

son diferenciables también para alguna parametrizacion.
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Y si consideramos la funcién f, entonces tenemos la composicion X f en el

punto p, entonces los campos vectoriales toman la siguiente expresion

KPP = Y alp) 5o

Estoes, si X : D — F donde D es el conjunto de las funciones diferenciables
sobre vy F es el conjunto de las funciones sobre M.
Como se quieren las trayectorias en M, se consideran los campos restringidos

a una curva.
Ahora vamos a definir el campo de vectores a lo largo de una curva en la

siguiente definicion.

Definicion 26. Sea V la notacion de un campo vectorial, a lo largo de una
curvaa : I — M es una aplicacion donde a cada a(t) € M asocia un vector
tangente V(t) en la tangente de a, esto es V(t) € Toy(nM.

veamos la siguiente definicion sobre la diferenciabilidad del campo V.

Definicion 27. Se dise que V es diferenciable si para cada funcion diferencia-

ble f en D, la funcion V(t) f es una funcion diferenciable en 1.

El campo X a lo largo de @ denotamos como V(¢) = X(a(t)) esto es, V es

inducido por X.

El campo vectorial dX, X—loa)(t)[(X oca)(t)] = M denotado por dl ,

es llamado campo velocidad o tangente de a.

Conexiones Afines

Las conexiones afines son estructuras que permiten conectar puntos en el

conjunto de espacios tangente de la geometria en referencia a la derivada
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covariante, que mds adelante se definird. Para definir una Conexién Afin,
usaremos como notacién a 7’M como el conjunto de espacios tangentes en M,

sobre el cual se definird al conjunto de campos vectoriales, H seguidamente.

Definicion 28. Sea H = HM) = {X : M — TM : paracadap €
M,X(p) € T,M, y X € C*} el conjunto de campo de vectoresy D = D(M) =

{f: M — R : f € C>®} el conjunto de funciones reales de clase C*.

En resumen, una conexion en una variedad diferenciable, es como una estruc-
tura que permite relacionar puntos de la geometria, (localmente hablando), con
el fin establecer la derivada covariante.

Véase la siguiente definicion tomado de (Quispe C., 2008).

Definicion 29. Definimos una conexion afin a la aplicacionV : HxH — H

donde a cada par de campos (X,Y) se asocia otro campo VxY tal que para

todo X,Y,Z € H,y f,g € D verifique:
1. V(fx+gy)Z = fVXZ + gVYZ;

2. Vx(Y + Z) =VxY +VxZ;

3. VyfY = fVxY + X()Y, donde X(f) = 3 ai(.)2LL.
i=1 !

Al considerar una curva diferenciable en M, @ : I — M, y se denota el

conjunto de campo de vectores a lo largo de esta curva como H,,.

Proposicion 11. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V.
Entonces existe una unica aplicacion %, donde a cada V € H, se asocia otro
campo en H,, denotado por %, tal que para todo V,.W € Hyy f : I — R
una funcion diferenciable en I se cunplen:

a. Z(v+w)=2LV ¥

b. 2(fv)y=4y 4 DV

c. SiV(t) =Y(a(t)), dondeY € H, entonces % = VLZI_(:Y.
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dl es llamada Derivada Covariante.

Demostracion. Supongamos inicialmente que existe una correspondencia sa-
tisfaciendo 1, 2, y 3. Sea X : U ¢ R" — M un sistema de coordenadas con

a(l)NXWU) # ¢y sea (x1(¢), x2(¢), ..., x,(2)) la expresion local de a(t),t € I.
B

Denotaremos X; = 3.
1

Podemos expresar el campo V localmente como:
n
V=2 X,

j=1

donde V(1) = V(a(1)), v/ (1) = v/(a(1)) y X;(t) = X;(a(t)). Entonces

~ D . = dvl DX
— Zvix.) = RISl
_Zm@m_zwﬂﬁvm) (IL7)
J=1 j=1
por €so tenemos,
DX 1 dxi
d[ VdaX Z(V dx,X)X ) s EVX'X]

Sustituyendo esta expresion en (I1.7) tenemos:

DV df -
=X+ Z vJ—VX (IL8)
i,j=1

La expresion (I1.8) muestra que, si existe una correspondencia satisfaciendo a

las condiciones de la proposicion entonces tal correspondencia es tnica ( ya

. . <z . s . i de dxi
que cualquier otra aplicacion seguird dependiendo de v/, <=, 7! vy X;.

Para probar la existencia definamos en la parametrizacion X : U — M

DV = dv/ g dx;
bV _sdviy Y X;
dr = & +;dx
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y verifiquemos que se cumplen las propiedades 1, 2, y 3.

n .
Dado otro campo W = Zl w/ X; se tiene que
J:

n
VW =07 +whX;
=1

Propriedad 1):

D L d(vf+wf) dx;
7V+W)= 3 X+ Z(vf+wf) —+Vx, X;
j=1 ij=1

DV . DW
@ tar
Propriedad 2):
n .
&) =g (2 1v'X)
n
=3 L(fv))X; + 2 vy X;
i’l
=3 Yyix; + 2 de’X + 3 pidEvyx,
J=1 ij=1
. n
=S vix 4 [ Lx % Wy X
j=1 j=1 ij=1
_da DV
= E;V’+lf75-
Propriedad 3):
n .
VaY =V n v X
@ (El‘ff,x,) jgl
& dx; j avf
i=1 j=1
n
= X (V% X)) + z 4 x
i,j=1




hasta ahora ZV sOlo fué definida en X(U), falta deﬁmr Y en todo M.

Si Y (W) es una otra vecindad coordenada, con Y (W)NX(U) # ¢, y definimos

DV

< con respecto a la parametrizacion Y em Y (W) por (IL.8), las definiciones

concuerdan en Y (W) N X(U) por la unicidad de %. Se sigue que la definicién

puede ser extendida para todo a(/) C M, y esto concluye la prueba. =

Con esta Proposicion se muestra que la eleccion de una conexién afin de M

origina una Unica derivada covariante para cada campo vectorial.

Observacion 4. La demostracion de la Proposicion 11 muestra una carac-
terizacion de la derivada covariante para una alguna parametrizacion, por

ejemplo X, cuya expresion es la siguiente:

DV dvf dx;
§ J_’
dt = 4 X + 1% VX X

Observacion 5. Como ya dijimos, la conexién afin, permite establecer una

forma de derivar un campo vectoriale. Esto es, si tenemos el campo vectorial

D (da
dt \ dt |’

vy decimos que es la aceleracion de la curva a en M.

V= dr & escribimos:

Conexion afin relativa a coordenadas locales

Sean los campos de vectores X, Y € H definidos en M a partir de una vecindad

local X : U ¢ R" — M, para un punto p, por:

n

X:le ox;’ Y = Zyl )

i=1

donde el operador (0/0x;) que representan a los vectores de la base para el
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sistema de coordenadas locales. Denotamos como % = X;.
1

Asi se tiene las expresiones de la conexion afin relativa a las coordenadas

locales:

X = Zn:x,-X,-, Y = Zn:ini.
1 i=1

i=
En relacion a las propiedades conexion afin se puede expresar cada campo

vectorial como expresion de coordenadas locales:

DXl =D | Vx (Zijj
j j

i

Zx,‘ ;(ijXin) +in Z(%XJ)

VxY Vs xix;

1

i J

Abhora, si se tiene Vx, X; € H, puede ser representado en térmnos de los

simbolos de Christoffel, esto es:
VxXj = > TEX, (IL.9)
k=1

que, substituyendo en la ecuacion (I1.9), tenemos una expresion mas simplifi-

cada del campo vectorial:

— k

VxY = Z Z xiyjl“l.j + in% Xk.

k=1 |i,j=1 i=1 L

Definimos a continuacién las expresiones en coordenadas espaciales que, pue-
de decirse, simplifican o facilitan hacer cdlculos o la descripcién en expre-
siones, de los desplazamiento paralelos de vectores a través de los campos

tensoriales; estos, son los llamados Simbolos de Christoffel Fl.kj, en honor a

Elwin Bruno Christoffel.

Definicion 30. Los simbolos de Christoffel, son funciones Fl.kj, coeficientes de
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la conexion afin V en U tal que
If:UcM-R

tal que se cumple la ecuaon (11.9).

» La derivada covariante y los simbolos de Christoffel.
Como sabemos, la derivada covariante la entendemos como la generalizacion
de la muy conocida derivada parcial, y que nos permite extender el cdlculo
diferencial sobre R". Vamos ahora escribir la derivada covariante usando las
coordenadas locales y los llamados simbolos de Christoffel, para tal efecto
hacemos una aplicacién X : U — M como el sistema de coordenadas locales

al rededor del punto p € M. De la ecuacién (I1.8)

DV dv/ <
2oV T Y vy x,,
dr T L di ;V X

y del campo vectorial

n
Vx,X; = Z rkX;,

se tiene:
DV dv’ dx;
= Jj k
dt_j_ s Zv (erk,
& va dx,
=2 g Nt Z Z
j=1 k=11i,j=
Ast:
DV = [ dvk & dx, X
— = — 4+ F X I1.10
dr ; dr ; dr | (1110

a.4 Geodésicas

La derivada covariante permite definir el transporte paralelo a lo largo de curvas que
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dependen de la métrica, osea, que cambiando la métrica, cambia en general la manera
de derivar campos vectoriales; en particular, nos permite conocer geodésicas, curvas
cuyo vector tangente es paralelo a la curva. Si « : [a,b] — M es una curva, tal que
a(a) =y a(b) = g, el transporte paralelo es una aplicacion Py ) : T, M — T,M que
satizface ser un isomorfismo lineal tal que P,(;)(v) = V(b) que es el tnico transporte
paralelo a lo largo de a.

Si usamos la métrica euclidiana en un espacio euclidiano, digamos R?, la geodésica
es el segmento de recta que une dos puntos p y g en distintas posiciones, lo que
caracteriza la trayectoria de menor longitud del segmento de curva que los une.
Otra manera de entender respecto de geodésicas, es definiruna curva « : [a,b] — R”
diferenciable que pasa por los puntos p = a(a) y g = a(b), siendo el campo ‘fl—‘f
asociado a la velocidad, por lo cual se tiene la aceleracién %(‘2—0;) en cada punto de

a(t) con la propiedad de ser la geodésica tal que se cumple:

d da
—(—)=0.
dt(dt)

Luego, para expresar la generalizacion de esta ecuacion a variedades, basta a consi-

derar que la componente tangencial de dicha derivada sea nula.

Ahora, veamos la definicion de geodésica, que en términos simples, es la distancia
que existe entre dos puntos distintos, ubicados sobre una esfera. La definicion

matematica la damos a continuacion.

Definicion 31. Sea a una curva parametrizada como « : I — M, decimos que «

es una geodésica si el campo tangente de la curva dada (2—;’ es:

D da
—(—)=0.
dt(dt)

Estudiamos ahora los campos paralelos, estos son campos vectoriales paralelo a
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a.6

una curva a; respecto el paralelismo, podemos decir que es usada para transportar
vectores tangentes de un punto de la superficie a otro punto de la misma. Veamos la

definicién formal de campos paralelos, estudiada de (Quispe C., 2008).

Campos paralelos

Dado M una variedad diferenciable, una conexion afin V y un campo V a lo largo

DV_O

de una curva diferenciable @ : I — M,V es denominado campo paralelo si =

paratodot € I.
Asi, si @ es una geodésica, entonces dl es paralelo.
Otra manera de expresar es: el inico campo vectorial paralelo a la curva « se llama

transporte paralelo.

= Ecuaciones geodésicas.
Ahora veamos cudles son las ecuaciones que gobiernan una geodésica, para esto
tomamos la expresion (II.10), entonces un campo paralelo V es determinado

por las ecuaciones

S dvh jdai
— + — T | Xk = 0
dt Z dt ¢
k=1 i,j=1

y como el sistema de las n ecuaciones ecuaciones diferenciables en v, y donde

cada 667,( son linealmente independientes, podemos escribir:

da/,-

Ahora, de la geodésica a(t) = (@ (t),...,a,(t)), un v\ = <y la ecuacién

anterior, pasa a ser escrito como sigue:

d dak = daj da;
—L Tt = =1,...
( dr dr Y 0 k=10m
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Si ordenamos la ecuacion anterior, tenemos a la vista una ecuacion diferencial

ordinaria:
d*ar < da; da;
— + —— =0, k=1,..,n IL.11
dr2 & Y dr dt LD
i,j=1
Como podemos observar, tenemos un sistema de n ecuaciones diferenciales
de segundo orden, la cual tiene una unica solucién en el intervalo I = [a, b],
satisfaciendo condiciones iniciales x(0) = a(0) = py %;(0) =a’(0) =v

Conexion afin y métrica en variedades riemannianas.

El siguiente concepto define a una conexion compatible a partir de una cone-
xion afin y asi establecer una métrica en una variedade riemanniana. Sea M
una variedad diferenciable con una conexion afin V y una métrica riemanniana

(,). Los resultados aqui expuestos se siguen de (Quispe C., 2008).

Definicion 32. Se dice que V es compatible con la métrica {, ) si para todo par
de campos de vectores V. y W a lo largo de la curva diferenciable a : | — M
se tiene:

DW

=) (IL12)

d DV

Proposicion 12. Sea M una variedad riemanniana. Una conexion afin V es
compatible con {,) siy solamente si, X{Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ),para todo X,Y,Z €
H.

Demostracion. Para la demostracion, véase Do Carmo, (1988) pp 54.

De los resultados anteriores, se define que la conexién afin es también una

métrica.

Definicion 33. Una conexion afin V en una variedad diferenciable M es

llamada simétrica si

VyY - VyX = [X,Y],

donde [X,Y] = XY - YX.
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De las propiedades de la conexion afin se puede deducir algunos hechos,

veamos:

Para un sistema de coordenadas (U, X) y por la propiedad de simetria de la
conexioén afin, podemos escribir dicha conexion en términos de los operadores

diferenciales correspondientes, esto es

0 0
Vo—=Vo—.
a%iaxj' %jax,-

Si tomams una f € D,y aplicando la definicion anterior, tenemos el siguiente

resultado.
>f P f o
axiax]' axjéx,- B

XiX;(f) - X;Xi(f) =

Es decir que:

n
Vx.Xj - Vx,X; = Z(r{; -TE)X, = 0.
k=1

y como {X;} es linealmente independencia, se tiene que:
k _ 1k
I =T

A continuacién presentamos un resultado importante sobre la existencia y
unicidad de una conexién simétrica y compatible con la métrica en una variedad
riemanniana, fundamentalmente que V estd univocamente determinado por la

métrica (,)

Teorema 1. (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana M, existe una

inica conexion afin V en M satisfaciendo las condiciones:

a) V es simétrica.

b) V es compatible con la métrica riemanniana.
Demostracion. Para la demostracion, véase (Do Carmo, 1988)
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a.7 Métrica riemanniana y simbolos de Christoffel.
Lo que veremos aqui es, la relacion que hay entre la métrica riemanniana con los
simbolos de Christoffel, para esto, tomamos el sistema de coordenadas (U, X), y las
funciones conocidas como simbolos de Christoffel I“l.’fj : U — R, estas definen los

n
coeficientes de conexion Vx, X; = 3 Fiijk' Se muestra que
k

0 km
={5 Z ox; a8kt gkz axkgij}g
donde g;; = (%, %) son elementos de la matriz G(x) y g”/ los elementos de su
i J
inversa G~!(x) respectivamente.

0 _y. 0 _y. .y 0 _ o .
En efecto, tomemos e X;, o = XiYaq = Xk. Usando el resultado siguiente:

(Z,VyX) =
= %{X(Y,Z) +Y(Z,X)-Z(X,Y)—-([X,Z],Y)—-([Y,.Z].X) - ([X,Y], Z)} (1.13)

tenemos

1
(X1, Vx, Xi) = =AXi(Xj, Xi) + Xj(Xp, Xi) — Xi(Xi, Xj) }.
J 2

n
Como Vx X; = VxX; = VxX; = 121 F,-lel y usando a linealidad del producto

interno, se tiene:
- 1
2 UK Xi) = S {(X(X). Xi) + X(Xi Xi) = X X3 X)) ),

y asi:
S s L )
£ ngl 3 g]k axjgkl axkgl] .
Denotando by = %{a%gjk + aix_,»gki — aaTkgij}’k = 1,2,...,n obtenemos un sistema

lineal Gy = bcony = (l"l.lj,l"l.zj, ...,Flf“j) y b = (by,bs,...,b,). Como G(x) es invertible
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(ver definicién de métrica riemanniana) entonces y = G~!b. As{ tenemos

1 n
Flm = = Z gmkbk.
2
k=1
Finalmente sustituyendo el valor de b; en la expresion anterior se tiene:
0 0

v, 9
- — E , —— gy — —gji km 11.14
ij 2k:1{0xig]k+ axjgk axkgj}g ( )

Ejemplo 8. Consideremos la variedad riemanniana M = R}, con la métrica dada

por

. 1 1 1
G0 = diag (<h1<x1>)2’ )™ (hn(xn>2) (AL13)

para funciones h; : Ry, — R, diferenciables. La inversa de la matriz G(x) es:

G™!(x) = diag (I (e0)) (ha(x2), o (a(52)2)

a) Hallamos los simbolos de Christoffel.
Recordemos que la relacion de la métrica con los simbolos de Christoffel

esta dado por la ecuacion (11.14), recordemos que estos resultados lo estamos
tomando de Quispe C., 2008.

Cuando k # m tenemos que g"™* = 0, asi la expresion es reducida a:

1[0 0 0
M=_{_"—9o 4+ 9 .— 4 gmm
) {axl-g”” I axmg’f}g

Consideramos dos casos:
a) Sii=j

1[0 0 0
M=_{_——9 4+ 9o .— A gmm
124 2 {axi glm axigml aXmg”} g
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Param =i
B 1 0
" hi(x;) 0x;

(hi(x;)) .

Param # i
FZ’:O.
b) Sii #j
pmo Lo 0 |
ij = 9 axigtm axjgmt 8 -

Para m =i entonces, m # j y:

I, =0.
Para m = j entonces, m #1 y:
Fl.jj =
Param #iym # j entonces,
l"l."; =0.
De ambos casos tenemos:
-1 9ux) (IL.16)

0T () ek Y

que es la expresion de los Simbolos de Christoffel en relacion a la métrica
G(x).
Como aplicaciones tenemos:

» Si hi(x;) = 1, entonces, G(x) = I. Luego: Fl.’;.‘ =0,Vi,jm=1,...n.

= Si hi(x;) = x; entonces, G(x) = X~2. Luego: Fl.’;.‘ = —%&-mdij.
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w Sihi(x;) = xl.% entonces, G(x) = X™". Luego: Fl.’;.’ = —%xlidimdij.
s Se hi(x;) = s?rxi%, s; € Ry, entonces, G(x) = S"X™". Luego Fl.’;? =
—gxli(s,-ma,- ;.
b) Hallando la derivada covariante.

Vimos que la relacion de la derivada covariante con respecto a los simbolos de

Christoffel es dada por la ecuacion (I1.10). Sustituyendo la expresion (11.16)

en (11.10) obtenemos:

DV & ([dV 1 0(hi(x;)) ;dx;
— =) [=- = x,.
d Z(dt n(x)  Ox | di)

i=1
En particular:

s Sihi(x) =1, l“l.’;. =0, yasi:

DV % dv
- _ X
dt & dt v

1=
que es la propia derivada usual.
= Sihi(xi) = x;, I} = _xliéim(sij y
n

DV dvi 1 dx;
AGNER Y A e 'S
d1 ;(dt x| dt)

s Si /’l,’(xi) = Xi%, Fl-n; = _gxli(simdij
DV S (dviorl ;dx;
— = — - ——V'—| X,
dt ;(dt 2% dt) ’

c) Determinacion de la ecuacion geodésica: Sea p = (p1,p2,...pn) € R, y
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v =1,v2...,v) € TR, =R" con
a:l—-RE a(t) = (o), a(t), ..., an(t))

donde a(0)=py do;l_(t()) = v, I algun intervalo abierto de R. Substituyendo los
simbolos de Christoffel (I11.16) en la ecuacion (11.11) obtenemos:
d*e; 1 0(hi(@)) da

2 hia) O (dt

Y=0Vi=1,..n (11.17)

a(0)=p;, i=1,...,n
’ — ;] —
a/l.(O) =v, i=1,..n.
La ecuacion diferencial es equivalente a resolver:

dai
dt

= hi(a;)a;,

para alguna constante a;, que también es equivalente a resolver la integral:

1
/Wda’[ = q;t + bl', i=1,2,...,n

para algunas constantes a; y b; en R.
Entonces, la tinica geodésica a(t) de R’ ., con métrica G(p), pasando por el
punto a(0) = p, en la direccion a’(0) = v, es obtenida resolviendo el siguiente

problema:

1
/(m)da, =a;t + bi i = 1,...,]’1 (1118)
1 l

donde a; y b; son constantes reales tales que:
a;(0) = p;, i=1,..,n.
a/lf(O):v,-, i=1,...,n.

En particular:
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s Si hi(a;) = 1 tenemos que G(p) = I y considerando las condiciones

iniciales de (11.18) encontramos la expresion de la curva geodésica

a;(t) = vit + p; i=1,..,n.

Esto es, las geodésicas son curvas a : R — R} definidas por:

a(t) = (Vit + pi, .oVl + pp).

Observemos que la geodésica a(t) estd definida para valores de t tal que
vt + p; > 0.
» Si h(e;) = @; entonces, G(x) = X2 considerando las condiciones inicia-

les de (11.18), las curvas geodésicas son funciones exponenciales:

a(t) = (plexp (ﬂt) ,paexp (Et) s ooy Pn€XP (ﬁt)) X
P1 P2 n

Vemos que dados cualquier p € R}, y v € R", la geodésica a(t) esta

definida para todo t € R.

a.8 Curvatura de una variedad riemanniana

Un resultado importante sobre una variedad riemanniana es la curvatura, sobre el
que podemos referirnos en forma intuitiva; es una medida de la variacion de un
vector por transportes paralelos, otra manera de expresar lo anteriro es, cudnto se
aleja la curva de ser euclidiana o, que la curvatura riemanniana es la generalizacién
natural de la curvatura Gaussiana de las superficies, por ejemplo cuando considere
que la variedad M = R” la curvatura K = 0. Como veremos en mds adelante,
en relacion a una variedad R’} y usando una métrica dada por (II.15) para una
funcién diferenciable i; : R,y — Ry y A : (0,1)" — R, respectivamnte, tiene

curvatura cero.
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Veamos seguidamente la siguiente definicion, si consideramos un A(H,H) como
el conjunto de aplicaciones de H en H y V la conexion afin en una variedad rie-

manniana M, dada por el teorema de Levi-Civita.

Definicion 34. Una curvatura K de una variedad riemanniana M es una corres-

pondencia

K:HxH— A(H,H)

definida por:
K(X,Y)Z = VyVXZ - vayz + V[X’y]Z.

Observacion 6. Si la variedad M = R", entonces K(X,Y)Z = 0,para todo X,Y,Z €
‘H. En efecto, basta indicar Z = (21,22, ..., 2n) las componentes del campo Z en las

coordenadas naturales de R" y la conexion definida por VxZ = (Xz1,X22, ..., X2).

Observacion 7. Si consideramos un sistema de coordenadas (U,X) en torno del

punto py {X;},i = 1,2,...,n es una base de T,M obtenemos:
Kxxhxﬂxk:(v&v&f-v&v&)xk
Observacion 8. La curvatura K es antisimétrica. En efecto,
K(X,Y)Z +K(Y,X)Z = Vixy|Z + Viyx)Z, paratodo Z € H.
Como [X,Y] = —[Y, X], entonces:
K(X,Y)Z + K(Y,X)Z = 0, paratodo Z € H,

y asi,

K(X,Y) = -K(¥, X).
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Proposicion 13. La curvatura K de una variedad riemanniana es trilineal, en el

siguiente sentido:

a. K es bilineal en H X H, esto es,
K(fX1 +gXo,11) = fK(X1,1) + gK (X2, 1),

KXy, Y +gh) = fK(X1,11) + gK(X1, 1),

donde f,g € DIM)y X1,X5, Y1, Vo€ H.

b. Para todo par X,Y € ‘H, el operador curvatura K(X,Y) : H — H es lineal,
esto es,

KX, Y)(Z+W) = K(X,Y)Z + K(X,Y)W
KX, Y)(fZ) = fK(X,Y)Z
donde f € DIM), Z,W € ‘H.

Proposicion 14. Sea (U, X) un sistema de coordenadas en torno de p € My {X;}

una base de T, M en este sistema de coordenadas. Entonces:
n
1
K(X X)Xk = ) Kl X,
=1
donde las componentes K'. . son dadas por:
ij
n n
 _ yvr! _ vr! sl s 1!
K = Xl = Xil ' + Z LD Z [ -
s=1 s=1

n .
Observacion 9. Si en las coordenadas (U,X), escribimos: X = uX, Y =
=1

1
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n . n
Zl v X, Z = kzl wk Xy, por la linealidad de K tenemos:
]: =

K(X,Y)Z = Kl w X,
ijkl=1
Ejemplo 9. Tomese los espacios M como M =R}, y M = C[}, con estructura de
variedad riemanniana representada por la matriz G(x) cuyos simbolos de Christoffel

son.
e R UIED)

= Oim0ij-
Yoh(a)  dx Y

n

n . .
Escribiendo en coordenadas espaciales (U, X) : X = Y u'X;,Y = Y VX, Z =

i=1 j=1

n
S wk Xy, de la tri-linealidad de K tenemos:
k=1

n
K(X,Y)Z = Z W WEK (X5, X)) X
ijk=1

Aplicando la definicion de curvatura:
K(Xi, X)X = Vx;(Vx,. Xx) = Vx,(Vx; Xi) + Vix, x;1 Xk
como la conexion es de Levi Civita se tiene [ X;, X;] = 0. Asi,
K(Xi, X;) Xk = Vx;(Vx, Xi) — Vx,(Vx, X)-

Sii = j, entonces K(X;, X;) Xy = 0.

Supongamos que i # j, entonces

n
Vi X) = Z I/ X;.
j=1
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Sustituyendo los simbolos de Christoffel tenemos:

R T I LC1C) P W W e J
VX[Xk_JZ:;( PYEs 5,]5,k)xj_ o) o owXi  L19)

Aplicando Vy; se tiene:

L d(hi(xi)) o

Vx,(Vx, Xr) = Vx.
x;(Vx, Xk) X]( ) ox

lle) s

por definicion de conexion afin Vx(fY) = fVxY + X(f)Y donde X(f) = Z a;(. )

i=1

entonces tenemos:

1 d(hi(x) 1 0(hi(x;))
Va (VX = = s e ok X X s T

oir | X;.

Usando (11.19) y dado que i # j, el primero y segundo término de la suma anterior,

es igual a cero. Por tanto

Vx,(Vx. Xk) =0

Andlogamente,

Vx,(Vx, Xk) =0

De ambos resultados se tiene:
K(Xi, X)Xk = 0,Vi,j, k =1,2,..n.

Ast K(X,Y)Z = 0. Luego las variedades riemannianas R, y Cj con métrica G(x)
tienen curvatura cero. En particular, con las métricas I, X™", respectivamente, para

R", y cosec*(nx), X~"(I — X)™" Cy» son variedades de curvatura cero.

s Curvatura Seccional

Como ya vimos, una propiedad intrinseca de las superficies es la curvatura y
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esta a su vez estd ligada a la curvatura riemanniana o curvatura seccional.

Entonces consideremos una variedad riemanniana M y un subespacio bidi-
mensional o del espacio tangente 7, M, para definir la forma cuadratica como:

Q:0 — Rtal que

Q(x,)’) = (X»x><)”y> - <x,)’>2‘

Proposicion 15. Sea el subespacio o un subespacio de T,M y tomando

X,y € o, dos vectores linealmente independientes. Entonces,

(K(x,y)x,y)

Koen)==50y

La curvatura K no depende de cuales sean los vectores x y y.

Demostracion. Para la demostracion, véase ver (Do Carmo, 1988).

Ahora veamos la definiciéon de curvatura seccional, que serd usada como
condicion para la aplicacion del planteamiento del problema de optimizacion

sobre variedades en lo que respecta a la convergencia de la método.

Definicién 35. . Dado un punto p € My o C T,M. El niimero K(x,y) =

K(o), donde {x,y} es una base de o, es llamado “Curvatura Seccional de

M.

Si K(x,y) < 0 para todo x,y € o entonces, la curvatura seccional de la
variedad riemanniana es no positiva.
Si K(x,y) > 0 para todo x,y € o entonces, la curvatura seccional de la

variedad riemanniana es no negativa.

a.9 Gradiente y Hessiana en una variedad riemanniana

La intension en esta seccién es ver algunons operadaores matemaéticos, que pueden
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ser usado para distintas aplicaciones sobre una variedad riemanniana.

Entonces, sea M una variedad riemanniana y f tal que f : M — R una funcién
diferenciable. Para un punto p € M, la diferencial de f en dicho punto p es
un funcional lineal definido sobre el espacio 7, M, entonces por el teorema de
representacion de Riesz existe un tinico elemento denotado por V 5 f(p) € T, M tal

que para todo v € T, M se tiene

dfp(v) = (Vmf(p).v) (I1.20)

IVarf I = lldfpl,

esto es, la aplicacion diferencial se puede caracterizar por la aplicacion de producto

interno. Asi, es posible definir un campo vectorial grad f : M — T M, como

grad f(p) =Vu f(p).

La expresion (I11.20) puede ser escrita como

df,(X(p)) = (grad f(p),X(p)),paratodo X € H,

y asi también se puede definir una aplicacién df : H — M* = L(M,R), donde

L(M,R) es el conjunto de funciones en M en R, tal que

df(X) = (grad f,X).

Ademas, df,(X(p)) = %(f o ¥)l|s=0 para alguna curvay : I — M con y(0) = py
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Y'(0) = X(p), luego tenemos que df,(X(p)) = i Y; (O)%(p) = X(f)(p), por tanto
i=1 !
df (X) = (grad f,X) = X(f).

Asi llegamos a la siguiente definicion.

Definicion 36. El gradiente de una funcion diferenciable f : M — R es un campo

vectorial grad f : M — T M metricamente equivalente a la diferencial, esto es,

dfy(X(p)) = (grad f(p),X(p)) = X(p)f, paratodo X € H.

Observacion 10. Sea M C R" una variedad riemanniana con la métrica definida
por (v,w), = vI G(x)w donde G(x) es una matriz simétrica definida positiva. Se

puede caracterizar el campo gradiente como

grad f(q) = G\ (q)f'(q)

donde G~ (q) = (87 (q)) es la matriz inversade G(q) y ' = ( of af ) es el vector

0x1°°°7 dxy,

de derivadas parciales de la funcion f o X. En efecto,
df,(v) = f'(@"v = f'(@)"(G(@)") Glg)v = (G(g)™' f(9)) G(q)v

=(G(9)"' f'(q)v), -
Ejemplo 10. Sea la variedad riemanniana R’} | con la expresion de la métrica

1 1
(i (x))* " (ha(x))* )

G(x) = diag

74



para funciones h; : Ry, — R,
grad f(x) = diag(hi(x1))%, ... (hu(x))*) f' ().

En particular:

a) Si h;(x;) = x; entonces

grad f(x)f(x) = X*f'(x),

donde denotamos X = diag(xi, ..., Xp).

b) Si hi(x;) = xl.%,r # 2 entonces
grad f(x)f(x) = X" f'(x).

A continuacio se calcula el punto critico a través del Gradiente y la Hessiana, véase.

Definicion 37. Sea M una variedad riemannianay p € M. Decimos que p es punto

critico si grad f(p) = 0.

Definicién 38. Sea f : M — R una funcién de clase C*, k > 2. La Hessiana de
f, denotada por HY, es definida como la derivada covariante del campo gradiente,

esto es,

D
H/ = E(gradf).

Asi, la Hessiana en el punto p, en la direccion de v € T,M es:
7 D
H,(v) = - (grad f)(p) = Vygrad f (p).

A partir del concepto de Hessiana podemos definir las aplicaciones Hg oM —
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T,MyH f e M — L(TM,TM) donde L(TM,TM) es el conjunto de aplicacio-
nes linealesde TM en TM y H/(p) = HI{ € LT,M, T,M).

Proposicion 16. Para cada p € M, el operador HIJ,C : TyM — T,M es lineal y

autoadjunto, esto es, <H£(v),w)p = (v, Hg(w))p.

De esta, para cada p € M podemos introducir una forma cuadratica qp T,M x
T, M — R definida por

ql];(v, w) = (Hl};v,w>p.

Mis generalmente, podemos definir la aplicacién ¢/ : H x H — L(M,R) dada
por:

¢’ (X,Y) = (Vxgrad f.Y). (I1.21)

La funcidn definida en (I1.21) tiene la desventaja de depender del conocimiento de
la métrica y de la conexidn, cuando sabemos que la métrica determina una conexién
afin (Teorema de Levi Civita), por tanto la proposicion siguiente es importante para

poder obtener una caracterizacién adecuada.

Proposicion 17. Para todo X,Y € H
g’ (X,Y) = (XY = VxY)f = (YX - VyX)f.

Observacion 11. En un sistema de coordenadas (X, U) en terminos de la base { Xy }

tenemos:
¢ (X, X)) = | XX, - Zr’"x
esto es:
% f . af
F(X, X)) = (H X, X;) = BN [ .22

Ejemplo 11. Sea la variedad riemanniana R" con métrica G(x) = I; como vimos

anteriormente, los simbolos de Christoffel son Fi’;? = 0, para todo i,j,m = 1...,n,
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. . . fin) —
entonces la matriz Hessiana es la Hessiana usual H, (p) = f”(p).

Ejemplo 12. Sea la variedad riemanniana R}, con la métrica g;; = IEEATEEDS

Sabemos que los simbolos de Christoffel son

-1 0hi(x;)
m — — Y 5im0iis
Y ohi(x) oxg Y
entonces
N1 Ohi(x)
(X X)) = XiX; + E im0 X
q( l J) 1j £ hi(xi) axi imYijAm

Sim # j entonces 0;,6;; = 0, luego se tiene

82 + 1 ﬁh,-(xi) N 0
6x,-0xj /’l,'(xi) (?xi Y ax,-

¢/ (X, X)) = ( I

Asi H )J: = (qf (X;)(X;)) es la matriz que representa la Hessiana de la funcion f. Aiin

podemos dar una representacion matricial

H = f"(x) + G(x)*(G(x) 7 ) F'(x),

donde:
) - {af) 9
F'(x) = dmg( gif), '@fg),---, g;:))
T 1 1 1
G(x) = diag ((h1<x1>>2’ ) <hn<xn)>2) Y

» . 62 (92 82
f'(x) = diag(55. 55, .. 54

9x2? 9x2° """ ox]
En particular:

a) Si h;i(x;) = 1 entonces H{ = f”(x) la matriz Hessiana usual.

b) Si hi(x;) = x; entonces HY = f(x) + X~ 1F(x)
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) Sihi(x;) = xl-%, r # 2, entonces H] = f”(x) + LX7'F7(x)

Corolario 2. Si p € M es un punto critico de fy X,Y € H, entonces

HI(X(p),Y(p)) = X(P)Y(p)f.

Demostracion. HIJ:(X(p), Y(p) = X(p)XY(P)f) = (Vxp)Y(p),grad f(p)), y como

grad f(p) = 0, se sigue el Corolario. =
De este corolario, se deduce que si p € M es un punto critico de f entonces la matriz

Hessiana de f, calculada en este punto, coincide con la matriz Hessiana usual.

= Variedades completas

Para hacer distintas aplicaciones en el dmbito de la optimizacion sobre geo-
metria riemanniana, es necesario considerar variedades completas es decir si
sobre la variedad existen dos puntos conectados por una geodésica, ésta es

minimizante entre dichos puntos.

Segun Quispe C. (2008) se puede desarrollar métodos geodésicos para optimi-
zacion matematica, donde la hipétesis de variedad completa sea mds suave, la
idea definir alguna una forma de medir sobre la variedad a partir del producto
interno del espacio tangente donde la geodésica estd definida en casi todos
los puntos, y los puntos donde la geodésica no sea definida, pertenezca a un
conjunto de medida nula.

Se usaran los resultado siguientes sobre variedades completas

Definicion 39. Una variedad riemanniana M es llamada (geodésicamente)
completa si para todo p € M, las geodésicas que parten de p estan definidas

para todos los valores del parametro t € R.

Ejemplo 13. El espacio euclidiano n-dimensiona, R" con la métrica euclidiana

G(x) = I, es (geodesicamente) completa, pues dado un punto cualquiera
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x € M y una direccion arbitraria v € T, M, vimos que la i-ésima componente
de la geodésica que cumple las condiciones iniciales a;(0) = x; y a/(0) = v,
para todoi = 1,...,n, es dado por: a;(t) = x; + tv;, para todo i = 1,2,...,n, lo

que estd definida para todo t € R.

A continuacion definiremos la distancia riemanniana, para ello es necesario
considerar que la variedad riemanniana tenga la propriedad de conexidad, esto

es, para puntos p,qg € M, existe una curva diferenciable contenida en M,
v :la,b] :— M, tal que y(a) = py y(b) = q.
Definicion 40. Dados dos puntos p 'y q en M, la distancia riemanniana de p

a q en la variedad, denotada por d(x,y), es definida por

b
dp.g) =11 [ Iyl 11.23)

donde vy : [a,b] — M es una curva diferenciable tal que y(a) = py y(b) = q.
Proposicion 18. Con la distancia geodésica (11.23) M es un espacio métrico.

Teorema 2. (El teorema de Hopf-Rinow) Tenemos a M como una variedad
riemanniana y sea p € M. Afirmamos que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) La aplicacion esp, estd definida en todo el espacio tangente a M en p

b) Limitados y cerrados son compactos.

c) M es completo como espacios métrico.

d) M es geodesicamente completa.

e) Para todo g € M existe una geodésica uniendo p y q con

b
dp.)=1nf [y
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esto es, el minimo de (11.23) es obtenida por una geodésica.

Demostracion. Puede ver la demostracion en (Do Carmo, 1988)

El siguiente ejemplo es estudiado en (Quispe C., 2008).

Ejemplo 14. Sea la variedad riemanniana R}, con expresion de la métrica
G(x) = X2. Dados py q en R, existe una tinica geodésica uniendo p a q. En
efecto, sea y(t) = piexp(%) y ai(t) = p,exp( ) las i-esimas componentes
que satisfazen

¥i(0) = a;(0) = p;,
Yi(to) = ai(to) = g

Se puede verificar que vi = w; para todo i = 1,...,n. En efecto, tomando el
valor t = ty tenemos que para todoi = 1,...,n: g; = plexp(v‘to) = p,exp(w‘to)
dividiendo por p;, tomando logaritmo y multiplicando por p; [ty tenemos v; =

w; y asi yi(t) = a;(t) para todot € R. Ademads:
a). Debido a que q; = p,-exp([%) entonces v; = piln(%).

b). ygg o= entonces (y 8) = 1lnz(q’) asi:

(@

Teorema 3. Ley de cosenos. Sea M una variedad riemanniana completa con

a0 = [ "l oylar = {Z

i=1

curvatura seccional no negativa, en un triangulo geodésico normalizado tal

que Y1, y2, Y3 segmento de geodésicas minimizantes. Vale la desigualdad

2 <a’+b*-2abcosa (I1.24)

donde a = arg(y{(0). — ¥4(l3)), a = L(y1), b = L(y3), ¢ = L(y2), L, longitud

de geodésica
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Demostracion. Puede ver la demostracion de este resultado en (Da Cruz Neto

y col., 1998).

2.3.2. Meétodo del Gradiente sobre variedades diferenciables

2.3.2.1. Método del Gradiente

El método del gradiente, es uno de los métodos computacionales cldsicos en el campo de
la optimizacion matemdtica y otros, para modelos no lineales, estudiado inicialmente por
Hestenes y Stiefel segtin Burden y Faires (2011), fué un método para solucionar sistemas
de ecuaciones lineales que se presentan en diversos campos de la ciencias en el que se
deba emplear algoritmos para su simulacion.

Los pasos asociados a la utilizaciéon del método del Gradiente o descenso méds pronunciado

consiste en:

= Paso 1: Considere un punto inicial x = x°. Hacer k = 0
Paso 2: Escoger una direccién de descenso d¥ = =V f(x¥)
Paso 3: Realizar una biuisqueda lineal que seleccione un paso ay tal que: gx(ay) =
fO* +akdh) < f(x4) = fi(0)
Paso 4: Hacer x**1) = xk 4+ ¢ d*
Paso 5: Hacer un test de convergencia (Por ejemplo ||V £(x*)|| < €). Si converge se

detiene el método. En caso contrario hacer k = k + 1 y volver al paso dos.

Lo que vimos en esta investigacion es el andlisis de su convergencia, usado para extender
a su vez la convergencia global del método, sobre una variedad Riemanniana, utilizando
la regla de Armijo generalizado, considerando el siguiente problema de Optimizacién no

lineal

min f(x) (IL.25)

donde, f : R" — R es una funcién de clase C' y M una variedad riemanniana completa.
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Para la generalizacion del método del Gradiente de espacios euclidianos a variedades Rie-
mannianas con retracciones, vimos en la formulacién del problema la siguiente expresion:

Dado un punto xy € T M se tiene

Xiea1 = R (tkmi) (I11.26)

donde n; € T, M, espacio tangente a M en el punto x;, ¢ es un escalar tal que siguiendo
la direccion de bisqueda de Armijo, genera la sucesion x4 y R es la aplicacién llamada
retraccion, (Absil y col., 2008).
Como se sabe, el método del gradiente sobre la variedad, genera una sucesién de puntos
{x*} dados por:

X eM, (IL.27)

Xkt = exp  (—tkgrad F(x*) (I1.28)

donde exp .« es una aplicacién exponencial en el punto x*, #; es un pardmetro positivo,
—grad f(x) es el gradiente de f, segin (Quispe Cardenas y col., 2007, 1). En el caso de

tener M = R" (el espacio euclidiano) tenemos que (I1.28) es equivalente a:

= 3k — 1V (x5,

Asi, el método de médximo descenso en variedades riemannianas generaliza el método

clasico de maximo descenso en R”.

2.3.2.2. Retracciones sobre variedades

Las retracciones constituyen uno de los elementos fundamentales en el desarrollo de
ésta investigacion, estos son mapeos, llamados retracciones, entre M y T, M, que se
pueden usar para transformar localmente un problema de optimizacién en variedades en

un problema de optimizacion en el espacio vectorial méds amigable (Absil y col. (2008), p.
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34). Esta se define como una aplicacion regular sobre el espacio tangente a una variedad
M, y es en particular una aplicacion expoencial, vea (Absil y col. (2008), p. 103). Como
veremos mas adelante, estd a su vez relacionado con la geodésica, como se muestra en

(Boothby (1975), p. 334). Ahora estudiamos las retracciones y sus propiedades.

Definicion 41. (Retraccion). Definimos una retraccion R sobre una variedad M como
una aplicacion, regular del fibrado tangente T M sobre la variedad M, el cual satisface

las propiedades siguientes:

1. Rx(0y) = x, y O, denota el elemento cero del espacio T, M

2. Para la identificacion canonica To T, M = T M, R, satisface la igualdad

DR,(0,) = idr,_uq (I1.29)

idg,pm denota la aplicacion identidad sobre T, M

Como T, M es un espacio vectorial, existe una identificacion natural del espacio tangente
en cero 0, del propio espacio tangente 7, M con el mismo espacio tangente 7 M, esto es
1o, (Tx M) =~ T, M convirtiendo elementos de 7x M en puntos de M, de ahi importancia
de las retracciones, como lo veremos mas adelante.

Observe también que R, es la restriccion de la retraccion R sobre el espacio tangente 7, M
en el punnto x, con condicidn de rigidez local que preseva el gradiente en x. Asumimos
que el dominio es todo el fibrado tangente 7M.

Del punto a), la Retraccién R, envia el O, a x y se sigue que

DR(0y)

es una aplicacion del 7o (T M) a Ty M, vedse la siguiente definicién

Definicion 42. Considere la aplicacion regular F entre dos variedades riemannianas

M,N, esto es F : M — N. Y sea & un vector tangente en el punto x € M, se puede
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mostrar que la aplicacion DF (x)[€,] de Frx)(N) en R definido por:

(DF(X)[£]Sf) = &(f o F) (I1.30)

es un vector tangente a N en F(x)

El vector tangente DF(x)[&,] es calculado por F oy y 7y trazado por &,. La aplicacién
DF(x) : Tx\M — TpoyN

& = DF(x)[¢]

es una aplicacion; valga la redundancia, denominada el diferencial, Absil (2008) también
la denomina, aplicacion diferencial, derivada o aplicacion tangente de F en x.

Aqui, hacemos un paréntesis para explicar que (M) es el conjunto de funciones de
valores reales, suave definidas sobre una vecindad de x.

Volviendo al punto. Afirmamos que F es una inmersion si y s6lo si DF(x) : TM —
Tr(oN es inyectiva para cada x € M, y al ser N un espacio vectorial £, se tiene la

identificacion canonica Tr()é ~ & nos da

DF(x)[&] = ) (& F)e (IL31)

a su vez F(x) = 3; Fi(x)e; es la descomposiciéon de F(x) en la base (e;);-1....,. Este
resultado permite ser expuesto particularmente cuando N = R, entonces F € R, (M) y se

tiene una expresion mds simple como
DF(x)[é] = &F (I1.32)

usando la identificacion T, R ~ R.

Para una mayor aclaracién de la ecuacion (I1.31), que viene de la identificacion canénica
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Tr(x)é = & podemos revisar (Absil y col., 2008).

Finalmente, respecto al operador DF(x)[&,], podemos usar la notacion &, F que expresa
con mayor €énfasis el referirno a la derivada. Esto es, si M y N son variedades lineales,
se tiene la identificacion del espacio tangente a una variedad con la propia variedad, osea
TxM = M, del mismo modo para Ty,N =~ N,y podemos usar la expresién DF(x) que

simplifica la definicién natural de derivada de una funcién, asi

_ e Fx+160) - F(x)
DF(x)l¢x] = lim 5

(IL.33)

Ahora, dado una funcién diferenciable F : M — N y el campo vectorial £ sobre M
denotamos con:

DF[é] - M > TN
x = DF(x)[é]

en particular si tenemos f : R — M y el campo vectorial ¢ sobre M, escribimos
simplemte Df(£) = f€.

Las retracciones tiene otros aspectos importantes para haberlo propuesto y ser usado
para obtener los objetivos planteados en la investigacion que estamos presentando, esto
es, la retraccion R, transforma la funcién costo definida en una vecindad de x de My
también en funciones costo definido sobre el espacio vectorial 7, M, esta aseveracion es

formalizada en la siguiente definicion.

Definicion 43. Dado una funcion f de valor real sobre una variedad M f : R — M,
desde de que M estd equipada con una retraccion R, y sea f = f oR que denota la vuelta

de f através de R.
Restringiendo la definicién anterior a x € M se tiene

A

fo=foR, (I1.34)
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fx es una funcién de valor real sobre el espacio vectorial, y denota la restriccion de f al

espacio tangente 7, M

Observacion 12. Debido a la condicion de rigidez local (11.29) tenemos la identificacion
respecto la derivada, D f(0,) = Df(x) y si la variedad M estd munida con una métrica

Riemanniana, dado por el producto interno en T, M tenemos:

grad f,(0,) = grad f(x) (I1.35)

Observacion 13. En 2008, Absil sostiene que toda variedad que admite una métrica
Riemanniana también admite una retraccion definida por la aplicacion exponencial Rie-

manniana.

Seguidamente, véase como se interrelacionan tanto, geodésicas, la propia aplicacion ex-
ponencial y el transporte paralelo.
Recuerde que una geodésica y sobre una variedad M dotado con una conexion afin V es

una curva con aceleracion nula, esto es

D2
(1) =0 (I1.36)

para todo ¢ en el dominio de la curva .

Definicion 44. Para cada ¢ € Ty M existe un intervalo I alrededor de 0 y una unica

geodésica y(t,x,&) : I — M, tal que y(0) = x y y(0) = &.

La propiedad de homogeneidad y(z, x,a¢) = y(at, x,£) y la aplicacion
exp, : TheM - M
& exp& =y(Lx,§)
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llamada la aplicacién exponencial en x juegan un rol importante en este desarrollo, veamos
esos conceptos, segun (Do Carmo, 1988).
El lema siguiente, establece la homogeneidad de geodésicas, en el sentido que se puede

aumentar la velocidad de la geodésica, al disminuir su intervalo de definicién.

Lema 1. Sila geodésicay(t,q,v) esta definida en el intervalo (-9, §) entonces la geodésica

v(t,q,av) esta definida en el intervalo —g, %), cona € Rya >0,y se tiene la igualdad
siguiente:

y(t,q.av) = y(at,q.v)
Demostracion. Ver (Do Carmo, 1988). =

Proposicion 19. Dado g € M, existe un € > 0 tal que exp, : B(0) € TyM — M es un

difeormorfismo de B,(0) sobre un abierto de M

Demostracion. Ver (Do Carmo, 1988). =

La siguiente proposicion es importante en optimizacion de algoritmos sobre variedades,
en relacion a la conexidn afin, (que, como hemos visto se usan para definir geodésicas en
una variedad, de tal manera que se puede generalizar lineas rectas del espacio euclidiano)
con la aplicacion retraccién que estamos proponiendo y juega un rol importante en la
demostracion de la convergencia del método del Gradiente. Esta proposicion es tomada

de (Absil y col., 2008).

Proposicion 20. Sea M una variedad dotada con una conexion afin V. La aplicacion

exponencial sobre M inducido por V es una retraccion, llamada retraccion exponencial.

Demostracion. Puede ver el andlisis que realiza Absil, (Absil y col. (2008), 103) m.
Esta proposicion generaliza o extiende el concepto del movimiento lineal siguiendo la
direccion del vector tangente y permite de forma natural la actualizacién de la iteracion

dada en direccion de busqueda en el espacio tangente a la variedad dada.
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Finalmente, podemos decir que las retracciones permite proporcionar una alternativa
generalizada respecto al operador exponencial en el disefio de algoritmos numéricos
conservando las propiedades, claves que aseguran los resultados de convergencia; esto
debido a las dificultades computacionea en calcular el exponencial que involucra a su vez
el calculo de la solucion de una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden y ésta
a su vez, para obtener los simbolos de Cristoffel. Seguidamente planteamos el algoritmo

con retracciones.

2.3.2.3. Algoritmo con Retracciones

Entonces, de las condiciones antes vistas, tenemos el algoritmo de minimizacién de bus-
queda lineal sobre variedades. Este método involucra una aproximacion de la busqueda
lineal a través de retracciones, tomando un punto del espacio tangente 7y, M via la retrac-
cién y lo lleva o traslada a la variedad M.

Algoritmo G: Algoritmo de bisqueda lineal con retracciones

Ingrese: f: M - R,xp e M,k =0

repetir

Elegir la direccién de descenso py € Ty,

Elija la retraccién Ry, : Ty, M — M

Escoja una longitud de paso ay € R

Calcular xz+1 = Ry, (axpi)

k—k+1

Hasta que x.; alcance el minimo de f.

2.3.3. Condiciones de Optimalidad

Una candidad de fenémemos en general son estudiados a través de modelos matematicos,
En particular el modelo que representa un problema de optimizacion a estudiarse en lo

sucesivo. Para estudiar dichos modelos se hace imprescindible se garantice qué condiciones
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se tiene para la existencia y caracterizacion de minimos, con fines de plantear un algoritmo
conveniente tal que me genere una sucesion de puntos convergentes a la solucion del
problema modelo de optimizacion, se define la variedad convexa y estudiamos una clase
particular de funciones llamadas convexas y cuasi-convexas. Para ello, veamos las sguiente
definiciones.

Para el desarrollo de este Capitulo, proponemos algunas definiciones elementales, muy

necesarias para plantear la solucién un problema de optimizacion.

Definicion 45. (Minimo: global, local, estricto). Sea M una variedad riemanniana com-

pletay f : M — R una funcion.
1. x € M es un minimo global de f si, f(x) < f(x), para todo x € M.

2. X € M es un minimo local de f si, existe 6 > 0 tal que

f(¥) £ f(x), para todo x € B(X,0),

donde B(x,0) = {x € M,d(x,x) < 6}.

3. X € M es minimo local estricto si, existe § > 0 tal que f(x) < f(x), para todo

X # X, x € B(x,9).

El problema de interés sera resolver el siguiente modelo:

min f(x)
xeM

(IL.37)

que significa encontrar los minimos globale de una funcién f sobre M, y es denomi-
nado “Problema de Minimizacién", sujeta generalmente a algunas restricciones sobre su

dominio.
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2.3.3.1. Existencia de minimo global

Los siguientes resultados garantizan la existencia de minimo global de una funcién.

Definicion 46. Una funcion f : M — R es denominada semicontinua inferior en X € M,

si para toda sucesion {x*} de M convergente a % se tiene que:
liminf £(x*) > £(%).
k—o0

Si f es semicontinua inferior para todo x € M, entonces decimos que f es semicontinua

inferior en M.

El siguiente Teorema garantiza la existencia de un punto de minimo global parael problema

(11.37).

Teorema 4. (Weierstrass) Considere el problema (11.37), si f : M — R es semicontinua

inferior y M es compacto, entonces existe un punto de minimo global de f.

Demostracion. Mostraremos inicialmente que f es limitada inferiormente, esto es, existe
a € R tal que

a < f(x), para todo x € M.

Por contradiccion, supongamos que f no es limitada inferiormente, entonces existe una
sucesién {x*} ¢ M tal que

lim f(x*) = —oo. (I1.38)

k—+00

Dado que M es compacto, entonces existe una subsucesién {x*} c {x*} tal que

lim xXi

j—4oo

=X,
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por la semicontinuidad inferior de f tenemos
liminf f(x%) > (%),
Jj—o+o

lo que contradice a (I1.38), por lo tanto f es limitada inferiormente en M. De aqui existe
f*eRtal que f* =inf{f(x): x € M}. Por propiedad de infimo, existe una sucesion
{x*} ¢ M tal que

Jim FOE) = £

Por la compacidad de M, existe ¥ y {x*} c {x*} tal que lim; o x% = ¥ € M.

Nuevamente, por la semicontinuidad inferior de f
h’jnl)glf fx5) > f(3).
Como { f(x*)} converge a f*, la subsucesién { f(x*/)} converge a f* obteniendo que
7= fx),
asi, X es un punto de minimo global de fen M. =

2.3.3.2. Caracterizacion de minimo local

Presentamos ahora las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad local para el

problema (I1.37).

Teorema 5. (Condicion necesaria de primer orden). Sea f : M — R de clase C'. Si x*

es un punto de minimo local, entonces grad f(x*) = 0.

Demostracion. Tomemos v € T+ M y una curva geodésica y : R — M con condiciones

v(0) = x* y ¥’(0) = v. Definamos la aplicacién 4 : R — R tal que A(t) = f(y(z)). Como
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x* es punto de minimo local para f, entonces existe 6 > 0 tal que

h(0) = f(x) < F(¥(0)) = h(2),

para todo ¢t € (—9,09) lo que implica que en ¢ = 0 tenemos un punto de minimo local de 4.

Por la condicidn necesaria de primer orden en R se tiene
h'(0) = (grad f(x"),v) = 0.

Tomando en particular v = grad f(x*) tenemos que grad f(x*) =0. =

Teorema 6. (Condicion necesaria de segundo orden). Sea f : M — R de clase C?. Si x*

es punto de minimo local, entonces (v, H){v) >0, VveT-M.

Demostracion. Sea v € T,- M,y v : R — M una geodésica con y(0) = x*, y’(0) = v.
Definimos /4 : R — R tal que A(t) = f(y(t)). Del Teorema 5, en t = 0 tenemos un punto
de minimo local de A, entonces por la condicién necesaria de segundo orden: 4’(0) = 0,
luego h”(0) > 0.
Veamos
W (t) = (grad f(y(1),y'(1))
W(1) = & (grad f(y(1)),y' (1))
= (L(grad f(y()),y'(t)) + (grad f(y(1)), 5 (y'(1)))
= (H/, v (0.y0)
= <v,Hf;v)> = <H£v,v)> >0. =

Teorema 7. (Condicién suficiente de segundo orden). Sea f : M — R de clase C?. Si

x* € M que satisface:
a) grad f(x*) = 0.

b) Hf* definida positiva.
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Entonces, x* es un punto de minimo local estricto de f.

Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que x* no es punto de minimo local

estricto, entonces existe una subsucesién {x*} € B(x*, %) /{x*} tal que

f(x*) = (5. (I1.39)

Sea la geodésica minimal y; : [0,1] — R tal que y%(0) = x*, yx(1) = x¥, ¥.(0) = vy
d(x*.x%) = ||expx*xk|| . Definimos & : R — R tal que A(z) = (f o yx)(¢) y por el desarrollo

de Taylor de segundo orden de A en O :

RS 2 0|t
h(r) = h(0) + t1'(0) + 512h"(0) + 6(¢|),  donde, lim ——= = 0,
2 t—0 |[|
esto es,
* t2 D * 2
Fou0) = f() + 5 <Egmd fx >vk,vk> +o(lr).
Evaluandoent =1
FGR) = fx) + % <Vk,H,J:*Vk> + 0(d*(x*, x%)) (11.40)

o 0(d*(x*, x")
donde lim — = 0.

d—0 d*(x*,x*)
Definamos zF = ”5—2”, la sucesién {z"} es limitada, entonces existe una subsucesion

{z5} < {z*} tal que {z%} — Z. Substituyendo en (I1.40) k por k j» tenemos

F(xR) = f(x*) + % <vkj,H;Cf*vkj> +0(d*(x*, 1)) (IL.41)

2(+* +kj
donde 1im 2405 x7) _
d—0 dz(x*’_xkj)
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De la relacion (I1.39) y tomando limite en (I.41) cuando j — oo, obtenemos
0> (zH.z),

lo que contradice la hipétesis b) del Teorema, por tanto x* es un punto de minimo local

estricto. m

2.3.4. Resultados basicos de convexidad y cuasi-convexidad

Como puede verse en Quispe C. (2008), afirma que sobre andlisis convexo sobre varie-
dades riemannianas existen varios investigadores, uno de ellos, Rapcsdk, 1997 y Udriste,
1994, demuestran que en una variedad diferenciable con métrica induzida de R", se obtiene
caracterizaciones de primer y segundo orden para problemas de optimizacion sobre dicha
variedad. Udriste (1994) en su texto, considerd el estudio sobre una variedad riemanniana
abstracta generalizando (independientemente) la teoria de convexidad.

Respecto a la convexidad, o mejor expresado, el andlisis convexo orientado a resolver
problemas de Optimizacion matematica, se ha ido ampliando, desde entonces, como se
puede verse, por ejemplo, el trabajo de investigacion de Da Cruz Neto y col. (1998) donde,
consideran que la variedad riemanniana, tiene que ser completa y con curvatura seccional
no negativa, con estas ideas, se desarrolla y analiza basicamente la convexidad sobre una
variedad Riemanniana.

Particularmente, en esta sub subseccion se ofrece algunos resultado elementales sobre
andlisis convexo, importante para el andlisis de optimalidad de un problema de progra-
macién matemdtica, en el cual se ha usado retracciones, R, porque si se elije una buena
retraccion, y posibilita encontrar una aproximacién del mapeo exponencial que se puede
calcular a un bajo costo computacional, esto; sin afectar negativamente el comportamiento
del algoritmo de optimizacién, como se afirma en Wen, Gallivan y Absil (2015, 3), Qi,

Gallivan y Absil (2010).

94



2.3.4.1. Convexidad en una variedad riemanniana

Existen diversos puntos de vista en la geometria riemannianna para generalizar el concepto
de convexidad de R”", los mds importantes son los que presentamos en las siguientes

definiciones, siguiendo lo analizado por (Quispe C., 2008).

Definicion 47. Sea M una variedad riemanniana completa, se dice que A C M es
totalmente convexo, si para cualquier par de puntos p y q de A (no necesariamente

distintos), las geodésicas que unen dichos puntos, estan integramente contenidos en A.

Ejemplo 15. Si M = R" con la métrica identidad G(x) = I, cualquier conjunto convexo

en el sentido clasico es totalmente convexo.

Ejemplo 16. Si p € M y existe una relacion geodésica no trivial en p, es decir una
geodésica: y : [a,b] — M tal que y(a) = p = y(b) con y(t) # p para algun t € [0,1],
entonces el conjunto A = {p} no es totalmente convexo. Se deduce de esto que en general

conjuntos unitarios no son totalmente convexos.

Definicion 48. Decimos que A C M es convexo si para todo par de puntos p 'y q de A

existe una geodésica minimal que une p 'y q contenido en A.

Ejemplo 17. El propio M y los conjuntos unitarios son conjuntos convexos.

A continuacion se define una funcién convexa f, sobre una variedad Riemanniana M, la

cual estd se compone con a geodésica vy.

Definicion 49. f : M — R es llamada funcion convexa si su restriccion a cualquier
geodésica de M es una funcion convexa en R, es decir, si'y : R — M es una geodésica
entonces:

foy:R— R

es convexda.
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El siguiente teorema nos permite caracterizar las funciones convexas sobre la extension

natural del espacio euclidiano.

Teorema 8. f : M — R es convexa si, y solamente si, para todo segmento de geodésica

v : la,b] — My para cualquier A € [0, 1] se verifica

Jy((@ = Da+ b)) < (1 - ) f(y(a)) + 1f (y(b)).

Demostracion. Siendo f convexa, demostraremos que

J((A = Da+ b)) < (1 = ) f(y(a)) + 1f(y(b)) (I1.42)

Sea h : R — R tal que A(t) = f(y(t)). Paraa,b € [a,b] y A € [0,1] se tiene

h((1 = Aa + Ab) < (1 — D)h(a) + Ah(b).

De aqui se tiene (I1.42).

Reciprocamente, sea t = (1 — A)a + Ab con A € [0, 1] entonces

oy = f(y((1 - a+ b))

< fly((1 = Da) + f(y(2b)
=(1=Df(y(a) + Af(y(b))
<(A-A)foyla)+Afoy(b). m

Observacion 14. La Definicion 49 es la generalizacion natural de la definicion cldsica
de funcion convexa en M = R" con la métrica usual. En efecto, dados p y q la geodésica

v :10,1] — M, que los une es

YY) =p+Ag-p)=(1-Dp+1q.
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Luego, por aplicacion del Teorema 8 tenemos

Jy) = f(A-Dp+2q) < (1 =) f(p) + 1f(q)

J((A=Dp+2q) = f(y() = fF((1 = )(0) + A1) < (1 = D) f(y(0) + Af (¥(1))
=(1-)f(p)+1f(p).
Para @ € R, definimos el conjunto de nivel M® = {x € M; f(x) < a}.
Teorema 9. Sea la funcion f : M — R, convexa, entonces M es totalmente convexo.

Demostracion. Sea p,g € M® y la geodésica y : [a,b] — M tal que y(a) = py
y(b) = q.

Probaremos que y(t) € M®, paratodo t € [a,b].

En efecto, seat = (1 —A)a + Ab para algun A € [0, 1], como f es convexa y por el Teorema

8 se tiene

J(@®) = fly(1 = a+ab) < (1 - )f(y(a)) + 1f(y(b))
=1 -Df(p)+1f(g)
<(1-ADa+da = a.

Asi f(y(t)) < @, por tanto y(t) € M*. =

Teorema 10. Sea una funcion f tal que f : M — R, decimos que es convexa en p siy

solo si, para cualquier geodésicay : R — M con y(0) = p vale la desigualdad

f(®) = f(p) = t(grad f(p),y'(0)) (I1.43)

Demostracion. Definimos una aplicacion & : R — R tal que A(t) = f(y(¢)), donde & es
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funcién convexa en 0, desde que f es convexa en p y asi se tiene
h(t) — h(0) > th'(0),

luego

fy®) = f(p) 2 (grad f(p).y'(0)) .

Reciprocamente, si f(y(¢)) — f(p) = {grad f(p),y’(0)),esto es,
h(t) — h(0) > th'(0),

entonces /4 es convexa en 0 y por tanto f es convexaen p. m

Teorema 11. Si f : M — R es convexa, entonces todo punto critico de f es un punto

de minimo global de f .

Demostracion. Sea x € M, debido al Teorema de Hopf-Rinow consideramos una geo-
désica y : R — M tal que y(0) = x y y(b) = y, como f es convexa y del Teorema
10

fy () = f(¥(0)) = b(grad f(y(0)),7'(0)),

esto es,

fy(B) = f(x) > b(grad f(x),y'(0)).

Como grad f(x) = 0 entonces f(y) > f(x), para todo y € M. Por tanto x es punto de

minimo globalde /. =

Teorema 12. Sea f : M — R de clase C?, f es convexa si y solamente si, para todo

p € M, la Hesiana de f en p es

I
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es semidefnida positiva.

Demostracion. Seav € T,M y p € My la geodésicay : R — M tal que y(0) = py
Y'(0) =v.
Definiendo 4 : R — R tal que A(7) = f(y(t)) sabemos que /4 es convexa y de clase C2.

Del anélisis convexo cldsico, tenemos que esto es equivalente a h”(¢) > 0, se tiene

h'(1) = (grad f(y(1)),y'(1))

1'(0) = <V,H;j v> > 0.

Reciprocamente, si

<v, Hl{v> >0,

entonces f es convexo. En efecto, definiendo 7 : R — R convexa, entonces se tiene

h = foyesconvexa. m

2.3.4.2. Funciones cuasi-convexas y pseudoconvexas

Se dice que f : X — R siendo X un subconjunto convexo de un espacio vectorial es
cuasicéncava si f(ax + (1 —a)y) = min{f(x), f(»)}0<a < 1.

La funcién f es cuasi convexa si y solamente si —f es cuasicéoncava. Se sigue de la
definicion de cuasiconvexidad que f es cuasi convexa si y solamente si f(a + (1 —a)y) <
max{f(x), f(»}0<a<1.

Sea X un subconjunto convexo de R"y f : X — R.

Algunas propiedades de las funciones concavas que, se deducen por su definicién en forma
inmediata son: Se verifica la siguiente desigualdad: (X", @;x;) > 2.7, @; f(x;) es decir
el valor que toma una funcién concava en una combinacion convexa de elementos de X

mayor o igual que la combinacién convexa de los respectivos valores.
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El subgrafo § = {(x,4) € X xR : 4 < f(x)} de una funcién céncava, es convexo en
R" xR.

El epigrafo S = {(x,4) € X xR : 4 > f(x)} de una funcién convexa, es convexo en
R" x R. Una combinacién lineal no negativa, de funciones céncavas, definidas en un
conjunto convexo, es una funcion céncava. Se debe observar que estas definiciones has
sido desarrollada solamente sobre geometria euclidiana en general. Para describir estos
conceptos, primeramente se desarrollard aspectos de geometria no euclidiana, en particular

la variedad Riemannana con retraccion R

Definicion 50. Sea M una variedad riemanniana completa 'y f : M — R una funcion

real. f es llamada cuasi-convexa en M si para todo x,y € M, t € [0, 1], se cumple

Jy(0) < max{f(x), f(y)},

para toda curva geodésica vy : [0,1] — M, tal que y(0) = x y y(1) = y.

Teorema 13. Sea f : M — R una funcioén diferenciable y cuasi-convexa en una variedad

riemanniana completa My sea x,y € M. Si f(x) < f(y) entonces

(grad f(y),y'(0)) <0,

donde grad f es el gradiente de f y 7y es la curva geodésica tal que y(0) = y y y(1) = x.

Demostracion. Consideremos una curva geodésica y : [0,1] — M tal que y(0) = yy
v(1) = x. Definimos 4 : R — R tal que A(t) = f oy(t), usando la aproximacion de Taylor

de primer orden de / en t = 0 tenemos

h(t) = h(0) + th'(0) + 6(¢),
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6(t
donde lim ¥ Entonces tenemos

t—0

fy@®) = f(y(0) +1 (grad f(¥(0)),¥'(0)) + 6(] 1),

como f es cuasi-convexay f(x) < f(y) tenemos

t(grad f(y),7y'(0)),

dividiendo por ¢ y tomando limite cuando t — 0 se tiene (grad f(y),y’(0)) <0. =

Definicion 51. Una funcion diferenciable f : M — R es pseudoconvexa si, para todo par
de puntos distintos x,y € My toda curva geodésica que une x a 'y (y(0) = xyy(1) =y)

tenemos

(grad f(x),yY'(0)) >0, entonces f(y) > f(x).

Teorema 14. Sea f : M — R una funcion diferenciable y pseudoconvexa. Entonces, x*

es un minimo global de f si, solamente si, grad f(x*) = 0.

Demostracion. Sea la geodésica y : R, — M tal que y(0) = x* y definimos 4 : R - R

con h = f o y. Por el desarrollo de Taylor de primer orden de 4 en 0

h(t) = h(0) + th'(0) + 6(] £]),

6(|t
donde lim ﬁ = (, entonces tenemos:

oo ]
fy(®) = f(x7) + 1 (grad f(x"),y'(0)) + 6(| 1]).
Como x* es minimo global entonces f(x*) < f(y), en particular para y = (¢) entonces,

f) = f(x7) =t (grad f(x"),y"(0)) + 6(| 1]),

101



luego

t(grad f(x*),y'(0)) +6(|1]) > 0,

que en el limite cuando ¢ — 0, {(grad f(x*),y’(0)) > 0, finalmente tomando

¥'(0) = —grad f(x"),

se tiene grad f(x*) = 0. El reciproco es inmediato basta usar la definicién de f ser
pseudoconvexa. m

Observacion: Un concepto en relacion a la retraccion y la convexidad, segtin Wen y col.
(2015, 3), y que nos sirvi6 para el andlisis de la convergencia de nuestro problema en

estudio es la siguiente:

Definiciéon 52. Sea f : M — R, donde M es una Variedad con retraccion R, donde
f(Ry(tn)) € R, con x e M yn € Ty M. Mds aun, f se llama funcion convexa-retractiva,
con respecto a la retraccion R en el conjunto S, si para todo x € Sy todon € TyMy

7]l = 1, f es convexa para todo t tal que R, (tn) € S, T € [0,1]

Esta definicién de convexidad retractiva sobre una variedad M, incluso sobre el propio

espacio Euclidiano, generaliza el concepto cldsico de convexidad

2.4. Definiciones de términos basicos

2.4.1. Simbolos y Notaciones

Los simbolos y notaciones que aqui, presentamos han sido y se us6 de manera formal, estas
notaciones simbdlicas son las mds usadas en el contexto de las matedticas, en particular

la Optimizacion matemadtica y sus aplicaciones.

= Al conjunto de vectores, positivos incluido el cero vector, del espacio euclidiano n-

dimensional denotamos por R} = {x = (x1,x2,...,x,) € R" : x; > 0,i = 1,2,..,n}.
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El conjunto de vectores, estrictamente positivos, no incluye el cero vector, del espacio
euclidiano n-dimensional denotamos por R’} , = {x = (x1,x,...,x,) € R" : x; > 0},

i=1,2,..,n.

El producto interno de dos vestores de R? se expresa en forma general para R” de la
siguiente forma: x,y € R", (x,y) = 2.\, X;yi, llamado, producto interno euclideano

en R".

Conjunto de funciones diferenciables un nimero p veces, es escrito simbolicamente
por CP(Q) = {f : Q — R : f en un dominio abierto Q. Si p = oo, entonces C*(Q)

es el conjunto de funciones infinitamente diferenciables.

Denotamos con M : variedad diferenciable. Por ejemplo, la esfera de radio uno es

una variedad diferenciable.

La notacién usual 7, M, es el espacio tangente a una variedad diferenciable M en

el punto p.

El simbolo H, es el conjunto de campos de vectores X € T, M. que estan en el
campo tangente. Por ejemplo el campo magnético de un imén es también un campo

vectorial.

X(p), es un campo vectorial aplicado a un punto p fijo del espacio tangente. Otro
ejemplo muy conocido es el campo gravitatorio que se representa por el campo

vectorial en la Fisica newtoniana.

El simbolo V, llamado nabla, representa al objeto matemético conocido como la
conexion afin que sirve para representar o especificar la derevada covariante en
relacién a un campo de vectores H. Se entiende también como la generalizacion del

concepto de derivada parcial de una funcion.
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El gradiente grad f(x), es un simbolo que permite expresar la variacién de las
variable involucradas de una funcién respecto un valor o magnitud f. En éste caso,

es en el sentido covariante.

El H’ es denominada matriz Hessiana de f. Es una expresion que sirve para denotar

la segunda derivada parcial de f.

PPL, Es una expresion simplificada para poder hacer referencia a Problemas de

programacion lineal.

PPnL Es una expresion simplificada para poder hacer referencia a Problem de

programacion no lineal.
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CAPITULO III. HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1. Hipotesis

3.1.1. Hipdtesis general

La demostracién de la convergencia del Método del Gradiente usando retracciones mini-

miza funciones cuasi convexas sobre variedades Riemannianas

3.1.2. Hipdtesis especifica

1. Existe retracciones con métricas especificas en el Método de Gradiente que viabiliza

minimizar funciones cuasi convexas sobre variedades Riemannianas.

2. El uso de funciones cuasi convexas permite encontrar puntos candidatos a 6ptimos

por medio del Método de Gradiente sobre variedades Riemannianas

3.2. Definiciéon conceptual de variables

A continuacién describimos las variables de investigacion, esto son, simbolos a los cuales
les asignamos valores, los que se podran analizar segun la informacién que se tenga al

respecto, para esta investigacion las variables las denotamos con X e Y respectivamente

1. Variable X:

Retracciones en el Método del Gradiente para minimizar funciones cuasi convexas

2. Variable Y:

Convergencia del Método del Gradiente sobre variedades Riemannianas.
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3.3. Operacionalizacion de variables

Para la demostracion y comprobacion se hicieron los respectivos andlisis del marco tedrico

y del marco conceptual de la investigacion. En la siguiente tabla se presenta las variables

de investigacion, la interrelacion entre ellas, las dimensiones y los respectivos indicadores.

Tabla 1

Cuadro de operacionalizacion de variables

Variables

Dimensiones

Indicadores

X. Retracciones en el Méto-

do del Gradiente para minimizar

funciones cuasi convexas

Y. Convergencia del Método del
Gradiente sobre variedades Rie-
mannianas.

X;: Variedades Riemannia-
nas

Xp: Método del Gradien-
te sobre variedades Rieman-
nianas

Y1: Condiciones de optimali-
dad

Y>: Resultados de anélisis
convexo y cuasi-convexidad

- Variedades diferenciables
- Tangente a una variedad di-
ferenciable

- Métricas sobre variedades
riemannianas

- Campos vectoriales, cone-
xiones y derivadas covarian-
tes

- Geodésicas

- Campos paralelos

- Métricariemanniana y sim-
bolos de Crhristoffel

- Curvatura de una variedad
riemanniana

- Gradiente y Hessiana en
una variedad riemanniana

- Algoritmo del Gradiente

Existencia de minimo global
- Caracterizacion de minimo
- Elemento de andlisi conve-
X0

- Convergencia de funciones
cuasi convexas

- Buisqueda de Armijo gene-
ralizado

Elaboracién propia
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CAPITULO IV. DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipos y diseio de investigacion

4.1.1. Tipo

La naturaleza de esta investigacion, es de tipo pura, tedrica, o bdsica, en el dmbito de
las ciencias matemadticas, dado que el proceso de investigacion, gira en torno, al estudio,
andlisis de conocimientos respecto la teoria de optimizacién matemadtica, dado por un
conjunto de conceptos, definiciones, proposiciones, teoremas y resultados tedricos que
nos llevaron a demostrar el objetivo principal de nuestra investigacion, que, ademads, se
puede decir que, en este caso no se tuvo la necesidad de realizar una aplicacién directa
a la realidad, sino, mas bien hacer, el andlisis de los entes matematicos a ser estudiados,
cuyos resultados pueden ser usados para ser aplicados con posterioridad.

En relacion a la afirmacion anterior, algunos autores sostienen, precisamente que, este
tipo de investigacion es una investigacion bdsica, de perspectiva tedrica asi lo detalla,
Hernandez, Ferndndez y Baptista (2010), puesto que basicamento se estd ante un proceso
de sistemas de informacién dentro de otros conocimientos ya existentes y estos a su vez,
pueden estar relacionados al planteamiento del problema, debido a que los resultados
esperados se obtienen necesariamente de teorias pre-existentes a fin de expandirlos.

En esa misma linea decimos que esta investigacion tiene forma pura, afirmado por Tamayo
(2003), dado que en este tipo de investigacion se proponen leyes generales, a partir de
teorias matemadticas para todo el proceso de andlisis de la informacion recopilada.

Por otro lado, la presente investigacion, estd a su vez, enmarcado dentro de los problemas

conceptuales, tal como se indica en (Torres, 2005).
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En resumen, la investigaciéon que hemos propuesto es una investigacién principalmente
demostrativa, basado en los resultados especializados sobre teorias en torno a la optimiza-
cion matemadtica, dados en conceptos, definiciones, proposiciones, teoremas y corolarios
para la construccién de algunas demostraciones, estudiados por abstraccién con el fin
obtener y discutir otros teoremas, cuya interpretacion no es de aplicacion directa ni en la
simulaciéon computacional. Mds en particular es una investigacién propiamente demos-
trativa, basado, como se ha indicado, en teorias pre-existentes, porque busca incrementar
teorias que se relaciona entre si, para generar nuevos conocimientos, de este modo no se
ocupa de las aplicaciones précticas o directas que puedan hacer referencias los andlisis

tedricos; buscamos la deduccion de otros conocimientos;

4.1.2. Diseiio de investigacion

El conjunto de conocimientos matematicos analizados, trata de entes formales, y su rela-
cion entre ellos. Son objetos ideales o abstractos a los cuales le ha dado interpretacion,
por ejemplo, al construir el objeto: convergencia del método que minimiza funciones, y
lo relacionamos con otro objeto matematico: el objeto métrica. Esto es, tenemos datos
cuantificables luego de una interpretacion y andlisis. Entonces, a lo anterior, se ha buscado
interpretar, resumiendolo en un conjunto de conceptos, definiciones, proposiciones, lemas,
teoremas y corolarios, de cuyas expresiones formales hemos razonado deductivamente y
generalizado a su vez, en otro conjunto de conocimientos o sistemas de conocimientos. Asi,
se ha de lograr una visibilizacion del contexto real con finalidad de interpretarlos y hacer
toma de desiciones. Siguiendo el sentido anterior, hemos aplicado en esta investigacion
un disefio cuantitativo que ha permitido interrelacionar las variables de investigacion, al
estar inmersos en una investigacion no experimental. Entonces, esto permite describir y
diferenciar los objetos matemaéticos, y de los resultados de ésta investigacion, se hizo la
contrastacion de las hip6tesis, dado que la validez de los entes supuestos, depende también

de los resultados hallados.
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4.2. Método de investigacion

Respecto el método que usé en la investigacion, puedo sefalar lo siguiente: En principio el
método que se usé en esta investigacion es el hipotético-deductivo, debido a la naturaleza
propia de la investigacion, fue necesario inferir de ciertos conceptos tedricos a través de
abstracciones para analizar y sintetizar la informacion tras la recopilacion de la fuente
bibliografica, ello implic6 inducir resultados a través de amplias deducciones de ciertas

hipétesis que se propusieron en su momento.

A su vez, se aplicé diversos métodos més, como el método 16gico; muy importante debido
a que asi se pudo, plantear todo el aspecto tedrico que circunda al problema de inves-
tigacion, ello conlleva el estudio de leyes generales respecto por ejemplo la geometria
diferencial, o las condiciones alrededor de la optimizacién matematica, con este método

toda la investigacion recae en las teorias recolectadas.

También se aplicé fuertemente el método 16gico-inductivo, el cual sirvi6 para argumentar
propiamente a los distintos conceptos formales u objetos abstractos, que se transformaron
a su vez en hipétesis tedricas, las cuales se verificaron usando los conocimientos y hechos
establecidos, via la abstraccion y el razonamiento 16gico que permitié la formacién de
otras hipétesis, asi se llegd a conclusiones importantes como parte de un andlisis funda-

mentados en leyes y principios que fueron validados en su oportunidad.

Otro método usado en todo el proceso de investigacion es el método inductivo, con el que se
ha logrado amalizar teorias muy particulares, por ejemplo cuando tenemos una superficie
en R3, digamos la esfera unitaria es un caso particular de variedad riemanniana, obtenida
a partir de teorias sistematizadas y deducidas con rigurosidad cientifica y permitié obtener

conlusiones generales.
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Para complementar el proceso de investigacion, se hace énfasis respecto el método cienti-

fico de la sguiente manera:

el método cientifico se suele utilizar para mejorar o precisar teorias
previas en funcién de nuevos conocimientos, donde la complejidad del
modelo no permite formulaciones 16gicas. Por lo tanto, tiene un caracter
predominantemente intuitivo y necesita, no s6lo para ser rechazado sino
también para imponer su validez, la contrastacién de sus conclusiones.

(Behar, 2008, p. 41).

4.3. Poblacion y muestra

Debido a la naturaleza de la investigacion, el problema de investigacion no tiene magnitud
factual, podriamos afirmar que es un problema que tiene magnitud formal plasmado a través
de proposiciones, teoremas, lemas; entes, figuras estrictamente formales o abstractas de los
cuales no es posible hablar de poblacion ni muestra. Por tanto, estrictamente da la defincién
de poblacidn, el problema de investigacion carece de poblacion. En consecuencia para esta

investigacion el problema de investigacion también carece de ella.

4.4. Lugar de estudio y periodo de desarrollo

El lugar de estudio se puede decir que se realiz6 en una primera etapa, en los ambiente de
la escuela de posgrado de Economia de la Universidad Nacional del Callao.

Para la segunda parte, del desarrollo sobre el marco tedrico, conceptual, obtencion y
andlisis de los resultado, se realizé en los ambientes de la biblioteca especializada de la
Facultad de Ciencias Naturales y Matematica, también, en la Universidad Nacional del
Callao.

La compilacion de la informacién procesada, tanto en digitacion como impresion, se

realiz6 también en los ambientes de la Escuela de posgrado de Economia, por contar con
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ambientes confortables y de buena logistica, que permitié la culminacién de la redaccion
de esta investigacion.
El periodo de ejecucion que durd esta investigacion oscila entre el 2018 al 2019 aproxi-

madamente.

4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccién de la in-
formacion

Técnica para obtener informacién documental; para ello se usé fichas de investigacion
para recopilar informacion de las referencias bibliogréficas, relacionados con el problema
objeto de investigacion. En dichas fichas, se anoté los resultados mds importantes del
marco conceptual, en relacion a los indicadores del problema de investigacion.

Eso, implic6 la interpretacion, el andlisis 16gico matematico de los entes abstractos expre-
sados en definiciones, propiedades, teoremas, lemas y corolarios.

Se aplicd y en algunos casos se demostro los resultados mds importantes, luego del cual se

hizo las respectivas interpretaciones para concretar las conclusiones de la investigacion.

4.6. Analisis y procesamiento de datos

Al analizar los resultados, que concordante con la seccién 4.3, ausencia de magnitud
factual, datos estadisticos y tipo de investigacion, no se us6 ninguna estadistica. Al tratarse
de una investigacion netamente tedrica o pura, se plante6 solo el proceso del andlisis de
la informacion, mediante el recojo de conocimientos por medio de otro conocimiento,
hecho a través de distintas fichas, como son; las fichas de investigacion, de tipo textual, de
resumen, también las de registro y las fichas bibliograficas.

Entonces sobre los resultados obtenidos, se realiz6 su respectivo andlisis, posteriormente,

se sometié a discusion a fin de usar las hip6tesis planteadas en ésta investigacion.
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Entonces se puede ordenar el proceso de andlisis de la informacién del siguiente modo:

1. Enlas fichas de investigacidn, se ubica la informacion precisa y coherente, de manera

breve, del tema o tépico seleccionado.

2. Entérminos generales, dentro de los topicos o temas de investigacion seleccionamos
las definiciones, los conceptos, teoremas y propiedades tedricas mds importantes que
constituyen las organizaciones matemadticas, estos son los indicadores involucrados

en la investigacion.

3. Estas organizaciones matematicas o entes abstractos, llevaron a mostrar las hipétesis
de la investigacion, y fueron usados como fuente de informacién de tal manera que
permitié comparar teoremas o resultados parciales con los finales, y sirvié para

deducir las demostraciones, estrictamente analizadas y verificadas.
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CAPITULO V. RESULTADOS

5.1. Resultados descriptivos

En esta seccion se buscé responder a las hipétesis planteadas en esta investigacion; en cuyo
caso, requerimos del anélisis de los algoritmos de busqueda lineal, el método del Gradiente
y las retracciones sobre variedades riemannianas; como principales indicadores para la
obtencion de los resultados, principalmente en el teorema que refleja la convergencia del
algoritmo a través de sucesiones {x;} que, tedricamete genera.

Para aplicar los indicadores, en particular el algoritmo del Gradiente expresado en la
dimension de la variedad Riemanniana, existen diferentes maneras de escoger el pardmetro
tr generando consecuentemente diversos submétodos los cuales, para su uso, dependera
exclusivamente de su performance computacional.

A seguir, se describié en primer lugar las reglas de busqueda lineal mds conocidas, o
prodemos decir; los mas clasicos, que han usado anteriormente como parte del algoritmo

del Gradiente.

Algoritmo A: Gradiente con bisqueda exacta
1. Dado x*, calcule el grad f(x*) sobre el plano tangente 7« M.

2. Determine la geodésica y(f), t+ > 0, de M que verifique ¥(0) = x* y y’(0) =

—grad f(x%).

3. Minimize f(y(¢)), t > 0, obteniendo #; y defina

= y(e).
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Algoritmo B: Gradiente con Regla de Armijo

1. Dado x*, calcule el grad f(x*)en T i M.

2. Determine la geodésica y(f), t > 0, de M que verifique ¥(0) = x* y y/(0) =
—grad f(x*).
3. Hacer:

Iy = 2_ik,

donde iy es el menor entero positivo tal que:
2
Fly(t) < f(x*) — aty || grad (5|

1
ya € (0, i)
Para proponer el algoritmo C usamos la siguiente definicion.

Definicion 53. Unafuncon f : M — Resllamada gradiente Lipschitziana con constante
I si para todo p,qg € My vy : [0,a] — M la geodésica con y(0) = py y(a) = q se

verifica

lgrad f(y(@)) = Pywgrad f(p)|| < TL(),

para todo t € [0,a], donde P, es el transporte paralelo de y(0) = p a y(t).
Algoritmo C: Gradiente con Pasos fijos

1. Dado x* calcule el grad f(x*) en T4 M.

2. Determine la geodésica y(), tr > 0, de M que verifique y(0) = x* y y(0) =

—grad f(xk)

3. Dados 61 > 0y 6> > O tales que,

o'+, > 1,
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donde I’ es la constante de Lipschitz asociada al campo gradiente de f, escoger
2
i € (61, (1 = 62)).

En seguida se muestra las deducciones alcanzadas para mostrar las hipétesis, en la siguiente
seccion detallamos los resultados.

Y mads adelante se decribird la busqueda generalizada de Armijo con retracciones.

5.2. Resultados inferenciales

Luego de realizar el andlisis, de un conjunto de teorias, enunciados, teoremas, lemas, y
corolarios, existentes en torno al problema de investigacion, y se logré inferir en relacion
a la naturaleza de la investigacion, las hipétesis planteadas. Para ello, fue necesario hacer
algunos analogias que sirvi6 para plantear los teoremas que garantizan la convergencia del
algoritmo, usando retracciones; se usé y demostro las hipétesis (por ejemplo las hipétesis
Aly A2) en torno del problema de investigacion.

En la siguiente subsubseccion puntualizamos al respecto.

5.2.1. Estudio de la convergencia del método del gradiente

Para el estudio sobre la convergencia del algortimo que es otro indicador, esto es el
modelo que se planteé en la descripcion de la realidad problemaética. Es decir, el, interés

fué resolver el siguiente problema de optimizacion:
min f(x
(p) min f(x)

donde M es una variedad riemanniana conexa, completa de dimensién finitay f : M — R

es una funcién continuamente diferenciable y cuasi-convexa.
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La siguiente hipdtesis permitié establecer la convergencia a través de la generacién de

sucesiones convergente en un conjunto no vacio U.

Hipdtesis A1.
El conjunto de puntos 6ptimos globales del problema (p), denotado por X*, es no vacio.

Denotamos el valor éptimo de (p) por f*. Ahora, definamos el siguiente conjunto
U:={xeM: f(x)< ﬁ;ff(xk)}.

Antes de proseguir con el andlisis de la convergencia del algortimo del gradiente, fue
necesario introducir una definicion importante en la investigacion, la sucesion cuasi Fejér,
y algunos resultados desarrollado por Burachik y col. (1996), definido sobre un espacio

métrico.

Definicion 54. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Una sucesion {yi},k > 0, de X
es cuasi-Fejér convergente al conjunto U C X, si para cada u € U existe una sucesion
+00
{€} € R tal que €, > 0, Z e < ooy d* (Y u) < d’(y*,u) + e, para todo k.
k=0

El siguiente resultado que estudiamos, se puede ver como se involucra al indicador métrica

indirectamente.

Teorema 15. En un espacio métrico completo (X, d), si {y*} es cuasi-Fejér convergente
para un conjunto U C X, entonces y* es limitada. Si ademds, un punto de acumulacion y

de {y*} pertence a U. Entonces {y*} converge y

Demostracion. Ver (Burachik y col., 1996, p. 6).
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Entonces estudiemos los siguiente conceptos en torno a la sucesion Quasi-Fejér conver-

gente.

Definicion 55. Let X un espacio métricoy 0 < p < oo. La sucesion (x,) en X is p-Quasi-
Fejér convergente a Q C X Si para cada x* € Q, existe una sucesion no negativa (p,,) tal

que d(x*,x,)P < d(x*, xp—1)P + pp, n=1,2,....

El siguiente Lema es un resultado de gran interés el cual serd usado para probar que la

sucesion, generada por el método de maximo descenso es cuasi-Fejér convergente a U.

Lema 2. Sea f : M — R una funcién continuamente diferenciable y cuasi-convexa en
una variedad riemanniana conexa, completa y de dimension finita con curvatura seccional

no negativa, entonces
2(  k+1 20k 2 k
d*(x"", x) < d°(x%,x) + tillgrad f(x)]],

para todo x € U y todo t; > 0.

Demostracion. Tomemos el conjunto U tal que, x € U arbitrdrio. Sea también y; :

[0,;] — M la geodésica minimal que une x* y x con y(0) = xX, [|y’O)]| = 1y

¥2 : [0,1] — M una geodésica que une x* y x**1 esto es y2(0) = x*, yo(1) = x**!

con y5(0) = —frgrad f (x%). Por propiedad de homogeneidad de las geodésicas, y> es
reparametrizada tal que

2 [0,1llgrad ()] = M,

tal que y»(tx||grad f(x*)||) = x**! y ahora tenemos

5] = 1.
Del Teorema 3 tenemos:

d(xk+1,X)2 < d(xk,x)2 + tlzllgrad f(_xk)||2 + 2tkd(xk,X) <g’”ad f(xk)’Y;(0)> :
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Como f es cuasi-convexay f(x) < f(x*), del Teorema 13 obtenemos que

(grad f(x*),}(0)) < 0.

Usando este resultado en la desigualdad anterior obtenemos el resultado deseado. =
Para la demostracion de la convergencia del método del Grediente es necesario tomar
el algoritmo generalizado de Kiwiel y Murty (1996, 1) y el (algoritmo G que estamos
proponiendo para generalizar el algoritmo de Armijo involucrado con la llamada retraccion
R que se propuso en (I1.26).

Veamos alguna reseia sobre la propuesta de Armijo que publica en un articulo.

El algoritmo de Armijo generalizado. En 1966, Armijo, publicé el articulo titulado:
“Minimization of functions having lipschitz continuous firts partial derivatives", en di-
cho articulo, demuestra la convergencia del método del Gradiente, a partir de entonces
sus resultados son utilizados convenientemente en la bisqueda de mejoras o extensiones
tedricas computacionales. Para el objetivo, se ha estudiado el desarrollado el método del

Gradiente, sobre variedades riemannianas utilizando regla de Armijo generalizado.

Enfatizar también que los resultados de Armijo, fueron generalizados a convergencia glo-
bal para el caso cuasi-convexo sobre variedades Riemannianas, partir del trabajo realizado
por Kiwiel y Murty en (1996) que, hasta ese afio, se habia modelado sobre espacio Eu-
clidiano, y los que a su vez fueron generalizados para condicion convexo por (Burachik

y col., 1996) y (Cruz Neto & Oliveira, 1995), también sobre espacio Euclidiano
Ahora, la regla de Armijo con retraccién (Regla de Armijo-R):
= argmix(r : f (R (=tm f(*) < f(65) = arlle FGOIPY (V)
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dondet =27,i =0,1,...ya € (0, 1).

Entonces, el método del gradiente via la regla de Armijo-R, genera una sucesion de puntos

{x¥} dados por (I1.27)-(I1.28) donde se satisfacen las siguientes hiptesis:

Hipétesis A2.

Sea ¢ : R, — R, una funcion tal que:

A2.1 Existe @ € (0,1),7, > 0, tal que, para todo r € (0,7,] : ¢(¢) < at,

A2.2 Existe > 0, g € (0, +00], tal que, para todo ¢ € (0,75) N R: ¢(r) > B2,
A2.3 Para todo k, f(x**1) < f(x*) — ()l |me F(XR)|? y O < t < 75 en (11.28),

A2.4 Existe y > 1,7, > 0, tal que, para todo k : tx > 7, 0

[ existe 7 € [tx, yte] : f(Ruk(=Fem F(XF)) = F(XK) = @) Ime £(xF)I1?] -

Observacion 15. Obsérvese que la hipotesis A2 es satisfecha por la regla de Armijo para

los mismos valores: ¢(t) = at,B=a,y =2y1, =13=71, = 1.

Observacion 16. Vemos que la hipdtesis A2 tambiém es satisfecha por el método del
gradiente con pasos fijos, incluida en Burachik y col. (1996), dicha hipotesis se generalizo
para variedades riemannianas en (Da Cruz Neto y col., 1998). Esto es, en las referencias
estudiadas, la regla para obtener ty se calcula de la siguiente manera:

Dados 61y 6, tal que 611" + 62 < 1, donde T es la constante de Lipschitz asociada al
grad f, elegimos

tr € ((51,%(1 - 52)) .

, .o . _ 2 _ _TI¢ _ _
Aqui, se toma los siguientes pardametros ¢(t) = Bt*, con B = 2(T?52)’ T, = 01, Tg =

2/T)(1 = 62), @ € (0,1) arbitrario y T, = a/B, que nos permite garantizar la hipotesis

A2.
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Asi, se tiene la siguiente proposicion que garantiza la convergencia en el que se usa una

sucesion del tipo cuasi-Fejér.

Proposicion 21. Sea f : M — R una funcion continuamente diferenciable y cuasi-
convexa. Suponga que las hipétesis Al y A2 son satisfechas. Entonces la sucesion {x*}
generada por el método del gradiente con regla de Armijo generalizada es cuasi-Fejér

convergente a U.

Demostracion. Ver (Quispe C., 2008, p. 63) m.

Finalmente mostramos el siguiente teorema, el cual conserva hasta cierto punto, las hip6-
tesis de los resultados principales de Quispe C. (2008), salvo las condiciones impuestas
sobre el método del gradiente, via la regla de Armijo-R y es la diferencia resaltante como
un ligero aporte tedrico a las investigaciones méas proximas relacionadas.

Observe también que, en este teorema se involucra al indicador, funciones cuasi-convexas,
junto a los otros indicadores como son los métodos de busqueda lineal. Entonces se ha
planteado el siguiente teorema, que permite encontrar puntos criticos para la minimizacion

de funciones cuasi-convexas usando retracciones.

Teorema 16. Sea f : M — R una funcion continuamente diferenciable y cuasi-convexa.
Suponga que las hipétesis Al y A2 son satisfechas. Entonces la sucesion {x*} generada
por el método del gradiente con regla de Armijo-R, converge para un punto estaciondrio

(un punto x tal que grad f(x) = 0).

Demostracion. Como ya se tiene la garantia de la convergencia de la sucesion cuasi.Fejér,
visto en la Proposicién 21; esto es, {x} es cuasi-Fejér convergente en U, por tanto se
puede decir que la sucesién {x*} es limitado gracias al Teorema 15, esto implica que
existen puntos X y una subsucesién {x%} de la sucesién {x*} que converge a ¥. Entonces,
de la continuidad de f se tiene que, lim f(x%) = f(%).

j—+oo
También, la sucesién {f(x¥)} es una sucesién no creciente, esto, tomando el resultado

de la Proposicion (21), ecuacién (4.4) de (Quispe C., 2008), con una subsucesién que
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converge para f(X), y asi, se tiene esta relacion,
(%) < f(x%), para todo k € N.

Asi, se puede afirmar que, efectivamente X € U. Ahora, del Teorema 15, puede verse que
{x*} converge para X. Ahora se debe ver que grad f(X) = 0. Esto es por contradiccién,
véase; supdgase que grad f(x) # 0.

Y se tiene que grad f(x*) — grad f(x) £ 0y si f(x¥) = f(X). se cumple que

lim # =0. V.2)

k—+o0

Ahora, se considera las hipotesis A2,4 y A2,1, y para un k suficientemente grande,

SR (=T f(x*) = F(*) 2 —adillne £, (V.3)

Luego en aplicacidn, del teorema del valor medio, para cada k, existe tZ € [0,7;] tal que

— (i fR (=g £, Pyoemie F(X) = —allme f(M)I1%,

y recuerde que, Py, 01 es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica y; tal que

ye(0) = x¥y Y. (0) = = f (x%). Ahora, (V.2) y A2,4 implican que

lim 7, =0
kbo
y haciendo tender k — +oc0 en la igualdad anterior y tomando en cuenta la continuidad de
grad f, R y el transporte paralelo, tenemos que 1 < @, esto contradice A2,1, puesto que
a € (0,1). Eso implicaque 5 f(¥) =0. =
Ahora, de la aplicacién de la metodologia propuesta:

De manera particular, se considera la variedad riemanniana M como (R’,, X _2), y el
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siguiente problema de investigacion:
min{f(x): x > 0}

donde f : R" — R es una funcion diferenciable.
La variedad considerada es completa finita dimensional y con curvatura seccional nula.

Hacemos los siguientes calculos:

El gradiente de 77 f es X2V f(x).
kAI0) gk)lk)

La iteracion del método del gradiente es: x{‘“ = xl.kﬂ (—xl

La distancia riemanniana entre los puntos xk y xk+l eg

1
n x.k+1 2]
d(xk,xk+1): Z[ln( lk )]
X

i=1
Otras variedades que se pueden usar son:

1. (R%,G(x)), donde

1+e*1 —en

G(x) =
—eM 1
2. (R*,G(x)), donde
10 0 0
01 0 0
G(x) =
0 0 1+4x3 —2x3
0 0 -2x; 1
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CAPITULO VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracion de la hipotesis con los
resultados

Debido a la naturaleza de la investigacion, del campo de las matematicas, las pruebas
desarrolladas para la contrastacion de las hipétesis se remiten a analizar los aspectos
tedricos en torno a las definiciones, teoremas, corolarios, incluyendo lemas, de los cuales
se fueron deduciendo el resultado principal de nuestro trabajo, los que fueron detallados

€n su momento.

1. Seguidamente se realiza la discusion de los resultado obtenidos en relacion a los
fundamentos tedricos abordados alrededor del marco tedrico, el planteamiento del
problema y en particular de las hip6tesis planteadas. Al respecto, y como se puede
ver en la seccion 3.1, la hipétesis dice: La demostracion de la convergencia del
método del Gradiente usando retracciones minimiza funciones cuasi-convexas sobre

variedades Riemannianas.

2. Del teorema (16) que fué demostrado, vea pp. 94-95, se concluye que, con el
método del Gradiente, se puede alcanzar un punto 6ptimo, candidato a solucién del
problema; esto, s6lo es posible a través de la convergencia del método para cuando
la funcién objetivo es cuasi-convexas. Note que, en el proceso de demostracion del
teorema y de sus hipétesis, se considerd el método de gradiente con bisqueda lineal

de Armijo generalizado, Armijo-R, es decir con el algoritmo G.

Respecto a la hipdtesis: Existe retracciones con métricas especificas en el Método
de Gradiente que viabiliza minimizar funciones cuasi convexas sobre variedades

Riemannianas. En este caso, mencionar por ejemplo, las métricas propuestas en
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G(x), segtn se puede ver en la pagina, p. 95, por tanto, se cumple con la prueba de

ésta hipotesis.

Para la segunda hipdtesis de investigacion: El uso de funciones cuasi convexas
permite encontrar 6ptimos por medio del Método de Gradiente sobre variedades
Riemanniana. En cuanto a ésta hipétesis, se sobrentiende o infiere que, las funciones
cuasi-convexas han sido usadas para presentar la convergencia de la metodologia
que resuelve al menos teéricamente hablando el problema de optimizacién sobre

variedades, esto se vi6 en el programa de demostracion de la hipétesis general.

3. En el proceso de demostracion se introdujo la llamada Retraccion (R), ésta resulta
ser, una extension de aplicaciones por medio de geodésicas para la cual se usa
métricas especificas, como es el caso de la métrica dado en (Quispe C., 2008, p.

22.).

6.2. Contrastacion de resultados con otros estudios simi-
lares

Otros estudios similares se encuentra en el articulo de Absil y col. (2008), ellos demues-
tran un resultado que se ha usado como referente con respecto a la propuesta de esta
investigacion, que ya se tiene analizado, es decir, los mencionados autores, demuestraron
la convergencia del método, usando funcién costo, cualquiera. Véase el siguiente teorema

que propone Absil:

Teorema 17. Sea {x;} una sucesion infinita de iteraciones generada por el
algoritmo 1 (véase p. 63). Entonces todo punto de acumulacion {x;} es punto
critico de la funcion costo f. (Absil y col., 2008, p. 65)

Como se puede ver, en la hipétesis del teorema 17, no se imponen condiciones sobre
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la funcion costo, a diferencia del teorema 16 de nuestra investigacion, la funcién costo,

debe ser cuasi-convexa, ademds usamos busqueda de Armijo-R, para hallar el pardmetro 7.

Otro resultado es el siguiente corolario:

Corolario 3. Sea {x;} una sucesion infinita de sucesiones generada

por el algoritmo 1. Supongase que el conjunto de nivel L = {x € M :

f(x) < f(x0)} es compacto. Entonces kEl:il—loo llgrad f(xx)|| = 0. (Absil

y col., 2008, p. 66.)
El resultado de convergencia del Corolario 3 de Absil y col. (2008), es para una busque-
da lineal, segiin se determine el algoritmo que requiera implementar, estd desarrollado,
siguiendo el andlisis y teoria cldsica del espacio euclideano R", logrando un resultado
bastante general.
Cabe indicar que tanto en Quispe Cardenas y col. (2007, 1) que a su vez, es un articulo co-
mo resultado de la tesis de Quispe C. (2008), se demuestra convergencia local del método
del gradiente, para el cual se usa sucesiones, que son aproximaciones generadas a través

de aplicaciones exponenciales.

Se puede complementar respecto de Absil y col. (2008) que, proponen algoritmos global-
mente convergentes, para problemas de optimizacion con y sin restricciones, en variedades

riemannianas, no usa funciones cuasi-convexas.

Otros estudios similares se puede ver también en el propio Absil y Malick (2012), con la
diferencia que el autor usa alguntos tipos particulares de retraccién y presentan a su vez
modelamientos computacionales.

Wen (2013), estudia y presenta una serie de algoritmos con aplicaciones computacionales

sobre la teoria de optimizacion sobre variedades riemanniana.
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Finalmente en la tesis de Cruzado Quispe (2014), realizan un andlisis de convergencia
del método del Gradiente, implementa computacionalmente algunos algoritmos, el autor

aplica retracciones, pero no usa funciones cuasi-convexas.

6.3. Responsabilidad ética

En cuanto a la responsabilidad ética del desarrollo de esta investigacion, se ha tenido muy
en cuenta el cumplimiento del cddigo de ética y deontologia y, segin disposicion Ley nro.
25239 de creacién del Colegio de Matematicos del Ped. Con prudencia, se ha respetado
las teorias, conceptos, lemas, definiciones y otros resultados, y puntos de vistas propuestos
de los autores de las referencias bibliograficas que han sido usados durante todo el proceso

de investigacion.
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CAPITULO VII. CONCLUSIONES

. En el proceso de investigacion, andlisis, realizado, se mostré que efectivamente, se
pudo obtener los puntos candidatos a 6ptimos de funciones cuasi-convexas. Esto es,

con el algoritmo via retracciones se alcanza dicha convergencia a punto critico.
. Las condiciones que se utiliz6é para mostrar la convergencia del algoritmo fueron:

= Considerar al conjunto de soluciones U como vacio, U #
» [a funcién costo, es cuasi-convexa.

» La variedad riemanniana debe ser (M, g) > 0, con métrica g.

. El método del Gradiente es un método clasico, uno de los mas conocido en el
contexto de la Optimizacion Matemadtica, por ofrecer ventajas tedricas que permite

la generalizacién de modelos en problemas de hallar mdximos y/o minimos.

. Usando las propiedades de geometria riemanniana, sobre el cual se ha planteado
el problema de minimizacion, se puede generalizar el método del Gradiente con

k+1' = R(Axny) y aqui se usa funciones cuasi-convexas, asf, nos

retracciones como x
permitimos tener una expresion extendida en relacion al modelo en estudio, donde
el método del Gradiente genera sucesiones sobre los cuales se defini6 la aplicacion

exponencial.

. Al usar retracciones con alguna métrica especifica, vemos que encontramos, que el
método del Gradiente hace viable la generacion de sucesiones convergentes para
minimizar funciones de caracteristica cuasi-convexa, también para puntos que sean

candidato a 6ptimo.

. Mediante la convergencia del método se ha establecido un punto critico candidato

al 6ptimo para una funcién cuasi-convexa, esto fue posible, gracias a las fuertes
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propiedades sobre las funciones que se transformaron en funciones cuasi-convexas
a través del cambio de métrica, dado que nos encontramos sobre una variedad

Riemanniana.
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CAPITULO VIII. RECOMENDACIONES

. Larecomendacion principal sobre los resultados de nuestra investigacion es, respecto
a otras expresiones particulares que puedan ser finidas para las retracciones, y tienen
que ser distintas de las que se encuentran en la literatura, asi como lo plantea (Absil

& Malick, 2012).

. Realizar el andlisis para geometria Riemanniana con curvatura no positiva en el que

se puedan aprovechar propiedades intrinsecas de la geometria.

. Implementar computacionalmente los resultados obtenidos a fin de comparar con

otros métodos.

. Se recomienda extender el procedimiento realizado con otros métodos computacio-
nales de optimizacion como son: Newton, Cuasi-Newton, Gradiente conjugado, para
resolver el problema de optimizacién con funcidn cuasi-convexa, usando retraccio-

nes.

. Aplicar el método presentado en la solucién de problemas matriciales, esto es,
problemas de optimizacion donde las variables son matrices, estos, lo encontramos

generalmente en modelos de reconstruccion de imagenes.

. Aplicar el procedimiento por ejemplo, a la variedad de Hadamard, siendo ésta, una
variedad riemaniana completa, es simplemente conexa y de curvatura seccional

estrictamente negativa.
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ANEXOS

Tabla 2

Matriz de consistencia

Problema Objetivos Hipotesis Metodologia Poblacion
Problema  general Objetivo General  Hipdesis General  Nivel El problema pre-
(Como  obtener la  Demostrar la conver- La demostracion de la  Es una investi-  sentado no tiene
convergencia del  gencia del Método  convergencia del Método  gacion demostrativa

Meétodo del Gradiente

del Gradiente usando

del Gradiente usando

o de comprobacion

magnitud factual,

es un problema

usando  retracciones  retracciones para  retracciones  minimiza  de hipotesis. . .
. L . . . que tiene magni-
para minimizar fun- — minimizar funciones  funciones cuasi conve-
. . . . tud formal plas-
ciones cuasi convexas  cuasi convexas  xas sobre variedades :
sobre variedades ~ sobre variedades ~ Riemannianas. mado por el gra-
Riemannianas? Riemannianas. Ti do de dificultad
ipo
. que tiene la natu-
Es estrictamen-
. . JZ ropi
te una investi- aleza propia del
Problema especifi- Objetivos Especii- Hipéesis Especifi-  gacion bdsica. ~ Problema para su
co cos ca investigacion, por
1. ;jElusode retraccio- 1. Usar retracciones 1. Existe retracciones tanto carece de
nes con métricas espe-  con métricas especi- con  métricas  espe- poblacién  mues-
cificas en el Método de cas en el Método de  cificas en el Método L.
& ) o f ) o . Disefio de la tral
Gradiente viabiliza la  Gradiente viabiliza la  de Gradiente que ..
L L Lo L investigacion
minimizacion de fun-  minimizacion de fun-  viabiliza minimizar L .
. . ) ) . . Diseno no experimen-
ciones cuasi convexas  ciones cuasi convexas  funciones cuasi L
. . . . tal, cuantitativa
sobre variedades Rie-  sobre variedades ~ convexas sobre varieda-
mannianas?. Riemannianas. des Riemannianas.

2. Usar funciones

2.¢Las funciones  cuasi convexas 2. El uso de funcio-
cuasi-convexas permile  €RCORITAr  pes  cuasi  convexas
permiten  encontrar  puntos candidatos a  permite encontrar
puntos cadidatos a  éptimos por medio del puntos  candidatos a

optimos por medio del

Método del Gradiente

optimos por medio del

Método de Gradiente  sobre variedades  pMstodo de Gradiente
sobre variedades  Riemannianas sobre variedades
Riemannianas?. Riemannianas.
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Variables

Dimensiones

Indicadores

X. Retracciones en el Méto-

do del Gradiente para minimizar

funciones cuasi convexas

Y. Convergencia del Método del
Gradiente sobre variedades Rie-
mannianas.

Xi: Variedades Riemannia-
nas

Xo: Método del Gradien-
te sobre variedades Rieman-
nianas

Y1: Condiciones de optimali-
dad

- Variedades diferenciables
- Tangente a una variedad di-
ferenciable

- Métricas sobre variedades
riemannianas

- Campos vectoriales, cone-
xiones y derivadas covarian-
tes

- Geodésicas

- Campos paralelos

- Métrica riemannianay sim-
bolos de Crhristoffel

- Curvatura de una variedad
riemanniana

- Gradiente y Hessiana en
una variedad riemanniana

- Algoritmo del Gradiente

- Existencia de minimo glo-
bal

- Caracterizacion de minimo
- Elemento de andalisi conve-
X0

Y>: Resultados de andlisis
convexo y cuasi-convexidad

- Convergencia de funciones
cuasi convexas

- Buisqueda de Armijo gene-
ralizado

Elaboracion propia
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