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DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA-DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DEL CALLAQ:

Visto la solicitud recibida et 06 de setiembre 2019 (Expediente N° 910-2018-FCNM) por cuyo intermedio el
Bachiller en Matematica CORDOVA FUENTES, Joel José, solicita designacién de Jurado Evaluador, profesor
asesor y, aprobacién de su proyecto de investigacion, con el fin de titularse por la modalidad de tesis sin ciclo
de tesis.

CONSIDERANDO:

Que, el Reglamento de Grados y Titulos de la Universidad Nacional del Callao vigente, aprobado por Resolucion
N° 245-2018-CU, de fecha 30 de octubre 2018, en su articulo 73° establece los requisitos y procedimientos para
la titulacion profesional mediante la modalidad de presentacion y sustentacion individual de una tesis;

Que, mediante los Articulos 25° y 26° del Capitulo 1 JURADOS PARA LA OBTENCION DEL GRADO ACADEMICO
DE BACHILLER, TITULO PROFESIONAL, TITULO DE SEGUNDA PROFESION O TITULO DE SEGUNDA ESPECIALIDAD
PROFESIONAL del acotado Reglamento, establecen que el Jurado Evaluador es propuesto por el Comité Directivo
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o DE y debe estar integrado por tres (03) docentes titulares y un (01) docente suplente; el presidente, es el
docente ordinario de mayor categoria y antigliedad entre los miembros propuestos; el secretario y vocal son
designados en orden de prelacién decreciente; el profesor asesor elegido por el alumno siendo en este caso el
profesor Mg. MORENO VEGA, Dionicio Orlando;

Que, en efecto, corrido el tramite de la solicitud del recurrente, el Director de la Unidad de Investigacion de la
Facultad de Ciencias Naturales y Matemética, mediante Oficio N°® 056-2019-Ul-FCNM recibido et 15 de mayo
2019, comunica que el Proyecto de Investigacién del graduando ha sido evaluado por el Comité Directivo de la
Unidad de Investigacion, consecuentemente se encuentra 6ptimo en cuanto a los requisitos sefialados por las
directivas vigentes proponiendo, al mismo tiempo, el Jurado Evaluador del Proyecto de Investigacion titulado:
"CONVERGENCIA DE LA SOLUCION DE NAVIER-STOKES A LA SOLUCION DE EULER";

Estando a lo glosado; con cargo a dar cuenta al correspondiente Organo de Gobierno de la Facultad de Ciencias
Naturales y Matemética y, en uso de las atribuciones que le confiere los Arts. 187° y 189° del Estatuto de la
Universidad y al numeral; 70.2 del Art. 70° de la Ley Universitaria, Ley N° 30220;

RESUELVE:

1° DESIGNAR el Jurado Evaluador del Proyecto de Investigacién para obtener el titulo profesional de Licenciado
en Matemética por la modalidad de tesis sin ciclo de tesis, titulado “CONVERGENCIA DE LA SOLUCION DE
NAVIER ~STOKES A LA SOLUCION DE EULER”; presentado por el Bachiller CORDOVA FUENTES, Joel José,
Jurado que esta integrado por los siguientes profesores:

Mg. SOTELO PEJERREY, Alfredo . Presidente
Lic. AVILA CELIS, César Augusto : Vocal
Mg. LAZARO CARRION, Moisés Simén : Secretario

2° RECOMENDAR, que dicho Jurado debe remitir su dictamen colegiado al Decano de la Facultad, dentro del
plazo maximo de quince (15) dias calendarios, contados a partir de la fecha de recepcion del expediente y de
la presente Resolucion, de acuerdo con las normas reglamentarias vigentes sobre la materia.

3° Transcribir la presente Resolucién al Jurado Evaluador, profesor asesor, Escuela Profesional y Departamento
Académico de Matematica, Comision de Grados y Titulos, Unidad de Investigacion e interesado, para
conocimiento y fines.

Registrese, comuniquese y archivese.
Fdo. Mg. ROEL MARIO VIDAL GUZMAN.-Decano de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de la
Universidad Nacional del Callao.-Sello.-
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RESUMEN

CONVERGENCIA DE LA SOLUCION DE NAVIER-STOKES A LA SOLUCION DE
EULER

Joel José Cérdova Fuentes
Diciembre - 2019

Asesor: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

Titulo Obtenido: Licenciado en Matematica

Sea v” una solucién de la ecuacién de Navier-Stokes con viscosidad v en un dominio
abierto Q en R d > 2, y considere v° la solucién de la ecuacién de Euler en 2. En 1983
Tosio Kato prob6 que para soluciones regulares, v¥ — v° en L>([0,T]; L?(Q2)) cuando
v — 0 si y solamente si v||Vo”||% — 0, cuando v — 0, donde X = L?([0,T] x T,,), siendo
I'., una capa de espesor, cv, cerca de la frontera. Mostraremos que las condiciones de
Kato es equivalente a v||w(v”)[|% — 0 cuando v — 0, donde w(v”) es la vorticidad de v”,
y también equivalente a v~!|v”||% — 0 cuando v — 0.

Para ello, primero deduciremos ambas ecuaciones, luego garantizaremos la existencia y
unicidad de dichas soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes y de Euler. Finalmente,
al demostrar dichas equivalencias estariamos analizando la convergencia de la solucién de
la ecuacién de Navier-Stokes hacia la solucién de la ecuacion de Euler.

Palabras Claves: Ecuacion de Navier-Stokes y ecuacion de Euler.



ABSTRACT

CONVERGENCE OF THE NAVIER-STOKES SOLUTION’S TO THE EULER
SOLUTION’S

Joel José Cordova Fuentes

December - 2019

Adviser: Mg. Dionicio Orlando Moreno Vega

Degree obtained: Licentiate in Mathematics

Let v” be a solution to the Navier-Stokes equations with viscosity v in a bounded domain
Qin RY, d > 2, and let v° be the solution to the Euler equations in . In 1983 Tosio Kato
showed that for sufficiently regular solutions, v — v° in L>([0,T]; L*(2)) as v — 0 if and
only if v[|Vv”||% — 0 as v — 0, where X = L*([0,T] x '), [, being a layer of thickness
cv near the boundary. We show that Kato’s condition is equivalent to v||w(v”)[|% — 0 as
v — 0, where w(v”) is the vorticity (curl) of v”, and is also equivalent to v~ *|[v”||3% — 0
as v — 0.

For this, first we will deduce both equations, then we will guarantee the existence and
uniqueness of these solutions of the Navier-Stokes and Euler equation’s. Finally, by de-
monstrating these equivalences we would be analyzing the convergence of the solution of
the Navier-Stokes equation’s to the solution of the Euler equation’s.

Key Words: Navier-Stokes equation’s and Euler equation’s.



INTRODUCCION

La pregunta acerca de: si las solucion de la ecuaciéon de Navier-Stokes converge a la so-
lucién de la ecuacién de Euler cuando la viscosidad tiende a cero, llamado desvanecimiento
de la viscosidad, sobre un dominio con frontera es un problema abierto en la mecanica
de fluidos en las matematicas. Las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de sus limites estd dado por Tosio Kato en [8], con condiciones de extensién dado por
Temam y Wang en [17] y Wang en [18], probablemente representan lo mas cercano que
alguien ha llegado a resolver esta interrogante.

La condicién clave de Kato requiere que la norma L? del gradiente de la velocidad en una
capa limite de ancho proporcional a la viscosidad, no explote demasiado rapido a medida
que la viscosidad desaparezca (condicién (iii) en el teorema 8). Temam y Wang en [17] y
[18] muestran que, incrementando ligeramente el tamanio de la capa limite, solo se necesita
considerar las derivadas tangenciales de las componentes tangenciales de la velocidad o
las derivadas tangenciales de los componentes normales de la velocidad.

Dejamos el tamano de la capa limite de Kato sin cambios y mostramos que el gradiente de
la velocidad puede ser reemplazado por la vorticidad en la condicién de Kato. También
establecemos otra condicién necesaria y suficiente para que la energia promedio en la
capa limite desaparezca con la viscosidad. Ambas condiciones tienen un significado fisico
inmediato que las de Kato, aunque es posible que no sean faciles de verificar o refutar.

La necesidad de nuestras condiciones se desprende facilmente de las condiciones de Kato;
es la suficiencia de las condiciones lo que requiere una modificacion del argumento de
Kato.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcién de la realidad problematica

En este trabajo consideraremos las siguientes Ecuaciones Diferenciales Parciales, que mo-
delan el comportamiento de los fluidos.
Ecuacién de Euler:

Ow +v - Vo + Vp = f, para fluidos no viscosos.
Ecuacién de Navier-Stokes:
o ~+v-Vu+ Vp=vAv+ f, para fluidos viscosos.

Sea v” la solucion de la ecuacion de Navier-Stokes con viscosidad v en un dominio abierto
Q en R d > 2, y consideremos v° la solucién de la ecuacién de Euler en Q. En 1983,
Tosio Kato mostré que para soluciones regulares, v¥ — v% en L? ([0, T]; L*(2)) cuando
v — 0 si y solo si v||Vv”[|34 — 0, cuando v — 0, donde X = L*([0,T] x T,), siendo T,
una capa de espesor, cv, cerca de la frontera. Mostraremos que las condiciones de Kato
es equivalente a v||w(v”)||% — 0, cuando v — 0, y también equivalente a v~ *||v"||% — 0,
cuando v — 0.

1.2 Formulaciéon del problema

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

Problema general

. Cudles son las condiciones que se deberia tener para que la solucién de la ecuacion de
Navier-Stokes converja a la solucién de la ecuacion de Euler?



Problemas especificos

1. ;De donde provienen dichas ecuaciones?

2. jSera posible la existencia y unicidad de ambas ecuaciones?

1.3 Objetivos de la investigacién

1.3.1 Objetivo General

Estudiar la convergencia de la solucién de Navier-Stokes a la soluciéon de Euler.

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Deducir las ecuaciones de Navier-Stokes y Euler.

2. Garantizar la existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones de Navier-
Stokes y Euler.

1.4 Justificacion

Segun lo observado en la descripcién del problema, las ecuaciones de Euler y Navier-
Stokes se diferencian por la inclusion del término de viscosidad “v”, siendo nulo en el caso
de Euler y diferente de cero en Navier-Stokes. La investigacién esta desarrollada en un
espacio el cual se garanticen la existencia de soluciones de cada ecuacién y posteriormente
verifique su convergencia. Para esto es necesario, que cada solucion de dichas ecuaciones
estén en sus espacios respectivos. Este trabajo sirve como motivacién para que se siga
investigando en el area de matematica y quizas estar cada vez mas cerca del “problema
abierto” acerca de la mecénica de fluidos.

1.5 Limitantes de la investigacién

En este trabajo se desarrolla bajo las siguientes condiciones: la solucion de la ecuacion
de Euler v° € C'([0,T);C%(Q)), 2 < d, mientras que la solucién de la ecuacién de
Navier-Stokes, v* € L? ([0, T]; H™(2)), con estos supuestos se logra obtener el resultado
deseado, caso contrario, no se logra la convergencia.



CAPITULO II

MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

La finalidad de esta tesis, es estudiar lo que sucede con las soluciones de Navier-Stokes
cuando la viscosidad tiende a cero. En resumen, queremos saber si las soluciones de
Navier-Stokes converge a la soluciones de Euler en algtin sentido apropiado. El primer
resultado en esta direccién fue obtenido por Kato en [8], con un criterio sobre la norma del
gradiente de la velocidad en una regién proxima a la frontera. Después, Teman y Wang [16,
17], sustituyeron la norma de la derivada por una condicién de integrabilidad de la presion
cerca de la frontera y Wang, [18], obtiene un criterio sobre las derivadas tangenciales, en
una region mayor del que fue usado por Kato. Una discusion mas detallada de ese asunto
puede ser encontrada en [12].

2.2 Definicion de Términos Basicos

A continuacién daremos algunas definiciones y notaciones, que nos ayudara en la investi-
gacion.

Definicién 1. Espacios LP. Se define LP()) como el espacio de las funciones vectoriales
f:Q — R medibles y tales que |f|P es integrable. Si f € L?(Q2), se define:

[ Fllzogey = ( / |prdx)

(u,v):/ﬂumdx

Definicién 2. El espacio de Sobolev H™(RY), m € Z* U {0}

En particular:

H™RY) = {v € L*(R") tal que existe D*v en el sentido debil y pertenece a L*(RY), 0 < |a| < m}



Notaciones.
Usaremos las siguientes notaciones para abreviar algunas expresiones:

1. dive = ijl £ es el campo de divergencia de v.
L

2. V= 0 , 0 eees 0

81'1 8$2 6:17]\;

t
) es el operador gradiente.

3. A= Zjvzl % es el operador de Laplace.
J

D 0

—_ = = N i_9 . .
4. Dt ot + ijl V" 5 representa la Derivada Material.
5. ||.|lo denota la norma en L2

6. |.|oo denota la norma en L*°.
7. ||.lm denota la norma de Sobolev.
8. C§° es el espacio de las funciones infinitamente continuas con soporte compacto.
9. Cuando m = 0, tenemos H° = L2
10. Lip([0,T], X) es el espacio de las funciones de Lipschitz que toma valores en X.

11. ||.]|c» denota la norma de Hélder, para 0 < v < 1.

2.3 Bases Tedricas

Vamos a introducir las definiciones, lemas, teoremas usados en este trabajo.

Proposiciéon 1 (Desigualdad de Hélder). Suponga que 1 < p,q < oo,
Entonces, siu e LP(U), v e LY(U). Tenemos

/U|u.v|dx < ||U||LP(U)||U||L4(U) (2.1)

Demostracién. Ver [2].



Lema 1 (Desigualdad de Grénwall).

(1) Sea n una funcion absolutamente continua no negativa en [0,T],

' (t) < o(t)n(t) + ¥(t) (2.2)

donde, ¢(t) y ¥ (t) son funciones no negativas en [0,T]. Entonces

<o /Otezs(s)ds){ )+ [ ) | (23)

para todo 0 <t <T.

(ii) En particular, si
1'(t) < ¢(t)n(t) en [0,T] y n(0) =0,
Entonces

n=0, en[0,T]

Demostracién. Ver [2].

Definicién 3. El espacio de Sobolev H™(RY), m € Z+ U {0}
H™RY) = {v € L*(R") tal que existe D*v en el sentido debil y pertenece a L*(R™), 0 < |a| < m}

donde D es la derivada distribucional D* = 07".052...09". La norma de H™, denotada

como |||, es

1/2
ollw = { > 1D
0<|al<m
El espacio de Sobolev H™ es generalizada para el caso m = s € R, considerando el

funcional
-1l S(RN) — RTU {0}

definido por:

1/2

ol = | [, 1+ 16) e P (24

10



donde, S(RY) es el espacio de Schwarz de funciones suaves C* con decaimento al infinito.
SRY) = {f € C®RY) : [[fllas < 00, Y, B}, con ||flla,s = sup e [2* D7 f ()],
Aqui v denota la transformada de Fourier de v.

Lema 2 (Desigualdad de Sobolev). El espacio H***(RY), s > N/2, k € Z* U {0}
esta inmerso continuamente en el espacio C*(RN). Es decir, existe ¢ > 0 tal que

[v|en < c||vllssn, Yo € HTHRY) (2.5)

Demostracién. Ver [3].

Lema 3.

(i) Para todo m € Z+* U {0}, existe ¢ > 0 tal que para todo u, v € L>°(RY) N H™(RY),

[w-vllm < e{luloo| D™ vllo + [1D™ ullo]v]oo } (2.6)

Y 1D (ww) = w.Dllo < ef| Vulw|[ D™ ollo + 1D ullolv]} (2.7)

0<|a|<m

(ii) Para todo s > N/2, H*(RY) es un algebra de Banach. Es decir, existe ¢ > 0 tal que
para todo u,v € H*(RY),

[u-vlls < eflullsflvlls (2.8)

Definiciéon 4. Dada Cualquier funcion radial

pllz]) € CRY), p >0, / pdz = 1 (2.9)

RN

Define el "Modificador”Jv de funciones v € LP(RY), 1 < p < oo, por:

)@ = [ o (T oty >0 (2.10)

€
Lema 4. Sea J. definido en la ecuacion (2.10), entonces J. es una funcion C* y

(i) Para cada v € CO(RY), Jv — v uniformemente en cualquier conjunto compacto
QenRY y

| TeVoo < []oo- (2.11)

(i) Conmuta con la deriada distribucional

D*J.(v) = J.(D%), ¥|a| <m, v e H™(RM). (2.12)

11



1 1
(iii) Para todo u € LP(RY), v € LY(RY), =+ = =1, tenemos
p q

/R (v = / w(Jow) da. (2.13)

RN

(iv) Para todo v € H*(RY), Jw converge a v en H® y la taza de convergencia en la
norma H*™' es lineal en e:

lim || Jov — vl|s = 0, (2.14)
eN0

| Tcv — vl|s—1 < cel|v]]s. (2.15)

(v) Para todov e H™(RN), k € Z+ U {0} y e > 0, tenemos,
C

mk

[ Tevllmsr < E_kHvaa (2.16)
Ch

[TD e < g ol (2.17)

Demostracién. Ver [13].

Teorema 1 (Teorema de Picard en espacios de Banach). Sea O C B un subconjunto
abierto de un espacio de Banach B y considere F': O — B que satisface

(i) F mapea O para B.

(ii) F es localmente Lipschitz, es decir, para cualquier X € O existe L > 0 y una
vecindad abierta Ux C O de X tal que

[F(X1) — F(Xo)llp < LI Xy — Xol[B, VX1, Xy € Uy

Entonces para cualquier Xy € O, existe un tiempo T tal que la EDO

dX
v F(X)
Xiep = Xo€O (2.18)

tiene una tinica solucion local X € C ((=T,T); O).

Demostracién. Ver [5].

12



Teorema 2 (Continuacién de una EDO auténoma en un espacio de Banach).
Sea O C B un subconjunto abierto de un espacio de Banach B, y sea F': O — B es
um operador localmente Lipschitz. Entonces la tinica solucion X € C*([0,T); O) para la
EDO autonoma

dX
= = F(X
o (X)

X|t:0 — X() E O

existe globalmente en el tiempo, o T < oo y X(t) sale del conjunto abierto O cuando

t AT,

Demostracién. Ver [5].

Lema 5 (Interpolacién en el espacio de Sobolev). Dado s > 0, existe una constante
cs tal que para todo v € H¥(RY) e 0 < 8’ < s,

1—5/ S 5, S
loll < ellolly™ " llolls7*, (2.19)

Demostracién. Ver [1].

Definicién 5. Dado B un espacio de Banach y una sucesion de funciones f. en B, di-
remos que f. converge fuertemente en B, si existe f € B tal que ||f. — f|lp — 0 cuando
e = 0. Usamos la notacion f. — f para denotar convergencia fuerte.

Dado un espacio de Hilbert H con producto interno (u,v), la sucesion de u. se dice que
converge debilmente para w € H si para todo v € H tenemos, (u.,v) — (u,v) cuando
e — 0. Denotamos por u. — u la convergencia debil.

Teorema 3 (teorema de Banach-Alaoglu). Sea u. una sucesion limitada en H™(RY),
entonces tiene una subsucesion que converge debilmente para algin v € H™(RY), es decir,
Ue — U.

Demostracién. Ver [14].

Lema 6. Sea w un campo de vectores suave con divergencia nula en RN 1y considere q un
escalar suave tal que

w(@)llg(z)] = O(|z|'™™) , cuando || 7 0. (2.20)
Entonces w y Vq son ortogonales, esto es,

/]RN w.Vqdr =0. (2.21)

13



Proposicién 2 (Descomposicién de Hodge). Sea w € L*(R?) un campo de vectores
suaves, que decrece rapidamente |z| /* oo. Entonces

(i) La ecuacion:

rotv =
dive = 0

tiene una solucion suave v tal que |v| — 0 cuando |x| / 0o si, y solamente, si

divw = 0. (2.22)

(i) Si divw = 0, entonces la solucion v es determinada de forma constructiva por
v = —rot 1, (2.23)
donde la funcion de corte v satisface la ecuacion de Poisson

A =w (2.24)
La forma explicita para v es

v(x) = | Ks(z—y)w(y)dy (2.25)

R3

donde el nicleo matricial K3 es dado por

12xh
Ky(z)h = — 2%

C4m |x3

h € R® (2.26)

Nos referimos a las ecuaciones (2.25) y (2.26) como la Ley de Biot-Savart en 3D.

Proposicién 3 (Descomposicién de Hodge en RY). Para cada vector v € L*(RN)N
C>(RY) tiene uma tinica descomposicién ortogonal

v=w+Vqg, divw=0 (2.27)
con las siguientes propiedades
(i) w, Vq € L2 (RN) N C>®(RY).
(ii) wlVq en L*(RN), esto es, (w,Vq) = 0.
(iii) Para cualquier multi-indice B de la derivada DP, |3] > 0.

ID%0[l5 = | D%w§ + [IVDql

Demostracién. Ver [13].
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Proposicién 4 (Estimativa de Teoria Potencial).

Sea v un campo de velocidad suave con divergencia nula, v € L*(RN)NL®(RY) y considere
w = rot v. Entonces:

Vol <e(1+In" [Jofls +In™ flwllo) (1 + [w]s) (2.28)
donde

i Inz, se x> 1,
In"x = .
0, caso contrario.

Para probar la proposicion, necesitamos de lo siguiente

Estimativa de la Teoria Potencial en el Espacio de Holder

Sea K el operador integral definido por:

Kyf(x)= | Kn(z—y)f(y)dy (2.29)

RN

donde el nicleo K es suave en el exterior de z = 0 y homogéneo de grado 1 — N
Ky(\z) = XN Ky (x), VA>0, 2 #0 (2.30)
El nicleo Py = VK es homogéneo de grado —/N:
Py(Ax) = AN Py(x), VA >0, 2 #0 (2.31)

Py tiene la siguiente propiedad:

/|1 Pyds =0 (2.32)

y define el Operador integral Singular con valor principal:

Pnf(z) =PV | Px(z—y)f(y)dy (2.33)

RN

Lema 7. Sea f € CY(RY;RY), 0 < v < 1 con soporte compacto, definimos m; =
m(sup(f)) < oo; m representa la medida de Lebesgue. Define la escala de comprimiento
R, por RN = my. Considere el operador integral singular Py, que satisface las ecuaciones
(2.29)-(2.33). Entonces existe una constante c independiente de R y f tal que

R
Py Sl < elllone +max (1002 1712, ve 0 (234)
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Prueba de la proposicion 4. Recordar que la vorticidad w determina la velocidad v de la
ecuacion de vorticidad, por medio del operador no local

v(x,t) = Ky(x —y)w(y, t)dt, »cRY (2.35)
RN

Donde Ky satisface (2.30). Ademds, Vv puede también ser calculado a partir de w
Vo(z) = cw(z) + Psw(z) (2.36)
Donde Psw es el operador integral singular definido por la integral de Cauchy con valor

principal

Pyw(z) = PV/ VK;3(x —y)w(y)dy

]R3

Considere una funcién de corte p € C™ tal que p(r) = 0 para r > 2Rg, p(r) = 1 para
r < Rgy p>0. Descomponer Pyw(z) en dos partes:

Pauta) = PV [ V(e =)ol —yhuldy+ PV [ V(e =) 1= plla = ol)] wlo)dy
= (Vu)i(z) + (Vv)a(x)

Ahora usamos el lema anterior.
Si w tiene soporte en el interior de una esfera de radio R, entonces: aplicando la relacion
(2.34) a (Vv), tenemos que para cualquier € > 0

R
|(V0)1]oo < ef]|w||cv€” + max <1,1n 0) |W]oo }

€
Por la desigualdad de Sobolev (2.5) implica que ||w||cr < cljw]|2, Vw € H?(R?), luego

R
(V0)1]loo < cf|lw]|2€” + max (1,ln ?0) [W|oo }

IN

R
cflete  mas (1,12 )
€
Ademéds, por la desigualdad de Schwarz, tenemos
[(Vo)aloo < eBy ™[]
Luego,

V|0 clwloo + | Psw]oo

clwloo + [(VU)1loo + (V)20

R _
clwloo + cf|v]ls€” + max (1, In ?‘)) [wlse} + Ry ™ [lwllo

IAINA

IN
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Tomando 0 < € < Ry, cuando e = 1si |[v|lz < 1lee=|vl;"si|v|s>1e Rév/2 = [Jw]|o,

finalmente, tenemos
V0loo < e (1+In" [Jv]lz 4+ In" flwllo) (1 + w]|s) -
m

Definicién 6. El espacio C,([0,T]; H*(R?)) denota las funciones continuas en el inter-
valo [0, T] con valores en H*(R?) con la topologia debil, esto es, para cualquier p € H*(R?)
fijo, [p,u(t)]s, es una funcion escalar continua sobre [0,T], donde:

s = D*uD%vdzx.
(u,v) Z . uD%vdx

a<s

Formulacién y Proyeccion de Leray

De la ecuaciéon de Euler o Navier Stokes de flujos incompresibles, considerando V' = (v;j)
Y P = (P2;e;) la matriz hesiana, tenemos:

Como trV = div v, tomando el trazo en la ecuacién arriba, obtenemos:

D
Ft(div v) +trV? = —Ap + vA(div v)

y div v = 0 para flujos incompresibles, obtenemos
—Ap = tr(Vv)? (2.37)

cuya solucién es

plz,t) = - M(x — y)tr(Vo(y,t))*dy (2.38)

donde la solucién fundamental M es

1
— In |z|, se N =2,
M(z)=1{ 2™ . (2.39)
_— - N > 3.
o= N)wN‘x| . se >

y wy es el area de la superficie de una esfera unitaria en RV,

Entonces, si tenemos la velocidad, tenemos la presion.
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Por otro lado, diferenciando sobre la integral para calcular Vp, obtenemos

xr —

Vp(a,t) = C / Yt (Toly, £)2dy (2.40)

RN |$ - y|N

Sustituyendo en la ecuaciéon de Navier-Stokes

Dv x—y
— =-C Tt t))*d A 2.41
b1 = —Ox [ Tt (Voty. )Py + v (2.41)

Recordemos que en el lema (6) probamos que un campo con divergencia nula v y la
gradiente de p, tanto con v y p decrecen rdpidamente cuando |z| ,/* oo, son ortogonales,

(v, Vp) = / v.Vpdr =0
RN

Asi denotando el operador de proyeccién sobre el campo de divergencia nula por P, esto
es Pv=w y divw = 0; Pv = v si, y solamente, si divv = 0. Podemos denotar la forma
equivalente a la ecuacién (2.41) como:

v = P(—v.Vv) + vAv (2.42)

Lema 8 (Descomposicién de Hodge en H™). Cada campo de vector v € H™(RY),
m € ZTU{0}, tiene una inica descomposicion ortogonal v =w+ V¢, tal que el operador
de Leray Pv = w que proyecta sobre las funciones con divergencia nula, satisface:

(i) Pv,Vo € H"(RY), [oxnPo.Vode =0, div Pv=0 y

IPullz + VI = iz, (2.43)

(i1) P conmuta con la derivada distribucional,

PD% = D*Pv, Yo € H™, |a] <m (2.44)

(i1i) P conmuta con los modificadores J.,

P(Jv) =T (Pv), Vo e H", € >0 (2.45)

(iv) P es simétrico,

(Pu,v),, = (u,Pv),, .

Demostracién. Ver [13].
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Lema 9. Sea v € H"(Q) para p € [1,00] con ¢ = 0 en I'. FEziste una constante C
independiente de p tal que para § suficientemente pequerno

] o (rs) < COIVY| o(ry)

Definiremos el vértice w(v) como una matriz antisimétrica d x d, tal que:
1
w(v) = E[VU — (Vo)T]. (2.46)
Lo cual nos brinda la siguiente identidad,

2uu) - w(v) = (Y~ (Vo)) (Vo (Vo))
= Vu-Vo—Vu-(Vov). (2.47)

Lema 10. Para todo u,v € H*(Q) con div v = 0, tal que (u-Vv)-n =0 sobre T, entonces

/vuw—z/ w(u) - w(v).

Demostracién. Como div v = 0, tenemos: Vu - (Vv)T = 9;u'00’ = 9;(u'dpn?) =
div(u - Vv). Luego, si u,v € C*°(f), entonces:

Z/Qw(u)~w(v) = /QVU'VU—VU'(VU)T

= /Vu-Vv—/div(u-VU)
Q Q

= /Vu-Vv—/(u-Vv)-n
Q r

= /VU'VU.
Q

Finalmente, el resultado se obtiene por la densidad de C*(2) en H' ().

Lema 11. Para todo u € V, v € C'(Q), tenemos
(u,u- Vo) = —(v,u- Vu).

Demostracion.  Observemos que ambos lados de la igualdad tienen sentido por la
regularidad de u y v. Luego,

(- V) = /Q dap = /Q W19 (i) — /Q Wi o
_ /Qu-V(u-v)—/Q(u-Vu)-v
= —/Q(divu)u-v%—/r(u-n)u-v—/g(u-Vu)-v
- —/Q(u-Vu)-v
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Al aplicar el teorema de Green en la igualdad anterior, requerimos que u, div u € L*(Q)
vy u-v € HY Q) (ver, por ejemplo, teorema 1.1.2 de [15]).

Lema 12. Para todo u € H'(Q2), v € CY(Q) con div v = 0 sobre Q, tal que (v-n)u =0
sobre I', entonces:

(v,u-Vu) =2(v,u-w(u)).

Demostracién. Supongamos que u € C*(£2). Entonces,

[y o=3 [ @03 [ @ -

Por otro lado,
(u- (Vu)') v = u'dur’
1 i iy, ]
= §8j (u'u')v’
1
= U Vul?

Por lo tanto de la primera expresion, tenemos

1 1
/(u (Vu)')-v=—= / div vjul* + = /(U “n)|ul* =0,
0 2 Ja 2 Jr
Por la densidad de C*(2) en H'(f2), nos brinda el resultado.

Estimaciones A priori

Sea v” la solucién de la ecuaciéon de Navier-Stokes,
0 (@) + 0" (2,8) - V¥ (2, 8) = —Vp(a, 1) + vAu (z,1) + f(,1)
Multiplicando por v(x,t), tenemos:

vy (z,t) - v (z,t) + 0" (x,t) - Vo'(z,t) - v (z,t) = =Vp(z,t) - v (z, )
+r AV (x,t) - v" (x, t) + f(z,t) - 0" (x, 1)

Luego integramos sobre (2,
/ vy (z,t) - v (z,t) + / v (x,t) - Vo'(z,t) - 0" (x,t) = — / Vp(z,t)-v"(x,t)
Q 0 Q
+7// AvY(z,t) - v”(z,t) —|—/ [z, t) - v (z,t)
Q Q
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Por otro lado,

/Qv"(:c,t)~Vv”(x,t)~v”(x,t) _ %/QUV-V(UV(x,t))Zz —%/ﬂdivv”'(v”(:c,t)f ~0
/va(x,t)-v'f(x,t):/mp(x,w.UV(x,t)—/Qp(x,a.div(w(x,t)):o
V/S)Av(a:,t)”-v”(x,t) = 1/[ Vv (x,t) - v"(x,t) /Vv z,t) - Vo' (z,t)]
—l// V" (z,t)]

1d
vy (x,t) - v /U (z,1)| v (x, )2
JRCY =2 = Sl o]

Reemplazando en la primera expresion, tenemos:

S I D72 + VIV () 72) = (f,0")
2dt
Integrando de 0 a ¢,

1 12 1 12 ! v ! v
S0 Ol = 5107 (0) 122 +V/O IV ()l Z2) = /0 (f,v")dt

t t
[0 ()12 ) + 2v i V0" (O)lI72(0) = IIU”(O)IIiz(mﬂL?/O (f,v")dt (2.48)
Ahora consideremos 1° solucién de la ecuacién de Euler, de manera andloga, tendremos:
t
1022y < [0°(0) 1220y + 2/0 (f,v°)at (2.49)
A partir de estos supuestos y nuestras hipétesis de f y f se deduce:
10" oo (0,702 (0)) < C (2.50)
Luego de (2.48), tenemos:
20| Vl|Z2 o ez @) < 10701220y + 20" e qorizacey) - It oniza)
De (2.50) y como por hipétesis f € L'([0,T]; L*(Q2))
VHVUVH%Q([O,T];LQ(Q)) <C (2.51)

Por otro lado,

T
V1/2HVUVHLI([QT];LZ(Q)) = y/ 1 . HVUVHLQ(Q)
0
< Vl/zHlHLQ[OvT] IVl L2 (0,71;22(0)) (2.52)
< C

La pentltima desigualdad resulta de Holder.
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Capa Limite

En [8], Kato construye una capa limite de velocidad: Un campo de velocidad variable con
el tiempo que es distinto de cero solamente de una distancia 6 > 0 de I' y que es igual a
v en I' . Primero demuestra que existe una funcién matricial cerca de la frontera que es
cero en I' y tal que:

v =diva = ak(_ljk en I

La construccién de Kato hacia @ muestra, sin perdida de generalidad, una regularidad
sobre v. A continuacién, se define una funcién z € C*(2) cuyo soporte se encuentra en
I's, definido por:

z(x) = ((p(x)/9),

donde, ¢ : [0,00) — [0, 1] funcién de corte suave, con ((0) =1y ((r) =0parar >1yp
es la distancia de z a I'.

Finalmente consideremos,
u=div(za) = zdiva+a- Vz.

Dada la suavidad de @ heredada de © se sigue que u € C*([0, T]; C¥~1(€)), donde k = 1
para 2 dimensiones y k = 2 para dimensiones superiores a 2. En dimensiones mayores a
3, u € CY([0,T] x Q), el cual es suficiente para que las derivadas sean limitadas (ver la
ecuacién (4.6) de [8]), con ayuda del Lema 9,

ull o (0.7 220y) < C6Y/2 18eull 1 0,722y < C8Y2
||VUHL°°([O,T};L2(Q)) S 05_1/2 ||U||LOO([O7T]><Q) S C, (253)
||vu||L°°([O,T}><Q) S 05_1.
De manera similar, cuando supongamos que v € C*([0, T]; C*(f2)), tenemos:

HAUHLm([OjT];Lz(Q)) S 0573/2. (254)

En dimension 2, debemos construir v de manera diferente para no perder regularidad
sobre v. Empleando la funcién corriente para v; esto es, una funcién 1 tal que v =
V4 = (=01, 011). Dado v, construimos una nueva funcién corriente 1)y definido sobre
I's al restarle de v su valor constante en la componente mas cercana de I', entonces ¢y = 0
sobre I' y © = V+)y sobre I's. Finalmente, definimos la velocidad de capa limite de u
por:

u= V() = 2Viihy + b V2.

Como 1)y gana regularidad sobre v de una derivada, u € C'([0,T] x Q) y las estimativas
de (2.48) se sigue de manera similar.
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2.3.1 Deduccién de las Ecuaciones en R?

Consideremos una porcién de fluido (liquido o gés), que en el instante ¢ = 0, ocupa una
regién del espacio 2 C R3. Una manera de describir su movimiento es dar una funcién
flujo ¢(a,t) tal que, para cada o € €, la curva t — ¢(«,t) describe la trayectoria de la
particula que ocupa la posiciéon « en el instante ¢ = 0.

Podemos tambien dar la velocidad v(z,t) de la particula que, en el instante ¢, ocupa la
posicion x. La relacion

v(p(a,t), t) = %gb(a,t), a € Q, (2.55)

sigue inmediatamente de las definiciones. Asi, conociendo ¢ y sabiendo invertir la funcion
¢y, definida por

¢t<x) = ¢($7 t)>

se obtiene v(x,t) por la férmula

o) = 216067 (@), )]

Reciprocamente, si el campo de velocidades v(x,t) fuera conocido, se obtiene ¢(«,t)
resolviendo, para cada a € €2, la ecuacion diferencial ordinaria con condicién inicial:

d
ZX () = o(X(a1).1)

X(a,0) = « (2.56)

(conocido como la ecuacién de la trayectoria), y definiendo ¢(«,t) como siendo igual al
valor de la solucién de (2.56) en el instante de tiempo t. Vamos admitir que la funcién
flujo ¢, existe y tiene todas las propiedades de diferenciabilidad e invertibilidad que fueran
necesarias. (sea diferenciable con inversa diferenciable)

Teorema de Transporte y la Derivada Material

Dada una funcién f(z,t) en el dominio de X(€,¢), = € Q, y una trayectoria X (o, t),
calculemos la derivada en relacién al tiempo de la funcién compuesta.

fx(t) = f(X(2),1).

Usando la regla de la cadena, llamamos el resultado fy(t) de derivada de f a lo largo de
X. Obtenemos,

fx(t) = Vf(X(t)’t)'%(t>+%

_ (U.Ver g—{) (X(1),1)

(X(),1)
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Definamos la derivada material de f por la férmula:

Df _ af

i~V o

(2.57)
Teorema 4 (Teorema de Transporte). Sea Q C R® un dominio abierto, acotado con
frontera suave, y sea X una trayectoria de particulas. Entonces para cualquier funcion
suave f(x,t) se cumple

d - Df
pr o t)f(:c,t)dx = /X( ) {Ft + fdiv v} (x,t)dx (2.58)

Demostracion.

Haciendo en la integral del lado izquierdo de (2.58) el cambio de variable x = ¢:(y),
obtenemos:

/Q F(6u(). 1) (u, 1)y (2.59)

donde J denota el determinante jacobiano:

J(y,t) = det .
v:7) ‘ ((ayj 1<i,j<3

Como, por hipétesis, ¢, es siempre inversible, J(x,t) nunca se anula. Y, como el jacobiano
es continuo y J(y,0) es igual a 1 para todo y € €2, entonces el determinante arriba es si-
empre positivo, teniendo haber sido innecesario tomar el valor absoluto de J en (2.59). La
integral que resulté del cambio de variable tiene dominio de integraciéon independente del
tiempo. Podemos por lo tanto cambiar el orden de derivacién e integracién. Obtenemos:

d
— . t)d t)d

/ F(600.0), )5 (3, )y (2.60)

Luego de la primera integral que aparece del lado derecho de la igualdad arriba. La
derivada en el integrando es la derivada de f calculada a lo largo de una trayectoria.
Aparece entonces la derivada material que acabamos de definir. Obtenemos asi que esta
primera integral es igual a:

Df

Dt —(o(y,1),1)J (y, t)dy,

la cual, a través del cambio de variable x = ¢,(y), vemos que es igual a

Df
—(x,t)dx.
/X(Q,t) Dt( )
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Vamos ahora calcular la dltima integral en (2.60). Debemos calcular la derivada del
jacobiano,

Op1  Op1 Oy

Ooy1 Oya Oy
0 8 |0ds O Doy

ot ot |0y, dys Oy’
dp3  0¢3 O3

Oy Oy Oys

en el punto (y,t). Conmutando las derivadas, usando (2.55) y la regla de la cadena,
obtenemos:

w

900, 0 At

k=1

Aplicando las propiedades usuales de los determinantes y omitiendo, por el momento, los
puntos donde las derivadas son calculadas, vemos:

81}1 8¢k 81}1 a¢k 8?)1 8¢k % % %
a1 i i T e T N i o0 ouBo. on B
o = o o Qys | = |0z Oyr Oy Dyo Oy Dy
0o 093 [ g3 o3 o3
Ay Dy ys oy 0y Y3

el [ d91

a?/1 ayz 593
3 0%y 00 902
+

(3 (9 8
F=1 Qug 8¢k Ovs acbk Ovs 3¢k
Oxp Oy Oxy Oyy  Owy, Oys

El primero de estas tres sumatorias de determinantes es igual al producto (Jvy/dz1)J,
pues los términos correspondientes a k = 2 e k = 3 son iguales a (Jvy/0xy) veces un
determinante con lineas repetidas. Afirmacién analoga vale para las otras dos sumatorias.
Obtenemos, entonces:

%t]—Jdlvv

donde el jacobiano y su derivada son calculados en el punto (y,t) y la divergente divv es
calculado en el punto (¢(y,t),t). De ahi, vemos:

| 506000 %; .ty = [ 761,000 (v 0)(6(0: 0] S, )
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que es igual, via el cambio z = ¢;(y), a
/ f(z,t)div v(z, t)dz,
X ()

lo que demuestra (2.58).

Incompresibilidad y Conservacion de Masa

Denotaremos por p(z,t), o simplemente p, la densidad de masa del fluido. Por definicién,
p es una funcién tal que la masa de la porcion de fluido que ocupa una region €2 en el

instante t es dado por
/ p(x,t)dx.
Q

La hipodtesis de que la masa se conserva se traduce en la ecuacion

/p(:v,O)dx:/ p(x,t)dx,
Q X(Qt)

valida para todo t > 0, donde €2 es arbitrario. Asumiendo como hipdtesis que p tiene
derivadas continuas, y aplicando entonces el teorema de Transporte, tenemos:

d Dp
0=— pa:,td:v:/ <—+pdivv> x,t)dx.
dt Jx(a.p (1) x(@n \ Dt (1)

Como 2 es un abierto cualquiera, ocupado por el fluido en el instante t, entonces esta
funcion es identicamente nula. Asi obtenemos la ecuacion de la conservacion de masa

D
Fi tpdive=0 (2.61)

Usando la definicién de derivada material (2.57) y la identidad
div(fu) = Vfu+ fdiv u,

la ecuacién en (2.61) puede ser reescrita como

% +div(pv) =0

La condicion de que el volumen de cualquier porcién de fluido puede ser preservado por
el flujo es descrita por la ecuacién

— dz =0 (2.62)



Si esta condicién fuera satisfecha, el teorema de transporte aplicado a la funcion constante

f =1, implica
/ divvodr =0
Q

que es valida para todo abierto 2. De ahi se concluye que el divergente de la velocidad

es nulo
dive =0 (2.63)

La reciproca tambien es verdadera, o sea, las ecuaciones en (2.63) y (2.62) son equivalentes.

LLamaremos al fluido de incompresible si el fluido satisface (2.63). Por otro lado, note
que p es constante a lo largo de las trayectorias de las particulas. En nuestro caso,
consideraremos p = 1.

Conservacion de Momento

El momento (lineal) de una porcién de fluido que ocupa, en el instante t, la regién X (£2,¢)

es dado por la integral
/ p(x, t)v(z,t)dx.
X(Q,t)

Por la segunda ley de Newton, la derivada en relacion al tiempo de esta cantidad es igual
a la fuerza total actuando en X (€2,t). Esta es igual a la suma de las fuerzas externas que
actuan en el fluido (peso, fuerza de Coriolis, mismo fuerzas electro-magnéticas) y de las
fuerzas internas, ejercidas sobre X (€2, t) por el restante del fluido. Denotaremos la fuerza
total externa por f(z,t). Esto es, la fuerza externa total actuando en la porcién de fluido
que, en el instante t, ocupa la regién X (€,t), es dado por

/ ol ) f (. £)dz
X(Qt)

En cuanto a las fuerzas internas, supongamos sean ellas fuerzas de contacto o tensiones.
Despreciamos entonces acciones a distancia entre las particulas del fluido y supongamos
que exista un campo de tensiones 7(x,t,n) que de la fuerza de contacto por unidad de
area actuando en una superficie perpendicular a n en el punto x, en el instante t. Mas
precisamente, la fuerza ejercida por el resto del fluido en la porcién de fluido que, en el
instante ¢, ocupa la regién cerrada X (2,t), delimitada por la superficie 0.X (€2, t), es dada

por:
/ T(z,t,n)dS,,
X (1)

donde n denota el vector unitario normal a 90X (€2,¢), apuntando para fuera. El teorema
de Cauchy (ver [6], parrafo 7) garantiza que, si el fluido satisfice la segunda ley de Newton,
entonces 7 depende linealmente de n, o sea, existe una funcién matricial S(z,t) tal que

T(x,t,n) = S(z,t)n.
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En particular, 7(z,t,—n) = —7(x,t,n), lo que es consecuencia de la tercera ley de Newton.

La segunda ley de Newton entonces queda expresada por la siguiente integral,

d
— pvdr = / pfdr + / SndS,.
dt Jx (. X(Q.0) DX (Q,0)

Podemos calcular la derivada del lado izquierdo de esta ecuacion, aplicando el Teorema
de Transporte a cada componente. Usando el Teorema de la Divergencia, obtenemos:

D
/ [—(pv) +pvdive —pf — divS} dr =0 (2.64)
x(p LDt

donde divS denota el vector que tiene la i-ésima componente igual al divergente del i-ésimo
vector-lineal de S. Usando (2.61), tenemos:

Dv

D
= div v = p=—
(pv) + pv div o = p—r,

Dt

y usando la ecuacién en (2.64), resulta la ecuacion de la Conservacion de Momento:

D
pFZ = pf +div S. (2.65)

Fluidos no viscosos. Ecuacién de Euler

Las ecuaciones de la Conservacion de la Masa (2.61) y de Momento (2.65) son insuficien-
tes para describir el fluido: para completar la descripcién necesitamos relacionar S con
las otras variables. Si supusieramos que las fuerzas internas actuan apenas perpendicu-
larmente a la superficie X (€2,¢) (ausencia de atrito o viscosidad), Sn debe ser siempre
paralelo a n o, equivalentemente, existe una funcién p(x,t) tal que

S(z,t) = —p(x,t)1d,
donde Id denota la matriz identidad. La funcién p es llamada presion y
div .S = —Vp.

Estas hipétesis todavia son insuficientes: (2.61) y (2.65) consisten ahora de cuatro ecua-
ciones escalares para cinco incégnitas vy, v9, v, p y p. Una salida es suponer que el fluido
es incompresible. Lo que es una buena aproximacion para el caso de los liquidos. Usando
(2.61) y (2.57), obtenemos entonces la ecuacion de Euler para un fluido no viscoso e
incompresible, denotando tambien por p = 1 el valor constante de la densidad de masa:

0
P uve = -Vp+ f

ot
dive = 0 (2.66)



Ecuacion de Navier-Stokes

Al intentar obtener formas para la matriz S que incluyan fuerzas de viscosidad, argumen-
tos fisicos y matemaéticos (ver [11], [4] e [6, parrafo 16]), nos permiten concluir que, en
primera aproximacion, S debe ser dada por

S=—pld+ v (divv)ld+v(G+ G, (2.67)

donde, v y v/ son constantes, G' denota la transpuesta de GG, que denota la matriz Vo:

ovy  Ovy  Ous
G=vy= |20 22 9% (2.68)
8I1 81‘2 8x3
81}1 (%2 01)3
8ZE1 61’2 8x3

para completar el sistema formado por las ecuaciones en (2.61), (2.65), (2.67) y conside-
rando el fluido incompresible, div v = 0, luego

div(G + G") = Aw.
La ecuacion de conservacion de momento (2.65) se escribe entonces,

D
F"t’ — f— Vp+vAv (2.69)

conocida como la ecuacidn de Navier-Stokes.

La constante v > 0 es llamado el coeficiente de viscosidad.

Un fluido viscoso e incompresible es descrito entonces por las ecuaciones en (2.69) y (2.63).
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2.3.2 Existencia y Unicidad de soluciones para las ecuaciones de
Navier Stokes y Euler

Primero estudiaremos la existencia local y Unicidad. Despues, probaremos el criterio de
Beale-Kato-Majda para garantizar la existencia global.

Unicidad de la Solucién de la ecuacién de Euler o Navier-Stokes

Proposicion 5. Sean v, y vy dos soluciones suaves para las ecuaciones de Euler o Navier-
Stokes con respectivas fuerzas externas Fiy, Fy y la misma viscosidad (v > 0). Supongamos

que esas soluciones existen en un intervalo de tiempo comin [0,T], T fijo, v; decrece
rdpidamente en el infinito, donde v;(.,t) € H'(R3) y F; € L'([0,T]; L*(R%)). Entonces

T

T
sup o = valy < |01 = elcolly + [ 173 = Falle| exp ([
T 0 0

V| dt) (2.70)
0<t<

Demostracién.  Sean v; y vy dos soluciones suaves para las ecuaciones de Euler o
Navier-Stokes con respectivas fuerzas externas F} y F5.
Dv;
Dtl = —Vpi + VAU,’ + E
dive, = 0 (2.71)
Vili=o = o

Ademads supongamos que estas soluciones existen en un intervalo de tiempo comun [0, T
v que decrece rapidamente cuando |z| * 0o, de modo que v; € HY(R3?).

Denota v =v; —vo, p=p1 —p2 ¥ F=F 1 — F5 v tomemos la diferencia de las ecuaciones
(2.71) para obtener:

U+ 0.V 4+ 0.Voy = —Vp + vAT+ F

Multiplicando la igualdad anterior por v, integrando sobre R?  y denotando por (.,.) las
integrales correspondientes, obtenemos:

(@,7) + (11.V0,7) + (7.Vs, ) = — (V, D) + v (AT, D) + (ﬁa)

Por otro lado, integrando por partes y usando el teorema de la divergencia, obtenemos

/R3 (A’ﬁ)'ﬁ:/w (V.V5)7 = _/Rg -

Donde los términos de frontera se anulan porque asumimos que v decrece rapidamente en
el infinito. También,

/ (vl.va)a:/ 0.V (1@'2) :/ L div (o) 72 = 0
R3 R3 2 R3 2
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En el término de la presién, podemos integrar por partes, para obtener
—(Vp,v) = (p,divo) =0
pues v es de divergencia nula. Por lo tanto
(3,3) + v (VT, V3) = — (3.Vvs,7) + (ﬁ'ﬁ)
y usando la desigualdad de Schwarz, tenemos

1d _ _ . _
5 TGO+ VIVFC O < 190, 0 ITC O + [P0 15600, @72)
y aplicando el Lema de Gronwall, tenemos:

T

T
o= vally < 1600 = ekl + [ 173 = Rl exo ([ 190, )
0 0

Corolario 1 (Unicidad de Soluciones). Consideremos vy y ve dos soluciones suaves de las
ecuaciones (2.71) sobre [0, T| con misma condicion inicial y fuerza F € L*([0, T); L*(R?)),
donde v;(.,t) € L*(R®) . Entonces vy = vy

Demostracién. Usando la proposicién anterior, para cada t € [0, T], tenemos

T

T
Jor = el < [ = olcolly + ||F1—F2||odt] p(/ |szroodt)
0 0

y €omo vy |—g = vVe|t=o = vo , F1 = Fy» = F, obtenemos

V1 = V2
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Existencia Global de Soluciones para el problema regularizado

Dada la ecuacion

vw+ov.Vvo = —Vp+rvAv
dive = 0 (2.73)
U|t:0 = o

Nosotros usamos una ecuacién aproximada para la ecuacién de FEuler o Navier-Stokes que
satisface la condicién del teorema de Picard, regularizando las ecuaciones, y usando el
operador 7., tenemos:

vp + Je[(Tv) V(T )] = =Vp° +vTe (JA) (2.74)
divet = 0
U€|t:0 = o

Aplicando la Proyeccién de Leray, eliminamos p¢ y la condicién de incompresibilidad
div v¢ = 0, proyectando estas ecuaciones para el espacio de funciones con divergencia
nula.

Ve ={ve H*R"):dive =0} (2.75)

Como el operador proyecciéon de Leray P conmuta con las derivadas, modificadores y
P = v, tenemos

vf + PT. [(Tvf) .V (Tov)] = v T2 Av (2.76)

De las ecuaciones regularizadas de Euler o Navier-Stokes en la ecuacién (2.74), obtenemos
una EDO en el espacio de Banach V*

dv©
= F.(v° 2.77
o (v) (2.77)
U€|t:0 =

Donde

F.(v) = vJ2Av" — PI. [(T) .V (Tv)]
= Fl(v) = F2(v") (2.78)
Definicién 7 (Definicién de solucién suave para el problema regularizado). Una

solucion suave para el problema regularizado es una funcion v<(x,t) que satisface (2.77),
donde v¢ € C'([0,00); V™) con v¢|i—g = v9, m € ZT U {0}.
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Teorema 5 (Existencia Global de Soluciones para el problema regularizado). Dada
una condicidn inicial vg € V™, m € ZTU{0}, para cualquier e > 0 existe para todo tiempo
una tnica solucién v¢ € C([0,00); V™) para la ecuacidn regularizada (2.77).

Proposicién 6 (Existencia de soluciones Locales para el problema regularizado).
Considere una condicion inicial vo € V'™, m € Z+ U{0}. Entonces:

(i) Para cualquier ¢ > 0, existe una tnica solucién v¢ € C*([0,T.); V™) para la EDO
(2.77), donde T, = T(||vol|,, , €)-

(ii) En cualquier intervalo de tiempo [0, T], donde la solucién v¢ € C1([0,T];V?), tene-
mos:
sup |[[v[[y < [loll (2.79)
0<t<T

Demostracion.

Primero vamos a probar la existencia de soluciones regularizadas v¢ localmente en el
tiempo. Mostraremos que la funcién F, en la ecuacién (2.78) mapea V™ para V'™ es
localmente Lipschitz.

Note que F, : V" — V™ pues divo® = 0, P mapea en campos de vectores con divergencia
nula y J. conmuta con las derivadas.

La definicién de espacio de Sobolev y la estimativa (2.16) para modificadores, obtenemos

1@ = FE@), = v][72a @t =),

v |78 (0 =),

cv
2l =7
€

IN

IN

(2.80)

m

Por otro lado, de la desigualdad (2.6) y de la propiedad conmutativa (2.45) de Py 7.,
tenemos:

1F2(0") = FE (%)l

IPI{(T0").V [T(v = v) [ Hlm + IPIA[Te(0" = )] V(Tev*)l|m
AT [ D™ TV (01 = ) [lo + [I1D™ T ol TV (0" — v*) ]
H I = 0| D" TNV o + | D" Te(v! = 0%)[lo] TV o }

IAIA

de las propiedades de los modificadores (2.16) y (2.17), tenemos:

HFE(Ul) — FE(UQ)”m < m (HU1HO + HU2”0) H’Ul _ ’UQHm (281)
Luego, combinando (2.80) y (2.81) tenemos,
1Fe(v") = Fe(*)lm < e(llv*llo, [0*[l0, €)[[0" = v*[|m (2.82)
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Por lo tanto, F, es localmente Lipschitz en cualquier conjunto abierto:
O ={veV™/|vllm < M}

por el teorema de Picard, entonces dada cualquier condicion inicial vy € V™, existe una
tinica solucién v, € C*([0,T.); V™ N OM), m € Z* U {0}, para algtin T, > 0.

Para la prueba de (ii), considere v¢ € C*([0,T); V?).

De la ecuacién (2.77), multiplicamos por v¢ y luego integrando sobre R3, obtenemos

1d

—— | (v)dz = u/ UGJEAUde—/ VPT[(Tv).V(T0)] dx
2dt R3 R3 R3

usando las propiedades de los modificadores y el operador P, tenemos:

1d

i, e = v [ A [ () () 9 T

- 1//Rs (jEzf)A(jeve)dac—%/ (Tv)V ((Jv)?) dz

R3
1
= —y/ (VI da + —/ (div Jo) (Jov©)” da
R3 2 R3
Como div v = 0 entonces div J.v¢ = 0.

Luego.
d
e+ 20T = 0

y desde que v > 0, obtenemos
d €
—lells <0
Como la funcién ¢ — [[v(t)||2 es decreciente

[o%flo < [lvgllo, V2= 0

Por lo tanto,
sup |[v[lo < [[volfo-
0<t<T

Observacién 1 (Solucién Global). Usando el Teorema de Continuacion de una EDO
autonoma en un espacio de Banach, la solucion puede ser continuada en todo tiempo,
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pues si T, < oo entonces limy_,1, ||v°(.,)||m = 00. Por otro lado, en la relacion (2.82) con
vi(z,t) =0, tenemos
d

21V Ol < e(llvTlo, )] m

y por (2.79), tenemos

d

210Dl < e(llolo, €)[om

usando el lema de Gronwall, obtenemos
[0°( D)llm < exp (cTt)

contradiciendo lo supuesto. Por lo tanto T, = oco.

Existencia de Soluciones Suaves para las ecuaciones de Euler o Navier-Stokes

En la subseccion anterior, probamos la existencia global y unicidad de soluciones para
el problema regularizado. Esto es, para cualquier viscosidad fija, v > 0, y cualquier
pardmetro de regularizacién ¢ > 0, existe una tinica solucién v¢ € C1([0,00); V™), m €
Z* U {0} para la ecuacion regularizada (2.77)

d €
CZ VTN =PI [(Tvf) .V (J9)]
U6|t:O =

Mostramos ahora, desde que m > 3, que existe un intervalo de tiempo [0,7] y una
subsucesién (v°) convergente para una funcién v € C([0, T]; C*(R?)) N C([0, T]; C(R?)).

Definicién 8 (Definicién de Solucién Suave para las ecuaciones de Euler o
Navier-Stokes). Una solucién suave para las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes es
una funcion v en el sentido cldsico tal que cumpla (2.42), donde v € C([0,T]; C*(R?)) N
CH[0,T]; C(R?)) con v|=o = vp.

Teorema 6 (Existencia de Soluciones locales para las ecuaciones).

Dada una condicion inicial vg € V'™, m > 3, entonces
(i) Eziste un tiempo T y ¢, > 0, con

1
T< -~ (2.83)

= cmllvollm

tal que para cualquier viscosidad, 0 < v < 00, existe una unica solucion

v € C([0,T]; C3(R?)) N C*([0, T); C(R?)), para las ecuaciones de Euler o Navier-
Stokes. La solucion v¥ es el limite de una subsucesion de soluciones aproxrimadas,
ve, en las ecuaciones (2.77) y (2.78).
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(ii) Las soluciones aprozimadas v¢ y el limite v¥ satisface las siguientes estimativas
de energia:

[[vollm
sup ||v° < 2.84
S 1l < T Tl (2.84)
up [l Ivolln
0<t<T S e ||vo | m

(111) Las soluciones aproximadas y el limite v” son uniformemente limitados en el
espacio  L([0,T]; H™(R?)), Lip([0, T}; H"*(R?)) y C ([0, T]; H™(R?)).

Para demostrar el teorema anterior, necesitamos de la siguiente proposicion.

Proposicién 7 (Estimativa de Energia H™).
Sea vy € V™. Entonces la tnica solucién reqularizada v¢ € C1([0,00); V™) para la
ecuacion (2.77) satisface

SN+ AT, < el VTl (2:85)

Demostracién. Sea v¢ es una solucién suave para la ecuacién (2.77)
v§ = vIZAV — PT[(Tv).V(Tv")]

Tomando la derivada D%, |a| < m, y luego multiplicando por D*v¢ e integrando sobre
R3, tenemos:

(D%vf, D*v") = (vD*J2Av, D*0) — (D*PI[(Tev).V(Teve)], Do)
= —u(J2D*Av¢, D*v) — (PI[(TJ).V(D*T°)], D*v°)
— (D*PIL(Tev).V (T )] = PI[(Tev). V(D" Tev)], D*vF)
= —v||JD*V |5 = (PI[(Jev). V(D Tevf)], D*v°)
— (D*PI[(Tevf).V(Jev)] = PI[(Tev). V(D Tev)], D)
luego, usando los lemas (4), (8) y el teorema de Divergencia, tenemos:
(PI(Tev). V(DT )], D) = (Te[(Tev). V(D Jeve)], PD )
= (Fa).(D*T), TD™)
%w Y (JDP)
— —é(div Jve, (J.Dv)?)
= 0.
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Sumando sobre |a| < m, tenemos:

1d
2 dt

Por lo tanto,

o5, + VI TVl < ([0l Y ID(Tev)-V(Te)] = [(Tev)-V (D Tev")] o

[a<m
< [t (IV T | | D™V Tt o + (| D™ Tevf[|o] V Tevf] )
< Cm|~7EVU€|OO||vEH3n

1 d € € € €
5 7 10l + VITV 5, < eml VTt ool o] 7

Demostracién. [Prueba del Teorema 6] Primero vamos a mostrar que la familia (v¢) de
soluciones regularizadas es uniformemente limitada en H™. De la estimativa (2.85) y la
desigualdad de Sobolev (2.5), desde que m > N/2 + 1,

y por lo tanto, para todo ¢,

d
%HUEH?TL < o] TV o [l0fI7,
< cnllfly, (2.86)
[[vo]|m [vollenT
sup |[v]|,, < = ||lvol||m + uC 2.87
OStET || || 1 — CmTHUOHm || 0|| 1 — CmT”UOHm ( )

Asi la familia (v°) es uniformemente limitada en C([0,T]; H™), m > 3/2, desde que
T < (cmlltollm) ™

Ademés, la familia (dv®/dt) es uniformemente limitado en H™ 2. La ecuacién (2.77)
implica que, para m > 3,

dv¢

o V|| TEAV 2 + [ PIL(Te0)- V(TN 2

= A+ A

IN

m—2

e Estimativa para A;.

A < ]| T
= [|T(T)m < v || T < cv[|[v]Im

e Estimativa para A,.

Ay < d[(Tev). V(T ) [[m—2

< c[|T o D"V (T ) lo + 1 D™ (Tev) o]V T ] -
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Por otro lado,

1DV Tt lo < ell Tevf||m < el lm
esta ultima estimativa por (2.16).

ID™ (T lo < ¢ 1T -2 < [Vl

| TV oo < [0e|oo < € V||
esto ltimo por la inmersién continua en el espacio C*.
VIV oo = [TV |0 < [V < €[ VU 2.
Asi,
Az < |7,

Por lo tanto,
dv©
dt

y como ||v¢||,,, es uniformemente limitado, dado 0 < v < oo la familia (dv¢/dt) es unifor-
memente limitada en H™ 2.

< e )|v|lm + cllvel5,

Lema 13. La familia (v°) es una subsucesion de Cauchy en C([0,T]; L*(R?)). En parti-
cular, eziste una constante ¢ = c(||vo||lm, ') tal que para todo € y €, tenemos:

sup |[v¢ — v, < ¢ max(e, ¢)
0<t<T

Demostracién. Usando la ecuacion (2.77), haciendo algunos calculos similares como
antes, tenemos:

—— |t =2 = v <‘7€2Ave — J2A0¢ vt — va)

~ (PILT).V(T")] = PIN(T® ).V (T 0 = )
= Th+1,

e Estimativa para 7.

/

(T?Ave — jﬁAve/, Ve — %) (T2 — T7)Av, v — Ue,) — [TV (v — Uel)”(QJ

(
((F2 = TH A v — o)

<

< 172 = IHA oot = v

< (T2 = Id)Avf[lo + (T2 = Td)Ave o) [[o* = vlo

< feell(e + 1) 20| + e (T + Td) Aol o = o[l

< fee (1T + 180 1) + e (1T A0 + |0 1)]
o = ol C

< ee (Sl + el ) + e (Sl s + 1ol ) | Mot = o

< emax(e, ) Joflsllo” = vl
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€

e Estimativa para 75, utilizando también las mismas herramientas y el hecho que v
es de divergencia nula.

(PI(Tev).V(Tev)] = PT|(Tov).V (Tev)], v = o) =

((Je = T)[(Tev).V (Tev)], 07 — )
+(Je(Te = Z)v V(T )0 = o)
H(ToTo (v = 0).V(Teo)], 0" = v7)
(T (Teov) V[(Te = Te)v]), 0 = v7)
+($/(($/v6').V($ (v —v9)), 0" — %)
— Ry + Ry + Rs + Ry + Rs.

Usando las desigualdades (2.6) y (2.5), obtenemos:

Ryl < (T = T (T T (Tt follo* — ol
{1 = 1TV (TNl + I1(Ter — 1) (Tev) - (T o} o = v [l
eell (Tv). V(T + e | (Tev)- V(T )] o — ol
cmax(e, )[(Jv"). V(T o = o o

o

cmax(e, )[o°|7, v — v lo.

VAN VAN VAN VAN VAN

Para la siguiente estimativa usamos (2.16), (2.15):

1(Te = T )oY (o) Jol| Ter (v = o) o

c[I(Te = 10"V (o) o + (T = 1d)v .V (Tev)lo] [[v = v lo
cfcel[v.V(Tev) 1 + ce'[v. V(T [ H]v = v lo

cmax(e, €)||[vC. V(T 1o = v ||o

emax(e, )[vo°[|7, v — vlo-

| R

VAN VAN VAN VAR VAN

Anélogamente para el resto,

Rl < el ()91 = Tl = v o
< eflTr” el (T = TV o + [0 1ol V (T = For)ocHler = ol
< emax(e, ) o nlle? nlle” = v o
ol < ellTolo" = ). 9(TaY oo = v
< e [1uv = vl F(T o + 17 (0" = o) ol (T ] e = v g

i [
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Ry = (Jov" V|To(v =v)], Jo (v =)
= Tt V[T (v¢ — v9)]. T (v — v )da

R3
1 / !
= — [ T V[(Ju(v —v))?|dx
2 R3
1 ’ /
= —/ (div Jov®) [T (v — v )]dx = 0.
2 Jus
Luego, combinando los resultados y de la desigualdad (2.84), llamando M = M (||vg||o, T'),
tenemos:
d € ¢ / € €
10" = 0% lo < c(M)[max(e, €) + [l — v [|o]
! T !
v = v 0 < exp(c(M).T) [/ exp (—c(M)s) ¢(M) max(e, € )ds + ||vg — v§ ||o]
0

< exp (¢(M)T) [max(e, ') + ||[v5 — v§ ||o] — max(e, €)

sup || — v ||o < ¢(M,T) max(e, €) (2.88)

0<t<T

Esta ultima desigualdad la obtenemos, pues v§ = v .

Asf v¢ es una subsucesién de Cauchy en C([0, T, L*(R?)) y como el espacio C([0, T], L*(R?))
es completo, luego v converge fuertemente en v* € C([0, T|; L*(R?)).

Vamos ahora aplicar el lema (5) para la diferencia v — v¥. Tomando s = m, usando
(2.87) y de la convergencia de v, obtenemos:

sup [[v = 0"l < e([[volm, T)e'="/™

0<t<T

de aqui, para todo m’ < m tenemos convergencia fuerte en C([0,T]; H™ (R?)).

Como 0 < 7/2 < m/ < m, eso implica convergencia fuerte en C([0,T]; C*(R?)), esto es
debido a que si s > N/2+ k y v € H*(RY), entonces v € C*(RY).

También de la ecuacién,

v = VT2 — PI[(T") V(T
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Por lo tanto,
vf — vAVY — P(v”. V) em C([0,T], C(R?))

Por otro lado, v; — v{ en el sentido distribucional, pues considere ¢ € C§°, luego
<Ut67 (10> - - <U67 (Pt>

Tomando limite a ambos lados tenemos, y luego usando la definicién de derivada distri-
bucional

- <U67 90t> — - <UV7 ()Ot> = <Uzl£/7 ()0>

Por lo tanto,

vy = vAvY — P(v”.Vo")

Por la equivalencia del problema, entonces v satisface la ecuacion de Euler o Navier-
Stokes.

Para probar el (iii) del teorema 6 usaremos las nociones de convergencia débil. Nosotros
tenemos que,

sup [[v|lm < M (2.89)
0<t<T
d €
sup v < M, (2.90)
o<t || dt ||, o

de ahf v¢ es uniformemente limitado en el espacio de Hilbert L*([0, T]; H™(R?)), por el
Teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesion que converge débilmente para

v’ € L*([0,T); H™(R?)) (2.91)
Luego, para cada t,
[[0" |l < M
Esto, implica que v* € L*>([0,T], H™(R?)).

Un argumento similar, aplicado a la estimativa (2.90) muestra que v* € Lip([0, T|; H™2(R?)).

Ademds, v es continua en la topologia débil de H™(IR?), para probar que v € C,, ([0, T]; H™(R?)).
Como v¢ —= v* em C([0,T]); H™). Se sigue que,

[, v(., 1)] — [, v"(.,)] uniformemente em [0, T] para qualquer ¢ € H~™ (R?).
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Usando el hecho que H~™ (R?) es denso en H™(R?) para m/ < m, tenemos
[0, v(., 1)] — [, v”(.,t)] uniformemente en [0, T], para cualquier p € H™(R3).

Esto implica que v* € C, ([0, T]; H™(R?)).

Teorema 7 (Continuidad en la norma superior). Sea v la solucion descrita en el
teorema (6). Entonces

o € C([0,7): V™) N CH ([0, T); V72
Demostraciéon. En virtud de la ecuacién de Navier-Stokes, es suficiente mostrar
v’ e C([0,T); H™(R?)).

Como v” € Cy,([0,T); H™(R?)), es suficiente mostrar que la norma ||v(t)]|,, es una funcién
continua en el tiempo, pues si tenemos lo anterior, considerando t, € [0, 7], luego

HUV('7t) - UV(wtO)”?n = (UV<"t) - UV(‘atO)aUV('vt) - UV("tO))
= (V(.,t),v"(., 1)) =2 (V" (., 1), 0" (., t0)) + (v"(., t0),v" (., to))

Como v* € C,([0,T], H™(R?)), y v*(.,to) € H™(R?), tenemos
v (., t) — v”(., to) fracamente.

Ademas por la continuidad de la ||v(t) ||, tenemos que ||v(t)||m — [|v(fo)]|m . Sustituyendo
en la igualdad anterior, obtenemos que v* € C ([0, T|, H™(R?)).

e Caso 1: v=0
Por la desigualdad (2.87) y usando el hecho que para t fijo,
lim sup [|v"[m = [[0°[lm
e—0
obtenemos

HUOHm
- CmTHUOHm

sup HUOHm < ] (2.92)

0<t<T

Del hecho que v° € C, ([0, T]; H™(R?)), tenemos

lim inf [0, 8)[lm > [[vo]lm-
t—0t+

De la estimativa (2.92), tenemos

lim sup HUO(., Ollm < [|vol|m-
t—0+

Por lo tanto, lim;_,o+ [[v°(., )|/ = |[vo]|m- Esto nos da la continuidad fuerte para
la derecha en t = 0. Como el analisis que hicimos para las ecuaciones de Euler
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es reversible en el tiempo, podemos igualmente mostrar continuidad fuerte para la
izquierda en ¢t = 0.

Resta mostrar continuidad en la norma ||.||,, de la solucién para t # 0.
Considere un tiempo Ty € [0,7] y la solucién v°(.,Ty). En este tiempo fijado,
00(., Ty) = vg® € H™(R?) y a partir de la relacién (2.87),

[[v0]|m
CmTOHUO”m

[T < (293)

, T .. . . .
Asi, podemos tomar v,° como dato inicial, construir en un intervalo de tiempo y

de manera similar resolver la ecuacién regularizada (2.77). Obtenemos soluciones
aproximadas vf, (., t) que satisfacen la relacién (2.86),

d
_HU;OHm < Cm|~7evv%o|oo||UETo||m < CmHU%onn
dt

podemos pasar a un limite en v7;, como antes y encontrar una solucién v para la
ecuacién de Euler en un intervalo de tiempo [Ty — T", Ty + T"] con dato inicial vy, .
Siguiendo las mismas estimativas como arriba, obtenemos que el tiempo 7" satisface
la restriccion

0<T < Ty

Cml[volIm
Ademds, esta solucién v debe concordar con v° en [Ty —T", Ty +T']N [0, T] en virtud
de la unicidad de soluciones y del hecho que v° y ¥ coincide en t = T, € [0, 7).
Siguiendo el argumento anterior usado para mostrar que ||v°||,, es continua en ¢ = 0,
concluimos que ||0]|,,, es continua en Ty. Luego [|v°||,, es continua en Tj.

Como Ty € [0, T] es arbitrario, tenemos apenas demostrado que [[v°||,, es una funcién
continua en [0, 7] y por el hecho de que v° € C,,([0,T]; H™(R?)), obtenemos,

0 € O([0,T); H™(R?)).

Caso 2: v >0

Tras el inicio del argumento en el caso 1, se obtiene que v tiene continuidad fuerte
para la derecha en t=0, de manera andloga sucede aqui. Note que la estimativa
de energia H™ implica una informacién adicional para el caso v > 0. Esto es,
integrando respecto de 0 a T en la relacién (2.85), tenemos

1 1 T T
S CDIE = el v [ 1TV < [ 9T
0 0

g 2 1 2 1 2 g 3
v [ NIt < el = ST+ o [
0 0
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y de la estimativa (2.84), tenemos

T
y/ |7V |%dt < M
0
donde M = M(||vol|m,T)-

Luego el limite v* € L*([0,T]; H™™(R3)) (el limite dependerd de v y no es verdad
para la ecuacién de Euler).

Asi, para casi todos los Ty € [0,T],v(.,Ty) € H™(R3). En particular, para cual-
quier § > 0, existe Ty < & con v(.,Ty) = vi® € H™(R3).

Tomando UOTO como dato inicial y repitiendo la construccion de existencia anterior
con m + 1 en vez de m, tenemos una solucién en C([Ty, T']; H™(R?)), para todo
m < m+ 1.

Es suficiente controlar ||vg, [/, independiente de e. Siguiendo las estimativas para
el intervalo de tiempo 7" en términos de los datos iniciales, como antes, podemos

1
mostrar 7' < 7" < —||vg||,». Una vez mas, por unicidad de soluciones, esta solucién
c

es idéntico a v” en su intervalo de existencia. Como § > 0 fue arbitrario, esto implica
v € C((0,T].H™(R3)). Combinando, con la continuidad fuerte a derecha en ¢ = 0,
resulta v” € C([0,T]; H™(R?)).

Observacion 2. En la construccion anterior, los datos iniciales solo controla el tiempo
de existencia de la solucion, desde que

Te 1 (2.94)
Cml|vollm
FEl hecho de que la solucién v € C([0,T]; H™(R?)), implica que puede ser continuado en el
tiempo, desde que ||v(.,t)||m permanece limitada. Esto es, la construccion de una solucion
en un intervalo de tiempo [0,T], donde T satisface la desigualdad (2.94). En el tiempo
T, se escoge v(z,T) como datos iniciales para una nueva solucion y repetir el proceso,
continuando la solucidn en un intervalo de tiempo [T, T para lo cual

c
T < ———
[0( T)|m
Es evidente que el proceso puede ser continuado, para todo tiempo o hasta que ||v(.,t)|m
se vuelva infinita.

Corolario 2. Dada una condicion inicial vy € V™, m > [N/2]+2, entonces para cualquier
viscosidad, v > 0, existe un tiempo mdzimo de existencia T* (posiblemente infinito) y una
solucion inica v’ € C([0,T*); V™)NCY([0, T*); V™=2) para la ecuacién de Euler o Navier-
Stokes.

Ademas, si T* < oo entonces necesariamente limy_, -

V(o )| = 0.
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CAPITULO III

HIPOTESIS Y VARIABLE

3.1 Hipodtesis

3.1.1 Hipdtesis general

Considerando las condiciones del teorema de Kato, mostraremos la convergencia de la
solucion de Navier-Stokes a la solucién de Euler.

3.1.2 Hipdtesis especifico

1 Por el teorema de transporte, conservacion de Momento y Masa, deduciremos las
ecuaciones de Navier-Stokes y Euler.

2 Para garantizar la existencia de la soluciéon de Navier-Stokes 6 Fuler es necesario
usar la hipétesis de que encontrar la solucion a dicha ecuacién equivale a encontrar
un operador F, para el problema regularizado y luego usar el teorema de Picard,
posteriormente via limite se encontraria para el problema original de Navier-Stokes
(Euler).

3.2 Variable de la investigacion

En este trabajo, definiremos nuestra variable v¥ como el campo de velocidad del fluido
viscoso de la ecuacién de Navier-Stokes, con v € L* ([0, T]; H™(2)).

45



3.3 Operacionalizacion de variables

de soluciones)

Variables Definicién Definicién Dimensiones Indicadores
Conceptual Operacional
La funcién v” es el vV — Y
campo de velocidad | uniformemente RY, v € C* ([0, T]; CH())
i del fluido viscoso, en L% (Q), 2<d v € L2([0,T]; H™(Q))
solucion de la cuando
ecuaciéon de v — 0.
Navier-Stokes (convergencia

Definicion operacional de la variable

En el trabajo, nuestra definicién operacional con relaciéon a nuestra variable serd la de

cémo v¥ , un fluido viscoso, se aproxima a v

0

, un fluido no viscoso, a medida que v se

vuelva cada vez mas pequeno, v — 0. Para ello emplearemos la estimacién de v” en su
ecuacion, posteriormente con resultados de los espacios de Sobolev demostraremos 4 lemas
que seran requeridos para la convergencia de la solucion de la ecuacion de Navier-Stokes

a la solucién de la ecuacion de Euler.
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CAPITULO IV

DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipo de diseno y diseno de la investigacién
En este trabajo se muestra un tipo de investigacion no experimental, cuyo diseno es

Longitudinal, ya que nos centramos en como cambia la solucion de Navier-Stokes a la
solucion de Euler, mediante la convergencia.

4.2 Meétodo de la investigacion

El estudio de la investigacién es de caracter cientifico-tedrico y el método usado es del tipo
inductivo - deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

4.3 Poblacién y Muestra
La poblacién de nuestro trabajo estd conformado por el conjunto de Ecuaciones Diferen-

ciales Parciales y se tom6 como muestra de estudio dos ecuaciones diferenciales parciales:
Navier-Stokes y Euler.

4.4 Lugar de estudio

El lugar de estudio es en la linea de las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

4.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccién de la
informacién
Para la realizacion de nuestro trabajo de tesis se revisara bibliografia especializada y reco-

pilacién de informaciones obtenidas via internet, proyectos (paper) y libros relacionados
al tema.
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4.6 Plan de Trabajo

Durante el desarrollo del proyecto, primero nos enfocamos en deducir las ecuaciones de
Navier-Stokes y Euler, para ello haremos uso de las EDO, el teorema de transporte y
la conservacién de Momento y Masa, posteriormente garantizamos sus respectivas solu-
ciones de manera global, en esta parte definiremos el espacio apropiado para que ambas
soluciones de dichas ecuaciones existan y finalmente con otras condiciones demostraremos
el resultado de Kato y asi demostrar la convergencia de las soluciones de Navier-Stokes a
las soluciones de Euler.

4.7 Anadlisis y procedimientos de datos

Por la caracteristica del trabajo no se realiza ningin analisis estadistico.
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CAPITULO V

RESULTADOS

5.1 Convergencia de la solucion de Navier-Stokes a
la soluciéon de Euler

Para lograr el objetivo de la Tesis, lo escribiremos en 2 teoremas que acontinuacién se
presenta:

Teorema 8 (Kato). Supongamos que vy € H, H es el espacio de la funciones de diver-
gencia libre v € L*() conv-n =0 en [ en el sentido trazo, y v € C* ([0, T]; C*(Q)).
Ademds, supongamos que:

(a) vy — v) en L*(Q), cuando v — 0,

(b) f € LY([0,TT]; L*(%)),

(¢) I\f = Fllzrqorrz@) — 0, cuando v — 0.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) v (t) = v°(t) en L*(Q), cuando v — 0 uniformemente sobre t € [0,T],
(ii) v*(t) = v°(t) en L*(Q), cuando v — 0 débilmente para todo t € [0,T],
(iii) VfOT V0" [|Z2qdt — 0, cuando v — 0,

(iii’) VfOT V" || 22, dt — 0, cuando v — 0,

donde T',, es la frontera de ancho cv con ¢ > 0, fijo pero arbitrario.

Teorema 9. La siguiente condicion es equivalente a las del Teorema 8,

o T y
(") v [, |lw(v )H%%Fw)dt — 0, cuando v — 0.
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Ademds, si la solucion v° € C([0,T] x C*(Q)), entonces la condicién (ii’) y las condici-
ones del Teorema 8 son equivalentes a la siguiente condicion:

(iii”’) v! fOT ||U”||%2(Fw)dt — 0, cuando v — 0

Al demostrar la equivalencia de estos teoremas, damos a entender que con 2 nuevas condi-
ciones podemos obtener el resultado que Kato demostro, la cual consiste en la convergencia
de la solucion de Navier-Stokes a la solucion de Euler.

Mostraremos las equivalencias (iii") — (iii"”) — (i), posteriormente (iii") — (i7i"") — (7).

Y con esto daremos culminacién a este trabajo.

Afirmacién 1: (ii7") — (iii"), es trivial, ya que, por el Lema (10), tenemos:

1
HwH%Z(rw) = §HVUH%2(FC,,)'

integrando de 0 a T y multiplicando por v, obtenemos:

T ) 1 T )
1// w3, dt = 51// IVollz2p,, ) di.
0 0

Luego, cuando v — 0, se tiene: l/fOT lw||Zp,,,dt — 0.
Afirmacién 2: (iii”) — (i).

Considerando 6 = cv. Se sigue de (2.48) y (2.49) que para todo t € [0, T,

17 (8) = OOy = [0 Oy + [0 By — 20°(8), 0°(1))
T
< 0(0)[2ay + 2 / (f, 0 (O)dt + [ O)]
T —
+2 [ ()it = 200,00
0
[0 (t) = (D)1 720) < 1 —2(0", 0" = u) 4 2[[0°(0) |72

T —
+2 / [(f,0") + (f,0%)] dt, (5.1)
0
donde:
ar = [0 (0) |72y — [V (0)]Z2(q) — 2(v”, u)
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Por otro lado, observemos que: a; — 0 uniformemente en [0, 7], cuando v — 0, desde
que 0 = cv. Debido a:

aal < [0 (0) 2@ — IOl Faqey | + 21", )
< O (0) 1220y = 0°(0) |20y | + 210" | oo o,z 1l Loo o722
< CJlv”(0) = 0°(0)]| 2 (@) + Cv'?

Esta ultima desigualdad por (2.50), (2.53) y de la hipdtesis del item (a).

Reescribiremos la expresion: 2|[v°(0)]|2,,o.—2(v¥, v°—u), para ese propédsito, consideremos
L (Q) ) ) )

¢ = v° — u como una funcién de prueba,

(0,00 — ) — (°(0), 0°(0) — u(0)) — /Ot (0%, 0" - V(0 = w)) — (T, V(e — u))
+(f, 0" =) + (0", 0,(0° — )] dt
(0 —u) = (v”(O),vO(O)—u(O))—l—/Ot (o, 0" - V(0 - u))
UV, V(00 =) + (00 — ) + (o7, B0 — )] dt,

Multiplicando por —2, tenemos:

2", 0" —u) = —2(v(0),2°(0) 2/0 V(@ —u))
—v(Vv", V(@ —u) + (f,0° —u) + (v, 0,(0° — u))] dt

Sumando la expresién: 2||v”(0) H%Q(Q) a ambos lados y separando un término de la integral,
se tiene:

=2(0", 0" —u) + 2" (0)[|72 ) = 2(v"(0),v"(0)) = 2(2"(0),v"(0)) + 2(v"(0),u(0)

+2 /Ot(f, w)dt + /Ot [—2(v”, 0" - V(0° - u))

+2u(Vo”, V(0 — u)) = 2(f, 0°) — 2(v”, 8, (0° — u))] dt
200", 0% — u) + 207 (0) |22 = a2+ /Ot [—2(0”, 0" - V(0° = w)) + 20(Vo”, V(° — u))

—=2(f,0") = 2(v", 0,(0° — w))] dt (5.2)
donde:

s = 2(v”(0),07(0)) — 2(v*(0),v"(0)) + 2(v”(0), u(0)) + 2/0 (f,u)dt
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para lo cual,

IN

2| (07 (0), 0" (0) — *(0))] +2](v*(0), u(0))] + 2 / ()l dt
200% (0)]| 2y [07(0) — 2 (0)]| 2y + 2[10* (O] ey 14(0) | ey
2 / 1Lzl ey

2[|0”(0) | 2201 (0) = 0°(0) || L2y + 20" (0)]] L2 (- 1(0) | 22
2|l oo (o, ;2 ) - f 1 22 (0,17 22 0))

|C¥2|

IA

IN

Por lo tanto: as — 0, cuando v — 0 en [0, 7| por las hipétesis del item (a), (b) y (2.53).

Por otro lado, del dltimo término de (5.2), es:

/Ot [—2(v",0,(v° — u))] dt = —Q/Ot(v”,étvo)dt n Q/Ot(v”,atu)dt.

0

Como v" es solucién de la Ecuacion de Euler, se tiene:

/Ot(vv’atvo)dt = —/Ot (0", 0° - Vo) + (0", )] dt.

Ademas por (2.50) y (2.53),
¢

/ (v”, Opu)
0

Luego de (5.1), podemos expresarlo de la siguiente manera:

IN

t
/ 0|l 2o lBetll 2
0

< HUVHLOO([QT]%LQ(Q))'HatuHLl([O,T];L?(Q)) < Ccv'/2,

() =" Ollf2) < a1t +2/0 (0", Oyu) +2/0 [(f,0") + (F,0") = (f,0") = (0", )
— (v, 0" - V(@ =) + v (Vo' V(@ —u)) + (07,00 - V)] dt

o0~ Wl < a2 [ [ F =) = (070 V6~ )
+v (Vo¥, V(0" = u)) + (v",0" - V°)] dt,

donde: o = oy + ap + 2 fg(v”, Owu) y a — 0, cuando v — 0. Pero,

(0" =), (0" =2%) - V%) = (@, 0" V') = (0", 0" V) — (070" - V) + (07,07 - Vo°)
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Los términos anteriores se desvanecen por el Teorema de Green y la regularidad de v°.

Asi tenemos:

o) = 'Ol < a+2 / [(F = Fov =) = (0" =), (0" =) - )

+(”

V) + v (Vo", V(o —u))] dt (5.3)

< a+R+2//|v — ]Vvo|dt

donde:

R= /0 [2(f = 0" =0") + 20 (Vo", V(@ —u)) +2(v", 0" - Vu)] dt (5.4)

Acotaremos los 3 términos de R:

e Primer término,

/0 |(f—f,v”—vo)|dt

Por la hipétesis del item (c),

e Segundo término,

/Ot (Vo¥, V(1 —u)) dt‘ <

IN

IN

IN

t
< / 1f = Fllzae - 10" = 0l oyt
0
t —
< HUV — UOHLO@([O,T};L?(Q)) : / Hf - f||L2(Q)dt
0

= v = |l ooz - 1 = Fllorqorize @)

entonces: fot |(f = f,v" —2°)| dt — 0, cuando v — 0.

t
/(Vv”,Vu)dt'
0
t
/ <w<vv>7w<u>>dt\
0
t
y/ 176 - V00 | et
0

t
v /(Vv”,Vvo)dt’—l—V
0

¢
v /(Vv”,Vvo)dt’—i-Ql/
0

t
"y / (0”2l ()| ey
t
VHVUO”LOO([O,t];L?(Q))-/ ||VUV||L2(Q)dt
0

t
Cv / 10 (") 20y |Vl ey dt

OV||VUV||L1([0¢};L2(Q)) + CV5_1/2HU)(UV>HLl([O’t];Lz(Fé)).
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Usando el Lema (10) y (2.53). Cuando v — 0, la primera expresién tiende a 0 por
(2.52). Para la segunda expresién, desde que § = cv,

v P llw@) | oaeewyy = OV @)l o)
< CvM"PEP)lw(0”) || 2o re o)

. 1/2
— COf\/? (1//0 Hw(v”)HiZ(rw)dt) )

El cual, por la hip6tesis (i4i”) tiende a 0, cuando v — 0.

e Tercer término, aplicamos los Lemas (11), (12), (9), ademas de (2.53) y (2.51),
para obtener:

/Ot(v”,v”-Vu)dt‘ - /Ot(u,v”-Vv”)dt‘:2 /Ot(u,v”-w(v”))dt‘

IN

t
e A P O P
0

IN

t
CW/HVWmeWMWWBmﬂt
0

C? V0" || 2 o.rsza sy -0 lw () || 2oy caces )

t 1/2
0(§mewm§mj

Debido a la hipétesis (iii”), tiende a 0, desde que § = C.

IN

IA

De (5.3), tenemos:

t
Hv”(t)—vo(t)ﬂig(m < a+R+2/O/Q|v”(t)—vo(t)|2.|Vv0|dt

t
< a+R+/ [0"(8) = 0° () 1720y 1 V0" | L2yt
0

Aplicando la Desigualdad Generalizada de Gronwall, se tiene:

t
HUV_UOH%Q(Q) < (Cz—i—R)—l—/ HVUOHLQ(Q)-(CV‘i_R)- (efo HVv0||L2(Q)dz> ds
0

< (a+R) (1 + HVUOHLOO([O,T];LZ(Q))-t.eW”O”Ll([o,ThL?m)))

Asi, cuando v — 0, tenemos que: (o + R) — 0 y la expresién siguiente es acotada.

Por lo tanto, v*(t) — v°(t) en L*(Q), cuando v — 0, uniformemente sobre ¢ € [0, 7).
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Afirmacién 3: (i) — (iii”’), es trivial ya que por el Lema (9), tenemos:
T T
o [t < 7 [ OV e
0 oT
= C’V/O ||Vv”|]%2(rw)dt
Como la expresion derecha tiende a 0, cuando v — 0. Por lo tanto, se obtiene el resultado.

Afirmacién 4: (iii”’) — (i)

Asi como en la prueba del item (757”) — (i), el inico cambio que hacemos es como acota-
mos el segundo y tercer término de R de (5.4).

Para acotar el segundo término en R, hacemos:

t t t
1// (Vo¥, V(0 — u)) dt’ <v / (Vo”, Vvo)dt‘ +v / (Vo”, Vu)dt‘ .
0 0 0

En el término derecho aplicamos el teorema de Green para tener, (Vv”, Vu) = —(v”, Au),
ya que u se desvanece en la frontera I'. Luego usando (2.54)

t t t
u/ (Vv”,V(vo—u))dt‘ < y/ ||VU”||L2(Q).||w0||L2(Q)dt+y/ |(v”, Au)| dt
0 0 0

t t
S V/ ||V’UV||L2(Q)||VUO||L2(Q)dt+V/ ||’UV||L2(F5)~||Au||L2(F5)dt
0 0

t
< CV||VUV||L1([0¢];L2(Q))+OV_1/2/ 0¥l 2y di
0

. 1/2
< OV||V” || iogsrey + CtY/? (V_l/ ||UV||%2(F5)>
0

Cuando v — 0, usando la hipotesis (iii”’), converge a 0.

Luego, para el tercer término de R, acotaremos de la siguiente manera:

t t
/O(U”,v”-VU)dt‘ < IIWHLM[O,TJXQ)/O 10" (|22, dt

c [,
< T [ Bt
vJo

por la hipétesis (iii”’), converge a 0.
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Luego de (5.3) y aplicando la Desigualdad Generalizada de Gronwall, se tiene:
UO
||UV _ UOH%Q(Q) < (O./ + R) <1 + ||VU0||Loo([0’T};L2(Q)).t.@”v HLI([O,T];LQ(Q))>
Asi, cuando v — 0, a + R — 0. Por lo tanto:

v”(t) — v9(t) en L?(Q), cuando v — 0 uniformemente en [0, 7).
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CAPITULO VI

DISCUSIONES

. Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nombre de Claude-Louis Navier y George
Gabriel Stokes. Se trata de un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales que describen el movimiento de un fluido. Estas ecuaciones se obtienen
aplicando los principios de conservacién de la mecanica y la termodinamica a un
volumen fluido.

. En dinamica de fluidos, las ecuaciones de Euler son las que describen el movimiento
de un fluido compresible no viscoso. Estas ecuaciones se llaman asi en honor de
Leonhard Euler quién las dedujo directamente de las leyes de Newton. Su expresion
corresponde a las ecuaciones de Navier-Stokes cuando la viscosidad es despreciable,
es decir, v = 0.

. En nuestro trabajo fueron usados algunos resultados de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, Ecuaciones Diferenciales Parciales y Analisis Funcional.

. Uno de los problemas de este presente trabajo era la de garantizar la existencia
y unicidad de soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en R3, ya que por el
momento solo es posible en el sentido clasico, fuera de ello, no es posible la unicidad.

. Acerca de la convergencia de la solucién de Navier-Stokes a la solucién Euler, todavia
es un problema abierto en la mecanica de fluidos para las matematicas.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES

1. Se probé la existencia y unicidad de soluciones de ambas ecuaciones, usando el
Teorema de Picard en espacios de Banach.

2. Luego, por el teorema de Continuacién de una EDO auténoma en un espacio de Ba-
nach, llamada criterio de Beale-Kato-Majda, extendemos las soluciones de manera
global.

3. Hemos observado con ayuda del Teorema de Kato, como la soluciéon de la ecuacion
de Navier-Stokes converge a la solucion de la ecuacién de Euler, mediante la equi-
valencia de teoremas.
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CAPITULO VIII

RECOMENDACIONES

. Este trabajo tiene la finalidad de brindar un apoyo al tema de mecédnica de fluidos
formulados con las ecuaciones de Navier-Stokes y Euler. Recomendaria que los
lectores interesados, primero se detengan en la deduccion de estas ecuaciones, para
mayor detalle ver [6].

. Para entender la metodologia realizada para garantizar la existencia y unicidad de
las soluciones de Navier-Stokes y Euler, se recomienda leer [13].

. En la ultima parte del trabajo de tesis, acerca de la convergencia de las soluciones de
Navier-Stokes a las soluciones de Euler, pueden leer [8], luego [16, 17] y finalmente
[18], para un mejor entendimiento, ademas de, una secuencia légica de como cada
vez se fue reemplazando los datos para llegar a un mismo resultado.

. Para una mejor comprensién con respecto a las ecuaciones de Euler, leer [10], y para
las ecuaciones de Navier-Stokes, leer [15].
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ANEXO

ANEXO 1: Matriz de Consistencia

Problema Objetivos Hipétesis Metodologia Poblacion
Determinacién del Objetivo general Hipétesis general Tipo de La poblacién
problema Estudiar, las ecuaciones Considerando las investigacion en nuestro

Consideremos v¥ la solucién
de la ecuacién de Navier-Stokes
con viscosidad v en un dominio
Q en R%, d > 2 y consideremos
20 la solucién de la ecuacién
de Euler. En 1983, Tosio Kato
mostré que para soluciones
regulares, v¥ — v9 en

L2 ([0, T]; L?(£2)) cuando v — 0
si y solo si v||Vv” % — 0,
cuando v — 0,
donde: X = L2 ([0,T] X Tew).
Mostraremos que las condiciones
de Kato es equivalente a
v[jw(@")||% — 0, cuando v — 0,
ademds de v=1||v¥[|% — 0
cuando v — 0.

Formulacién del

problema

Lo que se pretende analizar y
responder es lo siguiente:
Problema General:;Cudles son
las condiciones para que la
solucién de Navier-Stokes conver-
ja a la solucién de Euler?
Problemas Especificos

1. ; De dénde provienen dichas
ecuaciones?

2. ; Seré posible la

existencia y unicidad de ambas

ecuaciones?

de Navier-Stokes y Euler,
asi como la convergencia
de la solucién de
Navier-Stokes a la
solucién de Euler.
Objetivos especificos
1. Deducir las ecua-
ciones de Navier-Stokes
y Euler.

2. Garantizar la exis-
tencia y unicidad de las
soluciones de las ecua-
ciones de Navier-Stokes

y Euler.

condiciones del

teorema de Kato,
mostraremos la
convergencia.

Hipétesis especifico

1. Por el teorema

de transporte, conserva-
cién de Momento y Masa
deduciremos las
ecuaciones.

2. Para garantizar la
existencia de la solucién
de Navier-Stokes (Euler)
es necesario usar la hipé6-
tesis de que encontrar

la solucién a dicha ecua-
cién equivale a encontrar
un operador Fe para el
problema regularizado y
luego usar el teorema

de Picard, posteriormente
via limite se encontraria
para el problema original
de Navier-Stokes (Euler).
3. Para los lemas y las
estimativas, se requiere
de algunos resultados

en espacios de Sobolev.

El estudio de la
investigacion es

de carécter
cientifico-tedrico.
Diseno de la
investigacién
Durante el desa-
rrollo del proyecto,
primero deducimos
ambas ecuaciones,
para ello, hacemos
uso de las EDO, el
teorema de Trans-
porte y la conser-
vacién de Momen-
to y Masa, poste-
riormente garan-
tizamos sus solu-
ciones de manera
global, definimos
el espacio apro-
piado para que
ambas soluciones
existan y final-
mente con otras
condiciones, demos-
traremos el
resultado de Kato,
asi obtenemos

la convergencia

de las soluciones.

trabajo esta
conformado
por el conjun-
to de las
Ecuaciones
Diferenciales
Parciales

y se tomé
como muestra
de estudio dos
ecuaciones:
Navier-Stokes

y Euler.
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