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RESUMEN

El presente trabajo trata del Control y Optimizacion de un Servosistema
Traslacional-Rotacional por Ubicacion de Polos.

En la primera parte del trabajo se encuentra el modelo matematico de un
sistema fisico de dos grados de libertad. Se trata de una planta que consiste en
un carro que tiene un movimiento traslacional y una varilla que transporta una
bola efectuando un movimiento rotacional. Usando las ecuaciones de Lagrange
se encuentra la dinamica del movimiento. EI modelo matematico esta
representado por dos ecuaciones diferenciales no lineales. Con el fin de aplicar
métodos de control lineal, es que se linealiza el sistema. Con el fin de aplicar
las técnicas de control por ubicacién de polos, es que se hace necesario que la
planta sea controlable. Para cumplir con este requisito es que se encuentra la
matriz de controlabilidad y luego se determina que el sistema es controlable.
Cumplido este requisito, es que se disefia un servosistema de tipo 1 cuando la
planta no tiene integrador. De acuerdo con los resultados obtenidos se observa
que la velocidad y el amortiguamiento no son suficientemente aceptables, es
que se modifica la ecuacién caracteristica deseada y de determinar una nueva
matriz de realimentacion con el fin de optimizar la respuesta en el tiempo del

sistema. El resultado final es la mejora de la performance del sistema.



INTRODUCCION
El presente trabajo de investigacion es de aplicacion de la teoria de control
moderno, es decir con aplicacion de matrices para las ecuaciones de estado y
de salida. La teoria de control clasico hace uso de la funcion de transferencia
en el tratamiento de la parte matematica. En cambio, la teoria de control
moderno hace uso de n ecuaciones diferenciales de primer orden por reduccion
de una ecuacion diferencial de orden n, facilitando la solucion por intermedio de
matrices. El presente trabajo usa como planta un sistema traslacional y a la vez
rotacional, de dos grados de libertad, cuyos modelos mateméaticos son dos
ecuaciones diferenciales de tipo no lineal. Esta planta presenta en su varilla-
bola dos estados de equilibrio: un estado estable cuando la varilla-bola esta en
posicion vertical hacia abajo y el otro estado inestable cuando la varilla-bola
esta en posicion vertical hacia arriba. En el presente trabajo de investigacion se
tratara de la posicion vertical hacia arriba es decir de estado inestable, donde la
fuerza de control u tratara de equilibrar a la varilla-bola mediante una ley de
control. Para que se haga posible su control y aplicar la teoria de control lineal,
el modelo matematico no lineal tiene que linealizarse, utilizando la serie de
Taylor. Para asi de esta manera obtener un modelo lineal, para luego verificar
su controlabilidad y observabilidad. Estas condiciones se exigen para el disefio
de realimentacion de estados con asignacién de polos. Luego se encuentra la
sefal de control adecuada al servosistema necesaria para encontrar la matriz
de ganancias de realimentacion y determinar asi la respuesta en el tiempo del
servosistema.
Finalmente se aplicara la teoria de control Optimo para determinar una
performance optima del sistema. Nuevamente se observa la respuesta en el
tiempo para verificar los resultados obtenidos.
El tratamiento de las matematicas a usar es de nivel avanzado tanto para
modelar la planta y obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento
usando las ecuaciones de Lagrange para obtener dinamicas no lineales. Luego
efectuar la linealizacion por la serie de Taylor. Se usara Matlab para observar la
respuesta en el tiempo y su estabilidad. Luego se aplicara la teoria de control
Optimo para encontrar una respuesta adecuada de tipo optimo.



l. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de larealidad problematica

El problema de disefio de un servosistema por el método de asignacion de
polos para que sea aplicable requiere que la planta sea controlable y
observable de tal manera que los polos en lazo cerrado del sistema se puedan
ubicar en cualquier posicion deseada mediante una realimentacion de estado
mediante una adecuada matriz de ganancias de la realimentacion. Se supone
que todas las variables de estado son medibles y que estan disponibles para su

realimentacion.

El problema que se presenta es el disefio de un servosistema de tipo 1 cuando
la planta no tiene integrador o sea de tipo 0O, tal como se muestra en la figura
N°1 siguiente.

A

y=Cx

YYvy

Fig. 1 Servosistema de tipo 1 cuando la planta no tiene un integrador
Fuente: Autoria propia (UNAC 2022)

El problema por determinar es la matriz de ganancia K de realimentacion de
estados por intermedio una ley de control u determinada por la configuracién
del diagrama del servosistema, de tal manera que el sistema disefiado tenga
una buena performance como respuesta ante una entrada escalon r de
referencia.

A manera de aplicacion del disefio del servosistema se considera un sistema

traslacional-rotacional que tiene estos dos tipos de movimientos. El carro



ejecuta un movimiento traslacional y la varilla que porta la bola ejecuta un

movimiento rotacional; es decir es un sistema con dos grados de libertad.

Esta planta consiste en un carro propulsor de masa M, al cual se le aplica una
fuerza de control u y una varilla rigida de longitud I cuyo peso no es
considerable en comparacion con la bola de masa m que sostiene y que tiene

que equilibrar en forma vertical.

Fig. 2 Planta traslacional-rotacional
Fuente: Autoria propia (UNAC 2022)

1.2. Formulacion del problema

Problema general
¢,Como la ubicacién de polos permite el control y optimizacion de un

servosistema traslacional-rotacional?

Problemas especificos
¢,Como la matriz de ganancias de realimentacion por ubicacion de polos

permite el control del servosistema traslacional-rotacional?

¢,Como la optimizacion del control del servosistema traslacional-rotacional

permite una buena performance?



1.3. Objetivos

Objetivo general
Control y optimizacién de un servosistema traslacional-rotacional por ubicacién

de polos.

Objetivos especificos
Control de un servosistema traslacional-rotacional por realimentacion con
ubicacion de polos.

Optimizacion del control de un servosistema traslacional-rotacional.

1.2. Justificacion

La justificacion delo trabajo de investigacién es de tipo tedrico-cientifico, que se
sustenta en que los resultados de la investigacion podran generalizarse e
incorporarse al conocimiento cientifico y ademas sirve para llenar espacios

vacios de conocimientos existentes.

1.3. Limitantes de la investigacion

Tedrica
La investigacién esta limitada a un sistema traslacional-rotacional de dos

grados de libertad para una posicion de equilibrio inestable.

Temporal

El tiempo establecido para realizar la investigacion, es de 12 meses.
Espacial

El espacio de trabajo es el ambiente donde se encuentra mi biblioteca de

consulta, el computador y la respectiva impresora
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.  MARCO TEORICO
2.1. Antecedentes:
Internacional
En la Universidad Complutense de Madrid (UCM), los alumnos, Alberto
Hernadndez Largacha, Marco Legaspi Martinez y Jaime Peladez Matrtin,
matriculados en la Facultad de Informatica, autorizan a la Universidad
Complutense de Madrid (UCM) a difundir y utilizar con fines académicos, no
comerciales y mencionando expresamente a sus autores, tanto la memoria
como
el codigo, la documentaciéon y/o prototipo del presente trabajo de Sistemas
Informaticos: “Control inteligente del péndulo invertido”
Presentan el disefio e implementacion de un robot basado en la plataforma
LEGO Mindstorm NXT. Donde se concluye que el sistema es capaz de
mantener el equilibrio y avanzar sobre sus dos ruedas gracias a la informacion
gue recibe de sus sensores. Se elabora un modelo matematico del prototipo
construido utilizando el método de Lagrange, se simula, y se disefia y sintoniza
una ley de control para el modelo propuesto combinando diferentes estrategias
de control como el control PID, LQR y la l6gica borrosa. Para la implementacion

se utiliza la herramienta de desarrollo de aplicaciones RobotC.

Nacional

En la Universidad Nacional de Ingenieria, Facultad de Ingenieria Eléctrica y
Electronica, el Maestro en Ciencias de la Electrénica con mencion en
Automatica e Instrumentacién, Ing. Ricardo Raul Rodriguez Bustinza presento
su trabajo de tesis titulada “Disefio e Implementacion de un Sistema de Control
No lineal Multivariable por Modo Deslizante Aplicado a un Manipulador
Robdético Traslacional de 2DOF”. En sus conclusiones dice que para el disefio
del sistema de control se requiere tener el modelo del proceso porque se quiso
experimentar la técnica de control por modo deslizante por ser esta técnica de
control robusta. Los resultados obtenidos fueron satisfactorios segun constan
las simulaciones realizadas. Las simulaciones experimentales realizadas han
demostrado que el sistema de control disefiado es apto para el seguimiento de

trayectorias arbitrarias del manipulador robdtico traslacional.
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2.2. Bases teoricas

Modelo matematico. Un modelo matematico se define de manera general,
como una formulacibn o una ecuacidbn que expresa las caracteristicas
esenciales de un sistema fisico o de un proceso en términos mateméticos. En

general, el modelo se representa mediante una relacion funcional de la forma:

variable variable i funciones
. =f( ] ) , parametros,
dependiente independiente de fuerza

donde la variable dependiente es una caracteristica que generalmente refleja el
comportamiento o estado de un sistema; las variables independientes son, por
lo comun, dimensiones tales como tiempo y espacio, a través de los cuales se
determinan en comportamiento del sistema; y las funciones de fuerza son
influencias externas que actian sobre el sistema.

La parte mas importante y fundamental de cualquier problema de control es la
representacion de la planta a través de modelos matematicos apropiados.

Por planta se entiende el equipo fisico relacionado con la cantidad a ser
controlada. Usualmente la planta se considera inalterable. Antes que se pueda
iniciar cualquier tipo de analisis o disefio de ingenieria es necesario abstraer
del objeto fisico en cuestion una descripcion en términos de férmulas
matematicas. Por ejemplo, el modelo matematico para un circuito eléctrico
consiste en el conjunto de ecuaciones de nodos y mallas que lo describen.

Un modelo matematico Unicamente proporciona una aproximaciéon al
comportamiento de un sistema real y fisico. Después de desarrollar técnicas
para controlar el comportamiento de modelos matematicos, se desarrollan
técnicas adicionales para saber cuanto debe aproximarse el modelo
matematico al verdadero comportamiento del sistema fisico y asegurar que
dicho comportamiento este debidamente controlado.

En teoria de control, existen dos métodos diferentes de representacion tales
como el método de la relacion entrada-salida, proporciona menos detalles,
razon por la cual es menos completo que el segundo, al cual se le conoce

como método de variables de estado.

12



Se utilizan modelos matematicos cuantitativos de sistemas fisicos para disefar
y analizar sistemas de control. La conducta dinamica se describe generalmente
mediante ecuaciones diferenciales ordinarias.

Como la mayoria de los sistemas fisicos no son lineales, se linealizan, de tal
manera que permite utilizar los métodos de transformadas de Laplace.

A continuacion, se prosigue para obtener la relacion entrada-salida de
componentes y subsistemas en la forma de funciones de transferencia. Los
bloques de la funcion de transferencia se pueden organizar en diagramas de
bloques para representar graficamente las interconexiones. Los diagramas de
blogues son herramientas muy convenientes y naturales para disefar y analizar

complicados sistemas de control.

Estado. El estado de un sistema es un conjunto de variables tales que el
conocimiento de estas variables y de las funciones de entrada, junto con las
ecuaciones que describen la dinAmica, proporcionan la salida y el estado futuro
del sistema. Para un sistema dinamico, el estado de un sistema se describe en
funcion de un conjunto de variables de estado x;(t),x,(t),...,x,(t). Estas
variables son las que determinan el comportamiento futuro de un sistema

cuando se conocen el estado presente de este y las sefiales de excitacion.

Sefales de entrada Sefales de salida
ul(t) —» —»  vi(t
®) Sistema y(t)
u2(t) ——> —»  y2(t)

Fig. 3 Diagrama de bloques del sistema
Fuente: Autoria propia (UNAC 2022)

Considérese el sistema mostrado en la figura 2, donde y,(t) e y,(t) son las
sefales de salida, con u,(t) y u,(t) como sefiales de entrada.

Un conjunto de variables de estado x,(t),x,(t),..,x,(t) para el sistema
mostrado de la figura, es un conjunto tal que el conocimiento de los valores
iniciales de las variables de estado x; (t,), x5 (t), ..., X, (t,) €n el tiempo inicial
to Yy las sefnales de entrada u,(t) y u,(t) para t =t, son suficientes para

determinar los valores futuros de las salidas y de las variables de estado.

13



Las variables de estado describen la respuesta futura de un sistema,
conocido el estado presente, las sefiales de excitacion y las ecuaciones

gue describen la dindmica. La figura 4, muestra la forma mas general de un

Condiciones
l | x(0) iniciales

u(t) |:> dsiﬁgfnn:cao :D y(t)

estado x(t)
entrada salida

sistema dinamico.

Fig. 4. Sistema dinamico
Fuente: Autoria propia (UNAC-2019)

Variables de estado. Las variables de un sistema dinamico son las
variables gue constituyen el menor conjunto de variables que
determinan el estado del sistema dinamico. Si al menos se necesitan n
variables  x;(t),x,(t),...,x,(t) para describir completamente el
comportamiento de un sistema dinamico (de forma que una vez que la
entrada para t > t, esta dada y el estado inicial en t = t, esta especificado,
el estado futuro del sistema est4d determinado completamente), entonces

tales n variables son un conjunto de variables de estado.

Vector de estado. Si se necesitan n variables de estado para describir
completamente el comportamiento de un sistema dado, entonces estas n
variables de estado se pueden considerar como las n componentes de un
vector x. Este vector se denomina vector de estado. Un vector de estado es,
por lo tanto, un vector que determina univocamente el estado del sistema

x(t) en cualquier instante del tiempo t > t, especificado.
Espacio de estados. El espacio n-dimensional cuyos ejes de coordenadas

estan formados por el eje x;, eje x,,...., €je x,, donde x;(t),x,(t), ..., x,(t)

son las variables de estado, se denomina espacio de estados.

14



Ecuaciones en el espacio de estados. Sea un sistema de multiples entradas
y multiples salidas con n integradores. Supéngase también que hay r entradas
uq (t), uy(t), ..., u-(t) y msalidas y, (t), y2(t), ..., yim (t).
Se define las n salidas de los integradores como variables de estado:
x1(t), x,(t), ..., x,(t). Entonces el sistema se puede describir mediante
x(t) = f(x,u,t)
y(©) =g(xut)
Si se linealizan estas ecuaciones alrededor del estado de operacion, se tienen
las siguientes ecuaciones de estado y de salida linealizadas:
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
y(@) = C()x(t) + D()u(t)
donde
A(t) = matriz de estado
B(t) = matriz de entrada
C(t) = matriz de salida

D(t) = matriz de transmision directa

Si las funciones vectoriales f y g no involucran el tiempo t explicitamente, el
sistema lineal se denomina sistema invariante con el tiempo. En este caso las
ecuaciones se simplifican a

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

AV4
O

Fig. 5. Diagrama de bloques de la planta
Fuente: (UNAC-2021) Autoria propia.

15



Correlacion entre funciones de transferencia y ecuaciones en el espacio
de estados
Tomando transformadas de Laplace a las ecuaciones de estado y de salida

x = Ax + Bu, y =Cx+ Du
Se obtiene

sX(s) — x(0) = AX(s) + Bu(s)

Y(s) =CX(s) + DU(s)
Que implica
X(s) = (sI — A)~1x(0) + (sI — A)~1BU(s)
Y(s) = C(sl — A)~1x(0) + C(sI — A)~1x(0)BU(s) + DU(s)

Si la condicién inicial x(0) =0
X(s) = (s — A 'BU(s)
Y(s) = C(sI — A)"1x(0)BU(s) + DU(s)
La funcion de transferencia sera

¥(s) =C(sI-A)™B+D

U(s)

la ecuacioén caracteristica es: |sI — A|

Aproximaciones por polinomios de Taylor
Consideremos una funcién f € CN*[q, b] y un punto x, € [a, b]. Si x € [a, b],
entonces
fx) =Py(x) + Ey(x)
donde x, € [a, b] es un polinomio que podemos usar para aproximar f(x)

(%)
f) = Py(x) = Zf 0 — )t

Llamado polinomio de Taylor de grado N de f alrededor de x, y el término del
error Ey(x) se puede escribir como
f(N+1)(x0) Gt — xg)

(N +1)! 0

Para algun valor ¢ = c(x) que esta entre x y x,.

Ey(x) =

16



y=Cx+ Du
y =Cx+ Du
Linealizacion
x = f(x,u) ecuacion de estado
y = g(x,u) ecuacion de salida
El desarrollo en series de Taylor alrededor de un punto de operacion xy, u, Yy

su aproximacion lineal es:

. af (x, u) of (x,u)
x=f(x,u)=f(xu +— (x—x9) +—— (u—u
f( ) f( )lxo,uo Ix ot ( 0) ou oo ( 0)
ag(x,u) ag(x,u)
=glx,u) =gkxu + —— (x—xp) +——— (u—u
y=g9( ) =g( )Ixo,uo Ix ot 0) ou oo ( 0)
If(x,u
4w
dx [x0,10
af (x,
B f(x,u)
au |x0'u0
dg(x,
C glx,u)
ax |x0'u0
d f
D glx,u)
du |x0,Uo
af (x,u) af (x,u)
— gy = — 7 Ax—x9) + —— (u—u
R RGO e N CELT
ag(x,u) ag(x,u)
= - (x=x9) + —— (u—u
R RGOk b v R R
Ax = A. Ax + B. Au ecuacion de estado
Ay = C.Ax + D.Au ecuacion de salida
Ax=x-x9, Au=u-uy, Ak=x-%, Ay=y-—yp

Controlabilidad
Un sistema es completamente controlable si existe un control sin restriccion
u(t) que pueda llevar cualquier estado inicial x(t,) acualquier otro estado

deseado x(t) en un tiempo finito, t, <t < T.

17



Para el sistema x = Ax + Bu se puede determinar si el sistema es controlable
examinando la condicion algebraica

rango [B AB A2B ... A" 1B]=n
La matriz A tiene dimension n X ny B es de n x 1. Para sistemas con multiples
entradas, B es de n X m, donde m es el nUmero de entradas.
Para un sistema de Unica entrada, Unica salida (SISO), la matriz de
controlabilidad M, se describe en términos de Ay B como

M.=[B AB A*B .- A" 'B]

Donde M. es una matriz n X n. Por lo tanto, si el determinante de M, es distinto

de cero, el sistema es controlable.

Observabilidad

Un sistema es completamente observable si y solo si existe un tiempo finito T
de forma que el estado inicial x(0) se pueda determinar a partir de la
observacion de la historia y(t) dado el control u(t). Considerando el sistema de
una entrada y una salida x = Ax + Bu,y = Cx donde C es un vector fila de
1Xn y x es un vector columna de n x 1. Este sistema es completamente
observable cuando el determinante de la matriz de observabilidad M, de n X n

es distinto de cero.
C

M, = C:A

CAn—l
2.3. Marco Conceptual
Considerando la planta como un sistema que tiene estos dos tipos de
movimientos traslacional y rotacional. Tomando como referencia la planta de la
figura dos, es que se presenta las siguientes definiciones
0 = angulo que hace la varilla con la vertical
6 = velocidad angular de la varilla
x = desplazamiento del carro
x = velocidad del carro
[ = longitud de la varilla
M = masa del carro,m = masa de la bola

(x¢,y¢) = coordenadas del centro de gravedad de la bola

18



2.4. Definicion de términos basicos

Servosistema. También llamado servomecanismo, es un sistema de control
realimentado en la que la salida es una posicion, velocidad o aceleracion. Los
servosistemas se utilizan ampliamente en la industria moderna. Por ejemplo,
para la programacion automatica de maquinas herramienta.

Control optimo. Trata de encontrar una ley de control para un sistema con
objeto de que adquiera un comportamiento determinado por las
especificaciones de disefio bajo la forma de la optimizacion de un indice de
coste o factor de bondad. En el caso mas general el indice sera una funcion de
todas las variables presentes en el sistema global. Es decir, entradas, salidas y
variables de estado ademas de referencias externas.

Servomotor. Un servomotor (también llamado servo) es un dispositivo similar
a un motor de corriente continua que tiene la capacidad de ubicarse en
cualquier posicion dentro de su rango de operacién, y mantenerse estable en
dicha posicion. Un servomotor es un motor eléctrico que consta con la
capacidad de ser controlado, tanto en velocidad como en posicién. Los servos
se utilizan frecuentemente en sistemas de radio control y en robdtica, pero su
uso no esta limitado a estos. Es posible modificar un servomotor para obtener
un motor de corriente continua que, si bien ya no tiene la capacidad de control
del servo, conserva la fuerza, velocidad y baja inercia que caracteriza a estos
dispositivos.

Planta. Es parte de un equipo o también un conjunto de partes de una maquina
que funcionan juntos y su objetivo es efectuar una operacion particular. Desde
el punto de vista de control automatico es el objeto fisico que se va a controlar.

Grados de libertad. El numero de grados de libertad que posee un
manipulador es el numero de variables de posicion independientes que
tendrian que especificarse para poder localizar todas las piezas del

mecanismo.
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[ll. HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1. Hipoétesis
Hipotesis general
La realimentacion de estados por ubicacién de polos permitira el control y

optimizacién de un servosistema traslacional-rotacional.

Hipotesis especifica

La realimentacion de estados por ubicacion de polos permitird el control de un
servosistema traslacional-rotacional.

La realimentacion de estados por ubicacion de polos permitira la optimizacion

de un servosistema traslacional-rotacional.

3.2. Definicion conceptual de variables

Ay

(Xe,Yya)

mg

\
x

M
QO O
Fig. 6 Planta traslacional-rotacional
Fuente: Autoria propia (UNAC-2021)

Ubicando la planta en un sistema de referencia planar para el caso de los
movimientos traslacional y rotacional. De acuerdo con la figura 6, se tiene que:
6 = angulo que hace la varilla con la vertical
6 = velocidad angular de la varilla
x = desplazamiento del carro, x = velocidad del carro
[ = longitud de la varilla
M = masa del carro,m = masa de la bola

(x6,y¢) = coordenadas del centro de gravedad de la bola

20



3.3. Operacionalizaciéon de variables
La dinamica del proceso viene expresada de acuerdo con las siguientes

ecuaciones diferenciales

x = f(x,u) ecuacion de estado

y = g(x,u) ecuacion de salida

xl 9
X = ;2 = 2 = vector de estado
X4 X
_P_re_m*
=yl ==L
X f
X = ).CZ = f2 = ecuacion de estado
X3 f3
X4 fa

Cuadro 1. Operacionalizacion de variables

Variables Definicién

Fuerza de control

Independiente | u .
aplicada al carro

Desplazamiento

traslacional del carro

Dependiente Desplazamiento
0 rotacional de la varilla-
bola

Autoria propia (UNAC 2022)

&J :\- —
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IV. METODOLOGIA DEL PROYECTO

4.1. Disefio metodoldgico

La investigacion es de tipo cuantitativa porque tiene un tratamiento de
matematicas avanzadas, aplicadas al campo de los Sistemas de Control
Automatico.

Se realiza el disefio de la investigacion para alcanzar los objetivos de estudio,
contestar las interrogantes planteadas y analizar la certeza de la hipotesis
formulada en un contexto particular. En este sentido es que se plantea el

siguiente procedimiento:

Modelamiento matematico de la planta a controlar.

Linealizacion de la dinamica no lineal.

Representacion en modelo de estado del sistema linealizado.
Prueba de estabilidad del modelo linealizado

Determinacion de las matrices de controlabilidad y observabilidad.
Determinacion si el sistema es controlable y observable.
Determinacion de la ganancia de realimentacion del servosistema
Prueba del servosistema ante una entrada escalon.

Célculo de la optimizacién del funcionamiento del sistema

4.2. Método de investigacion

El método de investigacion es de tratamiento matematico avanzado, es decir
analitico, aplicando las propiedades de los sistemas de control lineal. Se usara
Matlab para las operaciones complejas y el analisis de la respuesta en el

tiempo.

Modelamiento matematico del servosistema traslacional-rotacional
El sistema traslacional-rotacional mostrado en la figura tiene dos grados de
libertad definidos por la posicion angular 8 de la varilla rotacional y el

desplazamiento x del carro portador.
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Fig. 7 Movimiento traslacional rotacional

La posicion del centro de gravedad de la bola es:

{xG = x + lsenf
Ve = lcosO

Las componentes de la velocidad de la bola son:
{XG = X + lcosb
ye = —lOsend

Es decir, las componentes son

{Ux = Xg

Uy =Yg
La velocidad tangencial v de la bola se relaciona como:

v:i=vi+vi=(%+ chos@)2 + (—lt9.sent9)2
v? = x? + 21%60cosB + 1262

La energia cinética total T del sistema es

energia cinetica total = energia cinetica del carro + energia cinetica de la bola

Es decir
T=T,+T,
1
T, = = Mi?
c 2 X
1 .1 B 1
Ty, = Emv2 = mez + mlx6cosh + Emlzez

1 , B 1.
T = E(M + m)x? + mlx6cosf + Emlzez



La energia potencial total V del sistema es
V =mglcosO

Aplicando las ecuaciones de Lagrange a esta parte del modelamiento
matematico; se tiene que para un sistema con N grados de libertad que se
describe por medio de un conjunto N de coordenadas generalizadas q; para
i=1,2,..,N. Estas coordenadas son irrestrictas e independientes; es decir, no
estan relacionadas entre si por medio de condiciones geométricas o
cinematicas. Entonces, en términos de las coordenadas generalizadas
elegidas, las ecuaciones de Lagrange tienen la forma

d (0T oT oD adV

a(“h‘)

donde ¢; son las velocidades generalizadas, T es la energia cinética del

——4—+4—=0;,j=1,2,..,N

sistema, V es la energia potencial, D es la funcion de disipacion de Rayleigh y

Q; es la fuerza generalizada que aparece en la j-esima ecuacion.

Para este caso N = 2,j = 1, 2 entonces las ecuaciones de Lagrange son

d(dT\ oT oD oV _
dt(aql) oq oq; oq
d 0T\ oT oD oV _
dt(aqz) 0q2+0q2+6q2_Q2
Aqui
91 = X, q, =16
d (0T oT oD aV
a(a)‘a+a+a=“
d (0T doTr 0D oV
E(%)‘%*ﬁJr%:O

Considerando la primera ecuacién de Lagrange

v _,
ox

ax

dt \ox

aT_O aD_O
ox ox

oT :
— = (M + m)x + mlOcosb

d (9T ; d .
_ <_) =M +m)i +ml T (BcosB)

d ,. e )
T (96059) = OcosH — O?senb
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reemplazando los resultados se obtiene
(M + m)i¥ — ml6?senf + mlBcosd = u

Considerando la sequnda ecuacién de Lagrange

v Isend
5 = Mylsen
oT

a0

= —mlx6fsend

aD
—.=O
a6

oT o
— = ml?0 + mlxcosé
a0

d(aT)— 126 + ml = (icosd
I =m mdt(xcos)

a6
d . . s
T (xcos0) = ¥cosO — xOsenb
d (0T .. .
—(—) = ml?0 + mlicosd — mlxOsenb
dt \g6

reemplazando los resultados se obtiene
mxcos + mlf = mgsend
Es decir, las ecuaciones diferenciales que modelan el sistema traslacional-
rotacional son:
(M + m)x — mlO?*senO + mlOcosO = u

micos@ + mlO = mgsend

Linealizacion del sistema no lineal

Como se observa, estas dos ecuaciones no son lineales. Entonces para poder
usar las propiedades de los sistemas lineales es que se linealiza el sistema
alrededor de un punto de equilibrio. El sistema rotacional tiene dos puntos de
equilibrio. Cuando 8 = 02 corresponde a un estado de equilibrio inestable y
cuando 6 = 180° corresponde a un estado de equilibrio estable. El control se
va a realizar alrededor del punto de equilibrio inestable y por lo tanto también la

linealizacion seréa alrededor de este punto.
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Del desarrollo de las series de Maclaurin se tiene que:

8> 6* 0°
COSQ:l_E-i_E_a-I_W

g3 6> 067
sen0=6—§+§—ﬁ+---

tomando la aproximacion lineal, suponiendo que 6 y 6 son pequefias en

magnitud.

cos ~ 1,send ~ 0,0%senf ~ 620 ~ 0

linealizando el modelo no lineal, se obtiene

M+m)x+mll=u

mx + mll = mgo

Modelo de estado

Resolviendo el sistema lineal anterior, se obtiene

b= (M + m) 0 1
“Umt )97 Tt
mg 1
= Mg, 21
X M + Mu
El vector de estado es
x1 9
_{*2| _ 6] _
X = x| = x| = vector de estado
X4 X
La ecuacion de estado es
— xz
X1 (M + m) 1
N B 7S B A 7 A VT
x=\|."=
X3 x4
X mg 1
' ~u
la ecuacién de salida es
y= [X3]

finalmente se obtiene la forma

x =Ax + Bu,y = Cx
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es decir, la ecuacion de estado y la ecuacion de salida linealizadas son:

0 1
(M+m)
e \Um )9
0 0
mg
M
— [1
Y=1lo o
Matriz de Controlabilidad
M.=[B AB
haciendo
_ (M + m) b= mg
=M )9 M
B =
0 1 0
_la 0 0
AB = 0 0 O
b 0 O
0 1 0
2 _la 0 0
A°B = 0 0 O
b 0 0
0 1 0
3p_la 0 0
A°B = 0 0 O
b 0 0
de tal forma que
0 ¢
_lc O
Me=10 4
d 0
calculando del determinante de M,
0 ¢ 0 ac
_lc 0 ac 0O]_ _
det(M,) = 0 d 0 bel™ c
d 0 bc O

0 0 0
1
00 ——
ct| M
oo |2
_ L M
00
1 o]x
A’B A3B]
B 1
) c = Ml )
0
c
0
d
077107 rC
0{c| |0
1|0 d
04 Ld- L0
0771°¢7 0
01{0] _ |ac
111d 0
04 L0 Lbc
0110 ac
Oflac| _ 10
111 0| |bc
04 Lbc 0
0 ac
ac 0
0 bc
bc 0
c ac O
0 0 bc
d bc 0

c 0 ac
0 d O
d 0 bc
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det(M.) = —c {C |b0C | - 0 bc|} 0 bC| B |d }

det(M,) = —c{—b?c3 + abczd} — ac{bc?d + acd?}
det(M,) = b%c* — 2abc3d — a?c?d?

reemplazando valores literales

—-ac{c

2.2

) =% ) =25 (5 () )

() ) G

2,2

m Mmg? + m?g? (M +m)?g?
det(M,) = 6g _Mmg g- ( )°g
Meél4 Meé[* Meél*
m?g? — Mmg? — m?g?% — (M + m)2g?
det(M,) = VoA
—(M? + m?)g? — 3Mmg?
det(M,) = Vo[ #0

de este resultado final, como det(M,) # 0 y también es de rango completo
(rango = 5), entonces se concluye que el sistema es de estado completamente
controlable.
De otra manera suponiendo valores numericos para

M =2kg, m = 0.1kg, l=05m

0 1 0 0 0
_12058 0 0 0 _ |1
A= 0 0 0 1y B= 0
—049 0 0 O 0.5

Calculando con Matlab

clear all;close all; clc;

A=[0 1 0 0; 20.58 0 0 0; 00 O 1; -0.49 0 0 01,
B=[0; -1; 0; 0.5];

Mc=[B A*B A*A*B A*A*A*B]

detMc=det (Mc)

Mc =
0 -1.0000 0 -20.5800
-1.0000 0 -20.5800 0
0 0.5000 0 0.4900
0.5000 0 0.4900 0
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detMc =
96.0400

como resultado del determinante es diferente de cero, entonces el sistema es

completamente controlable

Disefio de un servosistema de tipo 1 cuando la planta no tiene integrador

Si la planta no tiene integrador (planta de tipo 0), el principio basico del disefio
de un servosistema de tipo 1 es insertar un integrador en el camino directo
entre el comparador de error y la planta, como se muestra en la figura 8. El
diagrama de blogques de esta figura 8 es una forma basica del servosistema de

tipo 1 donde la planta no tiene integrador.

r +

*Té— O

Fig. 8 Servosistema de tipo 1.

Del diagrama se obtiene

X =Ax + Bu
y = C(Cx
u=-—-Kx+k;¢

E=r— y=1r—Cx
donde
x = vector de estado de la planta den X 1
u = sefal de control (escalar)
y = senal de salida (escalar)
¢ = salida del integrador (variable de estado del sistema, escalar)
r = sefial de entrada de referencia (funcion escalon, escalar)
A = matriz de coeficientes constantes den X n
B = matriz de coeficientes constantes den X 1

C = matriz de coeficientes constantes de 1 X n
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Se supone que la planta x = Ax + Bu es de estado completamente controlable
considerando la planta rotacional traslacional.

La funcién de transferencia de la planta se obtiene de G,(s) = C(si — A)™'B.
Para evitar la posibilidad de que el integrador insertado se cancele por un cero
de la planta en el origen, se supone que G, (s) no tiene cero en el origen.
Suponiendo que la entrada de referencia (funcién escalén) se aplica en t = 0.
En este caso para t > 0, la dinamia del sistema se describe mediante la

ecuacion:
x(1)] 1A 0 [x(t)] B 0
[é(t) = [—C O] £(0) + [O]u(t) + [1]r(t)
Se disefiara un sistema asintoticamente estable, tal que x(),& (), u()
tiendan a valores constantes. En estado estacionario £(t) = 0, y(w) = r.
En estado estacionario, se tiene que
x(®©)] 1A 0 [x(OO)] B 0
Lé(oo) = [—c 0] (o) T [0]”(t) + [1]r(°°)
Considerando que r(t) es una entrada escalon, se tiene que
r(o) = r(t) = r (constante),parat > 0
Restando ambas ecuaciones, se obtiene

HO -] 4 0)[x(0) ~x()
HGENCO) I HORHC)

definiendo

|+ [B] cae) = uceo)

x(t) — x(0) = x.(t)

§(t) — &(0) =&, (8)

u(t) —u(e) = u(t)
Entonces reescribiendo

(o (6) e
Eol =1 o)+ e

donde
Ue(t) = —Kx () + ki&e(2)
Definiendo un nuevo vector de error e(t) de dimension (n + 1) mediante

e(® = |7 (&)

()
Asi la ecuacion se transforma en

é(t) = Ae(t) + Bu,(t)

= vector (n+ 1)
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donde

La ecuacion de estado del error
é = (A—BK)e

Si los valores propios deseados de la matriz A — BK (es decir, los polos en lazo
cerrado deseados) se especifican como puq, Uy, ..., Un+1, €NtONCESs la matriz de
ganancias de realimentacion del estado K y la constante de ganancia integral
k; pueden determinarse mediante el método de asignacion de polos, con la
condicion de que el sistema definidko é = Ae+ Bu,sea de estado
completamente controlable. Observando que si la matriz

[ A B

—C 0
Tiene rango n + 1, entonces el sistema definido por é = Ae + Bu, es de estado
completamente controlable.
Ahora en aplicacién del disefio del servosistema de tipo 1, cuando la planta no
tiene integrador, considerando el problema de investigacion de la planta

traslacional rotacional, x = Ax + Bu,y = Cx . De la figura 9, tenemos que

u=-—-Kx+k;¢
E=r—y=r—Cx
0 1 00 0
2058 0 0 O _|—1 —
A= 0 0 0 1l’ B—[Ol, C=[0 0 1 0]
—-049 0 0 O 0.5

X

Yvy
\

y=Cx

Fig. 9 Servosistema de tipo 1 cuando la planta no tiene un integrador
Fuente: Autoria propia (UNAC 2022)

31



La ecuacioén de error para el sistema se obtiene mediante

é = Ae + Bu,
Tenemos que
0 1 00 0 0
R 12058 0 0 0 0| [—1}
a=[% o=l 0 o 01 ol, B=[%]=]0
|-049 0 0 0 0] lO.SJ
0 0 -1 0 0 0

la sefial de control esta dada por u, = —Ke , con K dado por
K= [K ¢ —k]=T[ky ky ks ky i ki]

Para obtener una velocidad y un amortiguamiento razonables en la respuesta
del sistema disefiado se seleccionan los polos en lazo cerrado en s = y;,i =
1,2,3,4,5, donde
w=-1+jV3,  pp=-1-jV3, pu3=-5 pu=-5  pus=-5
Usando Matlab se determina la matriz de ganancia de realimentacion del
estado. Examinando el rango de la matriz P, donde
_TA
P=["

% Respuesta del sistemaa a un escalon unitario
clear all;close all; clc;

A=[0 1 0 0; 20.58 0 0 0; 0 0 0 1; -0.49 0 0 01;
B=[0; -1; 0; 0.5];

C=[0 0 1 01;
D=[0];
P=[A B;-C 0]
rank (P)
P =
0 1.0000 0 0 0
20.5800 0 0 0 -1.0000
0 0 0 1.0000 0
-0.4900 0 0 0 0.5000
0 0 -1.0000 0 0
ans =

=
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De la corrida del programa en Matlab se encuentra que

0 1 0 0 O
[20.58 0 0 0 -1 ]
P=1 0 0 0 1 O
-049 0 O

00.5J
0 0 -1 0 0

Se encuentra que el rango de la matriz P es 5. Por lo tanto, el sistema definido
por

é = Ae + Bu,
Es de estado completamente controlable y es posible una asignacion arbitraria
de los polos.
El programa siguiente en Matlab obtiene la matriz de ganancia de

realimentacion del estado K.

% Respuesta del sistemaa a un escalon unitario
clear all;close all; clc;

A=[0 1 0 0; 20.58 0 0 0; 0 O O 1; -0.49 0 0 01];
B=[0; -1; 0; 0.5];

C=[0 0 1 01;

D=[0];

Ahat=[A zeros(4,1);-C 0];

Bhat=[B;0];

J=[-1+3*sqrt (3) -1-j*sqgrt(3) -5 -5 -5];
Khat=acker (Ahat,Bhat, J)

Khat =
-157.6412 -35.3934 -56.1224 -36.7868 51.0204

Por lo tanto, se obtiene
K =[-157.6412 —35.3934 —-56.1224 —36.7868], k; = —51.0204

Caracteristicas de la respuesta a un escalén unitario del sistema disefiado
Una vez que se ha determinado la matriz de ganancia de realimentacién K y la
constante de ganancia integral k;, la respuesta a un escalén unitario en la

posicion del carro se obtiene resolviendo

[E] A BK Bk,] [f] [O]

=
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La salida del sistema es x3(t), es decir
X
y=[0 0 1 0 O]Lc]+[0]r
Definiendo la matriz de estado, la matriz de control, la matriz de salida y la
matriz de transmision directa como AA, B, CC y DD respectivamente. Se usa

Matlab para obtener las curvas de respuesta escalon del sistema disefiado.

Para obtener la respuesta a un escalén unitario, se ejecuta la instruccion
[y, x,t] = step(AA,BB,CC,DD, 1,t)

% Respuesta del sistema a un escaldn unitario del
% sistema traslacional rotacional

clear all;close all; clc;

—[O 100, 20.58 0 0 0; 000 1; -0.49 0 0 01~

B=[0; -1; 0; 0.5];

C=[O 01 01;

D=[0];

K=[-157.6412 -35.3934 -56.1224 -36.7868];

KI -51.0204;

=[A-B*K B*KI;-C 0];

BB [0;0;0;0;1];

CC=[C 01];

DD=[0];

£t=0:0.02:6;

[v,%,t]=step (AA BB Ccc,DD,1,t);

x1=[1 0 0 0 01~*

x2=[0 1 0 0 01~*

x3=[0 0 1 0 01~*

x4=[0 0 0 1 0O]*

x5=[0 0 0 0 11~*

subplot (3,2,1); plot(t x1) ;grid
)

title('x1-t'
xlabel ('t seg'); ylabel ('x1l")
subplot (3,2,2); plot(t,x2);grid
title('x2-t")

xlabel ('t seg'); ylabel ('x2")
subplot (3,2,3); plot(t,x3);grid
title('"x3-t")

xlabel ('t seg'); ylabel ('x3")
subplot (3,2,4); plot(t,x4);grid
title('x4-t")

xlabel ('t seg'); ylabel ('x4")
subplot (3,2,5); plot(t,x5);grid
title('"x5-t")

xlabel ('t seg'); ylabel ('x5")

'-ix\—
N\
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0.2 T T 0.5

x1
o

X2
o

-0.2 : : -0.5
0 2 4 6 0 2 4 6
t seg t seg
x3-t x4-t
2 - - 2
Q0 - T o T T~
-2 -2
0 2 4 6 0 2 4 6
t seg t seg
x5-t
2
‘21
0 1
0 2 4 6
t seg

Fig. 10 Curvas del vector de estado x

De la figura 10, se observa que y(t) = x5(t) tiene aproximadamente el 15% de
sobreimpulso y el tiempo de asentamiento es aproximadamente 4,5 seg. Se
observa también que &(t) = x5(t) tiende a 1.1. Este resultado se puede deducir
como sigue:

x(0) = 0 = Ax(o0) + Bu()

0 0 1 0 01[07 [0

ol _|2058 o ollol , [-1
0‘_[ 0 0 1”r 1o [u(®)
0 ollo

0.5

(el Ne)

Se obtiene u(w) =0

u() =0 = —Kx(0) + k()

(00) = - [K(00)] = — kyrta (00) = 22t _ 10999y = 1.1
) = o =T V) = —— = . = .
d k; x k, 3%3 “51.0204 r r
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Para r =1 entonces &(o0) =1.1. Se observa que si la velocidad y el

amortiguamiento no son suficientemente aceptables se debe modificar la

ecuacion caracteristica deseada y determinar una nueva matriz K. Las

simulaciones en el computador se deben repetir hasta que se alcance un

resultado satisfactorio.

Disefio del sistema de control optimo cuadratico

De la figura 9, tenemos que

donde

A=

x = Ax + Bu
y=Cx
u=—Kx+kié

E=r—y=r—Cx

La ecuacion del error

donde

s

y la sefial de control esta dada por

donde

0 1 0 0 0
2058 0 0 0 _ -1 _
o o o 1l B—O,C—[OOIO]
—049 0 0 0 0.5
é = Ae + Bu,
0 1 0 0 0 0
2058 0 0 0 O R [—1}
A=l 0 0 0 10 B=[f]=|0
049 0 0 0 O lO.SJ
0 0 -1 0 0 0
u, = —Ke
K=[K : —k]=1[k k, ks ky, : —kj]
.- Xe]: x(t) — x(0)
Se §(t) — &(o)

X1 0
_|*2_ 16
X4 X
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Utilizando Matlab se determina la matriz de ganancia de realimentacion del

estado K tal que se minimice el indice de comportamiento J como sigue

] =f (e*Qe + u*Ru)dt
0

donde
[100 0 0 0 0
| o 1 0 0 of
Q=|O 01 0 q, R =0.01
l 0 0 0 1 0J
0 0 0 0 1

Programando con Matlab para determinar K.

% Disefio optimo cuadratico del sistema de control
clear all;close all; clc;

A=[0 1 0 0; 20.58 0 0 0; 00O 1; -0.49 0 0 01,
B=[0; -1; 0; 0.5];

C=[0 0 1 01;

D=[0];

Ahat=[A zeros(4,1);-C 01;

Bhat=[B;0];

Q=[100 0 0O 0 0;0 1 0 0 0;0 01 00;00010;,000011;
R=[0.017;

Khat=1lqgr (Ahat,Bhat,Q,R)

Khat =
-188.0283 -37.0783 -26.6820 -30.5963 10.0000

Del resultado, tenemos que
K =[-188.0283 —37.0783 —26.6820 —30.5963 10.000]
K =[-188.0283 —37.0783 —26.6820 —30.5963]

Respuesta al escalon unitario

Una vez determinada la matriz de ganancias de realimentacion K y la constante
de ganancia integral k;, se puede calcular la respuesta a un escal6n unitario del
sistema disefiado.

La ecuacion del sistema es
¢ =% oIkl =[5le+ (5

1%

37



como
u=—Kx+kié

tenemos que
[fl =12 oL+ Bl

El programa en Matlab siguiente muestra la respuesta a un escalon unitario del

sistema dado por la ecuacién anterior

Respuesta del sistemaa a un escalon unitario
lear all;close all; clc;
=[0 1 0 0; 20.58 0 0 0; 00O 1; -0.49 0 0 01;
0; -1; 0; 0.51;

]

-188.0283 -37.0783 -26.6820 -30.5963];

A-B*K B*kI;-C 0];
0;0;0;0;11;
c o0

17

i
O — — —

£t=0:0.01:10;
[yv,%,t]=step(AA,BB,CC,DD,1,t);

x1=[1 0 0 0 0]*x"
x2=[0 1 0 0 0]*x'
x3=[0 0 1 0 0]*x"
x4=[0 0 0 1 0]*x'
x5=[0 0 0 0 1]*x'

subplot (3,2,1);plot(t,x1);grid;
xlabel ("t (seqg) ') ;ylabel ('x1")

subplot (3,2,2) ;plot (t,x2) ;grid;
xlabel ('t (seqg) ');ylabel ('x2")

subplot (3,2,3) ;plot(t,x3);grid;
xlabel ('t (seqg) ');ylabel ('x3")

subplot (3,2,4) ;plot (t,x4) ;grid;
xlabel ("t (seqg) ') ;ylabel ('x4")

subplot (3,2,5) ;plot (t,x5) ;grid;
xlabel ('t (seqg) ');ylabel ('x5")
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0.05 - 0.1

-0.05 : -0.1
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0 5 10 0 5 10
t(seq) t(seq)
4
22
0 I
0 5 10
t(seq)

Fig. 10 Curvas de los componentes del vector de estado
ante una entrada escalon unitario
Fuente: Autoria propia (UNAC 2022)

En la figura 10 se muestran las respuestas en el tiempo resultantes de las
componentes del vector de estado ante una entrada escaldn unitario. Todas las

condiciones iniciales se establecen en cero.

o0

Respuesta del sistemaa a un escalon unitario

clear all;close all; clc;

A=[0 1 0 0; 20.58 0 0 0; 00 0O 1; -0.49 0 0 01;
B=[{0; -1; 0; 0.5];

C=[0 0 1 01;

D=[0];

K=[-188.0283 -37.0783 -26.6820 -30.5963];
kI=-10.0000;

AA=[A-B*K B*kI;-C 0];
BB=[0;0;0;0;11;

CC=[C 07;

DD=D;

t=0:0.01:10;
[y,x,t]=step(AA,BB,CC,DD,1,t);
x3=[0 0 1 0 0]*x"';
plot(t,x3);grid;

xlabel ("t (seqg) ') ;ylabel ('x3")

'\‘-a\—
e

—
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Fig. 11 Curva de la posicion del carro (Autoria propia)

La figura 11 es una ampliacion de la posicidon del carro x5(t) = x(t). El carro se
mueve ligeramente hacia atrds en una cantidad muy pequefia durante los
primeros 0.6 segundos aproximadamente. Se observa que la velocidad es
negativa durante los primeros 0.4 segundos. Esto se debe a que el sistema del
péndulo invertido del carro es un sistema de fase no minima.

El sistema disefiado por el método del regulador optimo cuadratico

generalmente posee caracteristicas menos oscilatorias y bien amortiguado.

4.3. Poblacién y muestra. El presente trabajo no es de tipo estadistico

4.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado

Como el trabajo de investigacién es de tratamiento mateméatico, no ocupa un
lugar geogréfico. En todo caso se desarrollara en el ambiente de mi domicilio,
gue cuenta con biblioteca personal, y se encuentra instalada mi computadora
personal con una impresora y ademas el servicio de Internet. El periodo de
desarrollo establecido es de 12 meses.

4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de lainformacion

El presente trabajo no es de tipo estadistico

4.6. Analisis y procesamiento de datos.

El presente trabajo no es de tipo estadistico, ni de adquisicion de datos.
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V. RESULTADOS

Aplicando las ecuaciones de Lagrange es que resulta el modelo
matematico que son dos ecuaciones diferenciales no lineales que

representan la dinamica de la planta.

Se obtiene por linealizacion dos ecuaciones diferenciales lineales, a los
cuales se les puede aplicar todas las propiedades de los sistemas

lineales.

Se obtiene el modelo de estado lineal: ecuacion de estado y la ecuacion

de salida.

Se encuentra la matriz de Controlabildad y luego se determina que la
planta es controlable. Este resultado permite disefiar un controlador por

realimentacion de estados y ubicacion de polos.

Se disefa el servosistema de tipo 1 sin integrador. Las respuestas en el

tiempo del vector de estados son aceptables.
Se disefia el regulador optimo cuadratico con el fin de mejorar la

performance del sistema. De los resultados observados se observa que

son optimos en comparacion con el disefio del servosistema
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

Comparando los resultados de disefio; se observa que el método del regulador
optimo cuadratico hace que la respuesta en el tiempo de la salida oscile
menos, el sobreimpulso es menor, mejora el tiempo de subida, esto hace que

el tiempo de estabilizacién disminuya.

0.05 0.1
= 0 /\/— N o0 /\/\
-0.05 -0.1
0 5 10 0 5 10
t(seq) t(seq)
2 0.5

x3
o

x4
o

-2 - -0.5
0 5 10 0 5 10
t(seg) t(seg)
4 .
22
O I
0 5 10
t(seq)

Fig. 12 Curvas de los componentes del vector de estado

ante una entrada escalon unitario

Fuente: Autoria propia (UNAC 2022)
Del resultado de las graficas mostradas, x; = 8 la rotacion del brazo que
sustenta la bola se observa que tiene una pequefia oscilacion y luego se
estabiliza en un valor final. También x, = 6 es la velocidad angular y del grafico
se observa que oscila y luego se estabiliza. En cuanto a x; =x el
desplazamiento del movil tiene un pequefio movimiento hacia atrds pero
rapidamente se recupera en otra direccion logrando estabilizarse en un valor
final. Finalmente x, = x la velocidad del mévil, alcanza un valor constante y
equilibrado.
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VII.  CONCLUSIONES

De acuerdo con los resultados obtenidos, se concluye los dos meétodos
aplicados estabilizan a la planta de dos grados de libertad. El método del
regulador optimo cuadratico, mejora la performance del sistema. El tiempo de
subida ha mejorado. El tiempo de estabilizacibn es de 6 segundos. La
respuesta no presenta oscilaciones transitorias. La variable de estado tiene
como componente el desplazamiento x5 y de la grafica se observa que al inicio
tiene una tendencia hacia un valor negativo; pero luego se corrige hasta lograr

estabilizarse en su proceso dinamico.

1.2 T T T T T T T T T

t(seg)
Fig. 13 Curva de la posicion del carro

Autoria propia

A
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VIIl. RECOMENDACIONES

Se recomienda para el control de la misma planta utilizar otros métodos de

control para esta planta no lineal. Estos métodos de control pueden ser clasicos

o modernos. Estos también pueden ser disefiados con técnicas no lineales.

Estos pueden ser:

Control PID

Control con Compensadores
Control en Frecuencia

Control Sintonizado

Control con observador de estados
Control adaptivo

Control difuso
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ANEXOS

Matriz de consistencia del proyecto de investigacion

Tema: “CONTROL Y OPTIMIZACION DE UN SERVOSISTEMA TRASLACIONAL-ROTACIONAL POR UBICACION DE

POLOS”

PROBLEMA

OBJETIVO

HIPOTESIS

VARIABLES

METODOLOGIA

Problema general

¢ Coémo la ubicacion de
polos permite el control
y optimizacion de un
servosistema

traslacional-rotacional?

Problema Especifico

Objetivo general

Hipétesis general

Variable independiente

Tipo de investigacién

Control y
optimizacion de un
servosistema
traslacional-
rotacional por

ubicacién de polos.

Obijetivo especifico

La realimentacion de
estados por
ubicacion de polos
permitird el control y
optimizacion de un
servosistema
traslacional-

rotacional.

Hipétesis especifico

¢Cémo la matriz de
ganancias de
realimentacion por
ubicacion de polos
permite el control del
servosistema

traslacional-rotacional?

¢Coémo la optimizacion

Control de un
servosistema
traslacional-
rotacional por
realimentacién con

ubicacion de polos.

Optimizaciéon  del

La realimentacion de
estados por
ubicacién de polos
permitira el control
de un servosistema
traslacional-

rotacional.

La realimentacion de

Fuerza de control

Variable dependiente

Angulo rotacional

Desplazamiento lineal

Cuantitativa aplicada
al campo de los
Sistemas de Control

Automatico.

Disefio de la
investigacion
Modelamiento
Linealizacion

Prueba de estabilidad
Célculo de ganancia K
Respuesta del tiempo
Optimizacion del
control

Respuesta del tiempo

Método de la
investigacion

Analitico, aplicando

del control del | control de un | estados por las propiedades de los
servosistema servosistema ubicacion de polos sistemas de control
traslacional-rotacional traslacional- permitira la lineal. Se usara
permite una buena | rotacional. optimizacion de un Matlab para las
performance? servosistema operaciones
traslacional- complejas y el andlisis
rotacional. de la respuesta en el
tiempo.
;_/,
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