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Resumen

La investigacién desarrollada tiene como objetivo: Demostrar como influye la teoria
Simplicial y la elevacién de caminos en el Célculo del grupo de homotopia de la esfera
y sus aplicaciones en la Ingenieria de Sistemas. El objeto de estudio es la descripcion
breve de los Complejos Simpliciales y de la teoria de Homotopia, necesarias para
llegar a la demostracién de que m,(S™) = Z, llamado el Teorema de Hurewicz. La
Investigacidn es de tipo basica, pura o fundamental, Disefio No Experimental, Método
Hipotético inductivo-deductivo; no existe poblacion y muestra y la hipétesis general
es: La teoria Simplicial y la elevacion de caminos influye en el Calculo del grupo de
homotopia de la esfera y sus aplicaciones en la ingenieria de Sistemas. El principal
aporte novedoso de la presente investigacién son las aplicaciones de la teoria de
homotopia y complejos simpliciales en la Ingenieria de Sistemas, para lo cual en la
técnica de recoleccion de datos se revisé bibliografia especializada y recopilacién de

informacion obtenida relacionada al tema de interés.

Palabras clave: Homotopia, Complejos Simpliciales, Grupo fundamental.
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Abstract

The research carried out aims to: Demonstrate how the Simplicial theory and the
elevation of paths influence the Calculation of the homotopy group of the sphere and
its applications in Systems Engineering. The object of study is the brief description
of the Simplicial Complexes and the Homotopy theory, necessary to arrive at the de-
monstration that m,(S™) = Z, called the Hurewicz Theorem. The research is of a
basic, pure or fundamental type, Non-Experimental Design, Hypothetical inductive-
deductive Method; There is no population and sample and the general hypothesis is:
The Simplicial theory and the elevation of paths influence the Calculation of the ho-
motopy group of the sphere and its applications in Systems engineering. The main
novel contribution of this research is the applications of the theory of homotopy and
simplicial complexes in Systems Engineering, for which specialized bibliography and
collection of information obtained related to the topic of interest were reviewed in the

data collection technique.

Keywords: Homotopy, Simplicial Complexes, Fundamental Group.
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INTRODUCCION

El grupo fundamental fue introducido por el gran matematico francés Henri Poin-
caré en 1895, como podemos ver en Poincaré (1895, pp. 1-121). La nocién de dos
espacios que son del mismo tipo de homotopia fue introducida por Witold Hurewicz
en una serie de cuatro articulos en 1935-36, aparecidos en los Proceedings of the
Koninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschapen. En estos articulos Hurewicz
introdujo también los grupos de homotopia, analogos en dimensidn superior al grupo
fundamental. Estas ideas de Hurewicz han jugado un papel esencial en la topologia
algebraica desde 1935, en particular el calculo del grupo de homotopia 7, (S') = Z

usando elevacion de caminos.

En general no siempre es facil estudiar completamente cualquier espacio topolégi-
co, para lo cual se ha venido restringiendo dichos estudios a espacios con estructuras
adicionales. Un caso particular es el de los espacios llamados poliedros, los cuales
tienen la caracteristica de ser triangulables, y por lo tanto reducen su estudio como

espacio topoldgico.

Henri Poincaré (1854-1912) introduce la subdivision baricéntrica sobre poliedros

obteniendo resultados innovadores en la topologia algebraica.

Por otro lado la nocion de aplicacién Simplicial entre poliedros fue introducida por

L.E.J. Brouwer (1881-1967) obteniéndose inclusive la subdivision baricéntrica relativa
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a un subcomplejo Simplicial, vistas en May (1967).

En este trabajo estableceremos dos maneras de demostrar que ,,(S") = Z, una
forma es usando Teoria de Elevacion de Caminos en base a la teoria de Homoto-
pia y la otra es describir a un poliedro a partir de un complejo Simplicial, aproximar
complejos Simpliciales y calcular m,.(S™) para r < n, con estos tépicos y buscaremos
aplicaciones a la Ingenieria de Sistemas usando la subdivisién baricéntrica que nos

da una idea de una triangulacién con aplicaciones a la Robética.



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

Uno de los problemas fundamentales de la teoria de homotopia es la descripcidén

y el calculo de los grupos fundamentales.

Conociendo la teoria de complejos Simpliciales y la elevacion de caminos se pre-

senta la siguiente problematica:
¢, Si se tienen dos complejos Simpliciales existird alguna aproximacién entre ellos?

¢ Teniendo una aproximacion entre complejos Simpliciales se podra determinar

algunos de los grupos de homotopia 7,.(5™)?

¢, Cudl seréa el mejor método para demostrar que el primer Grupo de Homotopia de

la Esfera es Z7?



¢, Habra aplicaciones de estos topicos tan abstractos en la Ingenieria, particular-

mente en la Ingenieria de Sistemas?

1.2. Formulacion del problema

1.2.1. Problema general

¢, De qué manera la teoria Simplicial y la elevacién de caminos influyen en el Calcu-
lo del grupo de homotopia de la esfera y en sus aplicaciones en la Ingenieria de

Sistemas?

1.2.2. Problemas especificos

¢, De qué manera la teoria Simplicial influye en el Calculo del grupo de homotopia

de la esfera y en sus aplicaciones en la Ingenieria de Sistemas?

¢, De qué manera la elevacion de caminos influye en el Célculo del grupo de homo-

topia de la esfera y en sus aplicaciones en la Ingenieria de Sistemas?
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Demostrar como influye la teoria Simplicial y la elevacién de caminos en el Calculo

del grupo de homotopia de la esfera.

1.3.2. Objetivos especificos

Demostrar como influye la teoria Simplicial en el Calculo del grupo de homotopia

de la esfera y en sus aplicaciones.

Demostrar cémo influye la elevacién de caminos en el Calculo del grupo de homo-

topia de la esfera y en sus aplicaciones.

1.4. Justificacion

Uno de los grandes alcances de la Teoria de homotopia gira en la identificacion de

espacios homeomorfos.

Si los grupos de homotopia de ciertos espacios no son isomorfos, entonces no

existira homeomorfismo entre ellos.

Por otro lado la teoria de homotopia me permite resolver el Teorema Fundamental

del Algebra y el Teorema del Punto Fijo en Analisis y Geometria Diferencial.
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Ademas en teoria de homotopia este trabajo me permite identificar los grupos fun-
damentales de las esferas, en el cual usamos los complejos Simpliciales geométricos

y el teorema de aproximacion Simplicial.

En el desarrollo de la Teoria de Complejos Simpliciales vemos que en la sub-
division baricéntrica hay aplicaciones en Triangulacién que puede ser usado en la

Ingenieria de Sistemas (es lo que se pretende en este trabajo de investigacion).

1.5. Limitantes de la investigacion

1.5.1. Limitante tedrico

Debido a la naturaleza tedrica del presente trabajo, se requirié una profunda revi-
sibn de material bibliografico principalmente de articulos cientificos, los cuales con-
llevan un costo para ser conseguidos. Esto presentd una principal limitacion en la

busqueda de nuevas teorias para el desarrollo de esta investigacion.

1.5.2. Limitante temporal

Debido al COVID, en los tiempos, los desplazamientos y en las reuniones generan
también una cierta limitacién. Hay una sobrecarga laboral desde casa, lo que impide

muchas veces tener tiempo en la dedicacion exclusiva para la investigacion.
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1.5.3. Limitante espacial

Debido a la pandemia generada por el COVID, se tiene restricciones en la movili-
dad espacial en el sentido que no se pueden visitar libremente bibliotecas y centros
de investigacion a las horas pertinentes, lo que imposibilita un trabajo de campo 6p-

timo.

Esto presenta una cierta limitacion para el desarrollo del trabajo.



Capitulo 2

MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

2.1.1. Nivel internacional

Valdora (2005), en su tesis titulada: Teoria de homotopia para poliedros, en el pri-
mer capitulo hace un repaso las definiciones y resultados clasicos de los complejos
Simpliciales. Estudia las nociones de triangulacién, subdivision, contigliidad y apro-
ximacién Simplicial. También analiza algunos ejemplos y construcciones originales
(como la del complejo Simplicial C'(K') cuya 3 realizaciéon coincide con |K | x I y hace
un andlisis de los limites y colimites de complejos Simpliciales. Veremos, entre otras
cosas, que la realizacién de un complejo Simplicial no preserva, en general, limites ni
colimites. Para remediar este hecho, se realizan construcciones alternativas, como la
del complejo C'(K) que nombramos arriba. En el segundo capitulo desarrollamos la
teoria de homotopia en este contexto, utilizando la familia de modelos combinatorios

del intervalo topolégico y en el ultimo capitulo, ejemplifica como pueden ser utilizadas
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estas herramientas para calcular algunos grupos fundamentales.

Rodriguez (2010), en su tesis titulada: Versiones combinatorias de la dualidad de
Alexander, En el primer capitulo repasamos los elementos basicos de los complejos
Simpliciales, los grupos de homologia, la construccion del nervio de un complejo y las
herramientas mas elementales de la teoria de homotopia simple. También analiza-
mos la dualidad de Alexander combinatoria y topoldgica y damos una demostracion
original de la relacién entre ambas. Motivados por la relacién entre un complejo Sim-
plicial y su dual a nivel 2homologia, estudiamos si hay alguna relacién a nivel del
grupo fundamental. En el segundo capitulo repasamos las nociones basicas sobre
espacios topoldgicos finitos 0 y su correspondencia con los posets. Ademas estu-
diamos las funciones de McCord que relacionan los complejos Simpliciales con los
espacios finitos. En el tercer capitulo repasamos los métodos de reduccién de un
punto, introducidos recientemente por Barmak y Minian. Basicamente estos métodos
analizan el comportamiento homotépico de un espacio finito al eliminar un punto del
mismo que cumpla ciertas propiedades. En el capitulo final estudiamos con mas de-
talle a los lattices reducidos, que forman una clase particular de posets. Estudiamos
con detalle las construcciones y que son aplicables a lattices reducidos y que fueron
introducidas por Barmak (2014). Introducimos aqui las dos versiones de dual en este
contexto y probamos dos versiones de la dualidad de Alexander, extendiendo la ver-
sion Simplicial. En las Ultimas secciones de la tesis mostramos algunas aplicaciones

para el estudio de esferas homoldgicas y homotdpicas.

Mora de la Cruz (2017), en la tesis: Aspectos algoritmicos y computacionales en
Teoria de Morse Discreta, explica que una de las herramientas mas utilizadas en el
ATD es la teoria de Morse discreta, desarrollada por Robin Forman en 1998, esta es
una adaptacién discreta de la teoria de Morse y pretende encontrar un método mas
economico para calcular la homologia Simplicial de un complejo Simplicial abstracto.

Dicho método consiste en calcular una funcion real f : K — R definida sobre un



complejo Simplicial abstracto K asociado a un conjunto de datos, llamada funcién de

Morse discreta.

2.1.2. Investigaciones nacionales

Mosquera (2021), en la tesis: Fundamentos de topologia algebraica: el teorema
de Seifert Van Kampen, En este trabajo de tesis se prueba el teorema de Seifert
Van Kampen, que es un teorema fundamental de la topologia algebraica. Este teo-
rema presenta un método general para calcular grupos fundamentales de espacios
topolégicos. Se considera un espacio topoldgico X, que es la union de los conjuntos
abiertos conexos por caminos A, B C X; cuya interseccion A’capB = () también es
conexa por caminos y ademas consideraremos un punto base xo € AN B. Entonces
se puede calcular el grupo fundamental de X a partir de los grupos fundamentales
de Ay B. Ademas se caracteriza al grupo fundamental de X y se da unas aplicacio-
nes muy utiles como el grupo fundamental del toro y el grupo fundamental del plano

proyectivo real.

Dominguez (2012), en la tesis: Grupos de homotopia de grupos Simpliciales, reali-
za un Estudio de los grupos de homotopia y algunos problemas relacionados usando
teoria de homotopia simplicial. Los grupos de homotopia son dados como centros de

grupos que admiten descripcion combinatoria natural.

Nufiez (2012), en la tesis: Isomorfismo entre los grupos de homotopia de los del-
ta grupos de clases de difeomorfismos y de trenzas sobre superficies, describe la
estructura de conjuntos, homologia de conjuntos y la estructura de grupos cruzados
para dar cabida a la construccion de estructuras en el grupos de trenzas y el grupo
de clases de difeomorfismos con la finalidad de discutir la relacién que éstas tienen

y asi establecer un isomorfismo entre ellas.
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2.2 MARCO:

2.2.1. BASES TEORICAS

Homotopia y Calculo del Grupo Fundamental de la Circunferencia

Definicion 2.8. Un espacio topoldgico es un conjunto X con una familia de sub-
conjuntos abiertos llamados abiertos. Por ejemplo, en la recta real R tenemos los
intervalos abiertos, mas generalmente, en R™ -0 mas aun en un espacio métrico-
tenemos las bolas abiertas. Estos conjuntos abiertos son importantes porque nos
permiten, entre otras cosas, establecer los conceptos de limite y continuidad de fun-

ciones.

Definicion 2.9. Una biyeccién continua f: X — Y entre espacios topolégicos tal que
suinversa f~!: Y — X también es continua es llamada un homeomorfismo. En este
caso diremos que los espacios X e Y son homeomorfos. Un problema central de la
Topologia es determinar cuando dos espacios dados son homeomorfos, este

problema esta adn sin resolver y al parecer su solucion todavia esta muy lejana.

En el camino a la solucién del problema planteado se han desarrollado diferentes
técnicas, entre ellas recurrir al apoyo del Algebra. Para esto a cada espacio topoldgi-
co se le asocia un Grupo, que en nuestro caso sera llamado Grupo Fundamental o
Primer Grupo de Homotopia. La idea es que “a espacios homeomorfos les corres-
ponden grupos isomorfos”. Lamentablemente el recirproco no es cierto, asi existen
espacios NO homeomorfos cuyos grupos asociados Si son isomorfos. Por lo tanto,
esta técnica de asociar un grupo a cada espacio topoldgico sirve, mas que nada, para

determinar cuando dos espacio NO son homeomorfos, lo que ya es un gran avance.

En lo que sigue I siempre denotard el intervalo [0, 1].

Definicion 2.10. Por un camino en un espacio topolégico X entenderemos cualquier

funcién continua f: I — X



donde las flechas indican que el camino es recorrido desde f(0) a f(a).

Sean f,g : I — X caminos en X tales que f(0) = ¢(0) y f(1) = g(1). Entonces,

f es homotdpica a g si existe una aplicacién continua F': I x I — X tal que:

a. F(t,0) = f(t),Vt eI,

b. F(t,1) = g(t),Vt € I,

c. F(0,8)=f(0)yF(1,s)=f(1),Vsel.

Denotando F; : I — X tal que Fy(t) = F(t, s), intuitivamente, la nocién de homo-
topia entre los caminos f y ¢ la podemos interpretar como si el camino f se fuese
deformando continuamente, a través de los caminos Fj, hasta convertirse en g, como

en la siguiente figura:

10



I x {1}

I x {s}

I x {0}
I =1

En la figura Fy = f, I} = gy Fs es un camino que comienza en Fy(0) = f(0) =

g(0) y termina en F,(1) = f(1) = ¢g(1) para cada s € I. Denotamos esto por

f~g

Lema 2.7. Sean f,g : I — X caminos en X tales que f(0) = ¢(0) y f(1) = g(1).

Seaa : X — Y conntinua. Si f ~ g, entonces

aog~aog

Note que avo f y a0 g son caminos en'Y .

Proposicion 2.8. La relacion de homotopia es una relacion de equivalencia en el
conjunto de todos los caminos de X que tiene el mismo punto inicial y el mismo

punto final.

Denotemos con [f] la clase de equivalencia, segun la relacién de homotopia del

camino f.
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Una vez que a cada espacio topolégico X le hemos asociado su Grupo Fundamen-
tal (m1(X), x¢) la tarea ahora es quien es exactamente (7 (X), zo), matematicamente
hablando el problem a es determinar, salvo isomorfismos, el Grupo Fundamental de
X. Para esto necesitaremos mas herramientas teéricas, como el concepto de Espa-

cio de Cubrimiento.

Definicion 2.12. Un espacio de cubrimiento de un espacio topolégico X es un par
(X,p), donde X es un espacio topolégico y p : X — X es una aplicacién continua
verificando la siguiente propiedad: Existe un cubrimiento abierto {U; },c; de X tal que
p~'(U;) es una unién disjunta de conjuntos abiertos en X, cada uno de los cuales es

homeomorfo, bajo p, a U;, y esto es paracada: € I.

»PL(Uy)

Figura 2.4: Idea gréfica del espacio de cubrimiento

12



R es un cubrimiento de S!

Denotaremos con

St={zeR*: ||z|| =1}

la circunferencia unitaria en el Plano.

S1 es un espacio topoldgico con la topologia heredada de R? (Esto es: los abiertos

de S! son de la forma A N S, donde A es un abierto de R?).
Considere la aplicacion continua p : R — S* dada por
p(t) = (cos 27t sin 27t).
Demostraremos que el par (R, p) es un espacio de cubrimiento para la circunferen-

cia S!. Para mostrar esto, por cuestiones didacticas trabajaremos todo en R?, para

esto haremos las siguientes identificaciones:

R: en R3
. ..
%3

3

9 2

1 1

—

0 0
_1 1
-2

-2
-3
3-3
° L ]

Figura 2.5: Identificamos la recta R en R? con un serpetin o resorte
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en R3

Ip = (],U)

g = (1010)

Figura 2.6: En esta identificacion la apliciacion p anteriormente definida se convierte

en la proyeccién sobre el plano XY

Esto dltimo significa que

p(z,y,2) = (x,y,0).

Simultdneamente

Figura 2.7: Interpretacion conjunta de las identificaciones
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Note que al identificar tenemos

2 = (1,0,2)

1=(1,0,1)

0=(1,0,0) =
~1=(1,0,—1)
—2=(1,0,—2)

En S! considere los abiertos U y V como en la figura

L!

Lo L0

Figura2.8: Uy V sontalesque S' =U UV

Asi {U,V'} es un cubrimiento abierto de S'.

Con nuestra identificacionde R en R® como un resorte se puede mostrar clara-

mente lo siguiente
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( . ;
L]
3
2 p
1
h 4
p—l(v) = < Vv 0 g1
—1
—2
-3
L
\ .

Figura 2.9: p~1(V) es una unién disjunta de abiertos en R (los pintados de rojo) cada
uno de los cuales es homeomorfo a V.

Esto mismo también ocurre con p~1(U) como se muestra

R e, \
3
D 2
1
M T
Sl
—1
-2
R -3
o )

Figura 2.10: p~}(U) es una unién disjunta de abiertos en R(los pintados de verde)
cada uno de los cuales es homeomorfo a IR.
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Por tanto, se ha mostrado que el par (R, p) es un espacio de cubrimiento de S*.

Definicién 2.13. Sea (X,p) un espacio de cubrimiento de X, sea f : Y — X una

aplicacion continua. Un levantamiento de f es una aplicacién continua f : Y — X

talque po f = f

yu

Figura 2.11: |dea gréafica de levantamiento

Ejemplo2.2. Seaw, : [ — S tal que w,(s) = (cos 2mns, sin 27ns), para cadan € Z.
Note que w, es un lazo que comienza en z, = (1,0), da |n| vueltas al circulo S, si

n # 0,y termina en zo = (1,0). Sin = 0, wy es la funcién constante (1,0).
Recordemos que hemos identificado R en R? como una especie de resorte.

En esta identificacién el intervalo [0, 1] se identifica con la vuelta del resorte en 0 y
termina en 1. El intervalo [0, 2] se identifica con las dos primeras vueltas del resorte

hacia arriba comenzando del 0.

En general el intervalo [0, n] se identifica con las n primeras vueltas del resorte
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hacia arriba comenzando del 0. Si n < 0, el intervalo [n, 0] se identifica con las —n

primeras vueltas del resorte hacia abajo comenzando del 0.

Sea w, : I — R el camino @,(s) = ns, note que este camino comienza en o y
termina en n, por tanto su imagen en el intervalo [0, n| o [n, 0] seguin sea n positivo o
negativo respectivamente, y por nuestra definiciéon w,, es el camino que comienza en

0 y recorre las |n| primeras vueltas hacia arriba o hacia abajo del resorte.

Asi por ejemplo

0

Figura 2.12: w3 comienza en 0 y da tres vueltas hacia arriba del resorte.

Claramente si proyectamos w3 sobre el plano XY obtendremos la circunferencia

S pero recorrida 3 veces, uno por cada vuelta del resorte, esto es, p o Ws = ws.

v 3
P 2
1
W
gl 0
w3

[

Figura 2.13: Proyeccion sobre el plano XY'.
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En general p o w,, = w,. Por tanto, hemos mostrado que w,, es un levantamiento

de w, paracadan € Z.

Levantamiento de caminos

Todo espacio de cubrimiento posee la siguiente propiedad de levantamiento.

Proposicion 2.11 (Propiedad de Levantamiento de caminos). Sea (f(,p) un espacio
de cubrimiento de X, sea f : I — X un camino que comienza en xy € X. Entonces,
para cada &, € p~'(xo) existe un tnico camino f : I — X que comienza en %, y es

un levantamiento de f.

P

Figura 2.14: Idea gréfica de levantamiento de caminos

Se cumple que po f = f, donde p(Zy) = wo-
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Como una observacion, note que en nuestra identificacion, los puntos que se pro-

yectan sobre xy = 0 son precisamente los niUmeros enteros.

R e
3
P 2
1
A 0= 0
Sl
—1
—2
—3
L)
° ®

Figura 2.15: Proyeccion de los numeros enteros

por tanto

Definicion 2.14. Sea f un lazo en S' que comienza y termina en x, esto es

J0) =20 = f(1)

Por la propiedad de levantamiento de caminos, existe un Unico levantamiento f
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que comienza en 0. Ahora
F(1) € p™ (p(F1) =p7'(F(1) = p (20) = Z
de donde f(1) € Z.

Al entero f(l) lo llamaremos el grado de f, y lo denotaremos deg f.

Usaremos los conceptos de espacio de cubrimiento, levantamiento de caminos y
grado de un lazo para calcular el Grupo Fundamental de S*. Antes enunciamos el

siguiente lema:

Lema 2.12. Si X es un espacio topoldgico, entonces m;(X) = 0.

La prueba del anterior lema se puede interpretar como sigue

Figura 2.16: Idea graficad e |l a p ruebad el lema

Demostracion. Bastara mostrar que todo par de caminos con los mismos puntos

extremos en X son homotopicos (en particular los lazos).
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Sean f, g dos caminos cualesquiera en X que tienen los mismos puntos extremos.

Basta considerar la homotopia dada por

Fo(t) = (1= s)f(t) + s9(t)

paratodot € [ ytodo s € I. |
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3. TEORIA DE COMPLEJOS SIMPLICIALES

3.1. Simplex

Un coanunt% {a20, cg a™} de (n+ 1) puntos de R™ es llamado geométricamente independiente si los
—a

vectores a ;a2 —a% ..., a™ — a° son linealmente independientes.
Dado un conjunto {a’,...,a"} geométricamente independiente, llamaremos n-simplejo geométrico al
conjunto

n n
U”z{sztiai:tiZO A Ztizl}
1=0 1=0

considerando con la topologia relativa usual de R™. Los a’ son llamados los vértices de o™, los niimeros
t; son llamados coordenadas baricéntricas de x con respecto a los vértices a’. El entero no negativo n es
llamado la dimension de o. Escribiremos abreviadamente

o=ad'. .. a"
Ejemplos:
g\
\
\
Y
* s
0- simplex 1-simplex
il
/
—
B
2 -simplex 3 - simplex
{en cada caso incluye el interior)
3.2. Complejo Simplicial
Dado un subconjunto {a®,a’,... a’} de {a°,...,a"} con 0 < iy < iy <... <4, <mn, el conjunto

T T
77 = x:thaif it; >0y Zt¢=1
=0 i=0

es llamada una cara de ¢™. Una cara propia es una cara de o distinta de o.
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Un complejo simplicial es una colecciéon de simplices que comparten a lo méds una cara pero no su
interior.

Ejemplo:

4¥
COMPLEJO NO ES UN
SIMPLICIAL COMPLEJO SIMPLICIAL

Ay off
D X

3.3. El poliedro de un complejo simplicial

Sea K un complejo simplicial, considere

Kl= ] o

ceEK

la unién de todos los simplejos de K.

Definamos |K| una topologia como sigue: Un subconjunto A de |K| serd cerrado en |K| si y sélo si
ANo es cerrado en o, para cada simplejo o € K.

El conjunto | K| provisto de esta topologia serd llamado el poliedro de K.

Ejemplo:
K
K]
& 1
B
El complejo simplicial K Mientras que el Poliedro de Ken

es la coleccion de los seis |

I no es mas que el hexagono
simplices ™ ;s 8 q ag

regular mostrado

3.4. Aplicacién Simplicial

Definicién 3.1. Dados dos complejos simpliciales K y L, una aplicacién f: |K| — |L| serd llamada una
aplicacion simplicial si:
(1) Sia es un vértice de K, entonces, f(a) es un vértice de L.

(2) Sia%al...a" es un simplex de K, entonces, f(a"), f(a'),..., f(a™) generan un simplex de L (note
que los f(a') pueden no ser todos distintos).
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1

(3) Siz=>"" ,t;a’ es un punto en un simplex a’a’...a™ de K, entonces,

Esto es, f es lineal sobre cada simplex.

Observacion: Toda aplicacion simplicial es continua.

3.5. Aproximacién simplicial

Definicién 3.4.2. Sean K y L dos complejos simpliciales y sea f: |K| — |L| una aplicacién continua. Una
aplicacién simplicial ¢ : |[K| — |L| es llamada una aprozimacién simplicial de f, si para cada vértice v
de K

f(St(v,K)) € St(g(v), L)

Observacion: La composicién de aproximaciones simpliciales es una aproximacién simplicial.

Un resultado clave de nuestro trabajo es el siguiente:

Proposicién 3.1. Sean K, L dos complejos simpliciales y f: | K| — |L| una aplicacion continua. Cualquier
aproximacion simplicial g de f es homotdpica a f relativo al subespacio de | K| de aquellos puntos x para los
cuales f(x) = g(x).

Este resultado nos permitira al trabajar con clases de Homotopia elegir un representante simplicial de
cada clase, lo que nos serd de gran utilidad en las aplicaciones.

2.6. Subdivisién baricéntrica

Definicién 3.3. Sea o = v%v! . . . v" un n-simplex. El baricentro de o se define como el punto
n
- 1
b= v
; n+1

que es el Unico punto en Ino cuyas coordenadas son todas iguales.

Si o es un 1-simplex, entonces & es el punto medio. Si o es un 0-simplex, entonces & = o. En general,
o es el centroide de o.

Definicion 3.4. Una subdivision baricéntrica es un proceso de refinamiento por el cual a partir de un
complejo simplicial K obtenemos un nuevo complejo simplicial K’ con més simplices, pero de tal manera
que |K’| sea igual a K.

Ejemplo:
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Dado el 2-simplex K : abc Trazamos el baricentro de
cada caradeK:

(w baricéntro de abc)

Finalmente unimos estos bari-
centres y oblenemosun
nuUevo compleo K.

Note que una subdivisién baricéntrica preserva la dimensién, esto es, dimK = dimK’. Denotamos la
subdivisién baricéntrica de K como sd(K).

El proceso de subdivision baricéntrica puede ser iterada
sd"HK) = sd(sd"(K))

Obteniendo una familia de complejos simpliciales, todos con el mismo poliedro y la misma dimension.
Claramente, al menos en el caso finito, e nc adai teraciénl oss implices s on ¢ ada v ez m &s pequenos.
Enunciamos esto como un Teorema:

Teorema 3.2. Dado un complejo simplicial finito K y un € > 0 cualquiera, entonces, existe un entero
positivo N tal que cada simplejo en sd™ K tiene didmetro menor que €.

Teorema 3.3 (Aproximacién Simplicial Relativa). Sean K, L complejos simpliciales y A un sub-
complejo de K. Sea |K| compacto y supongamos que solo existe un nidmero finito de simplejos en K \ A.
Sea f: |K| — |L| una aplicacion continua tal que f| 4| es simplicial. Entonces existe N tal que la com-
posicion f tiene una aprozimacién simplicial g : sd™ (K, A) — L tal que g|ja) = flja) y g es homotdpica
a f relativa a |A].

Ejemplo de iteracién sd*(K):

K sd(K) sd? (K) = sd( sd(K))
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IMPORTANCIA DEL TRABAJO DE
INVESTIGACION

En este seccion, daremos una teoria resumida de resultados preliminares a las
aplicaciones de los Complejos Simpliciales en la Ingenieria de Sistemas, Ingenieria
Informética, entre otras.

Aplicaciones de los Complejos Simpliciales en la

Ingenieria de sistemas

En el capitulo anterior, se vieron las definiciones de simplices, complejos simplicia-
les y poliedros. En base a estas definiciones con s us r espectivos e jemplos, hacemos
la siguiente:

OBS . A cada elemento o € K se le denomina g-simplice de K, siendo ¢ + 1 el
cardinal de o. A la unién de los 0-simplices de K la vamos a llamar el conjunto de los
vértices de K. A la union de 1-simplices la vamos a denominar conjunto de aristas; a
la de 2-simplices, conjunto de triangulos, etc.

La dimensidn de Niene dada por dim Kmax{dim o : 0 € K}. Vamos a denotar por
o9 al simplice o de dimensién ¢ .
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Medidas de adyacencia

Al igual que en los grafos tenemos la nocién de grado, que nos da el numero de
aristas que inciden en un vértice, necesitamos una nocién equivalente para simplices.
Antes de dar dicha idea tenemos que ahondar la nocién de adyacencia, que vamos
a utilizar para comparar las relaciones entre simplices.

Hay que tener en cuenta que para definir una medida de adyacencia tenemos que
expresar qué dos simplices vamos a comparar, en primer lugar, estudiaremos el caso
en que los dos simplices sean de la misma dimension. Siqueremos expresar que
ambos estan contenidos en otro simplice de una dimension mayor, utilizaremos la
nocion de adyacencia superior. Este es el caso de dos tridngulos (2-simplices) que
estén contenidos en un tetraedro (3-simplice). por otro lado, si ambos contienen una
misma cara de una dimensién menor, utilizaremos la adyacencia inferior. Por ejemplo,
dos aristas que comparten un mismo vértice.

En segundo lugar, estudiaremos distintas formas de adyacencias superiores e in-
feriores en el caso de que los simplices que queremos comparar tengan distinta di-
mension. Un ejemplo de estos coas es si consideramos un triangulo y un tetraedro y
estudiamos qué tipo de relaciones inferiormente y superiormente tienen entre si.

Una vez hecho esto, vamos a definir distintas nociones de grado en asociadas a
dichas nociones de adyacencia.

Para simplices de una misma dimension

(q), U(q)

dados dos g-simplices o, de un complejo simplicial K.

Definicién . Decimos que son adyacentes inferiormente si 7@ ﬂa](f’) = 7@ ¢con
7@ (g — 1)—cara de ambos. A 7(¢~Y o denominaremos simplices inferior comun.
q

Vamos a denotar a la adyacencia inferior como o\* ~ aj(.q).

Definicién . Decimos que son adyacentes superiormente si ambos son caras del
mismo (q + 1)-simplice, al que denominaremos simplice superior comun. Vamos a

denotar a la adyacencia superior superior como ai(q) ~y aj(-q).

Ejemplo . En laimagen 2.2, podemos observar que los 1—simplices {vy, vs} y {v1, vr}
son adyacentes inferiormente ya que una 0-cara o vértice en comun v;.

Por otro lado, es facil ver que los 2—simplices {vy, va,v3} y ivl,vz,m} son adya-
centes perlormente Aorque ambos son caras del etraedro o
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APLICACIONES DE LOS COMPLEJOS SIMPLICIALES EN LA INGENIERIA DE SISTEMAS

Los complejos simpliciales con otros entes matematicos, contirbuyen en el proceso de desarrollo de
una herramienta de software diseniada con el propédsito de realizar los calculos necesarios para obtener
cuatro invariantes topoldgicos, que son los ntmeros de Betti, la dimensién del complejo simplicial, el
vector estructura, y la caracteristica Euler-Poincaré.

Los resultados de estos calculos se interpretan como el planteamiento de una definicién f ormal de
cohesién y acoplamiento en ingenieria de software, criterios importantes para evaluar la modularidad de
un diseno.

ARCQUITECTURA DEL PROGRAMA
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Los complejos simpliciales se suelen representar por medio de una matriz de incidencia (MI), muy
conveniente para calculos computacionales, cuyas columnas son etiquetadas por sus vértices, y las filas
son etiquetadas por los simplices. A continuacién se muestran los complejos simpliciales con sus respectivas
MI. La siguiente figura muestra un tetraedro sélido como un simplex de dimensién tres. Para la mayoria
de los casos, se puede tomar al tetraedro como el elemento distinguido de los voliimenes.

Mi 1 2 3 4

-
-
-

Tetraedro
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A continuacion la figura con su respectiva tabla muestran la malla de la superficie de un cubo repre-
sentado a partir de tridngulos representados como simplices de dimensién 2. Esta seria la representacién
mediante su matriz de incidencia.

Ml 1 2 3 4 5 & T &
T1 1 1 1

T2 1 1 1

T3 1 1 1
T4 1 1 1
TS 1 1 1
T6 1 1 1
T7 1 1 1

T8 1 1 1

T4 1 1 1

T0 1 1 1

™ 1 1 1

T12 1 1 1

2.2.2 Marco Conceptual
Por ser nuestro trabajo de investigacion, netamente abstracto, el marco conceptual, esta

dentro del Marco Tedrico, en las definiciones, teoremas , corolarios y lemas dados en las Bases
Tedricas.
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2.3. Definicién de términos béasicos

Cara de un n-simplex: Dado un subconjunto

{aio,ail, ...,aiT} de {a° ...,a"} con0 < i, <i, <+ <i, <n,elconjunto
T n
TrZ{XZZtkaik:thO y Ztkzl}
k=0 k=0
es llamada una cara de ™.

Complejo Simplicial: Es una coleccion de n-simplex que comparten a lo mas

una cara, pero no su interior.
Elevacion de caminos: Sea (X, p) un espacio de cubrimiento de X, sea

f:Y = X una aplicacion continua. Una elevacion de f es una aplicacion

continua f:Y —» X tal que pof = f .

Espacio de Cubrimiento: Es un par ()?p) donde X,X son espacios
topoldgicos y p:X - X es una aplicacién continua que verifica la
siguiente propiedad: Existe un cubrimiento abierto {U;};¢; de X, tal que
p~1(U;) es una unién disjunta de conjuntos abiertos en X , cada uno

de los cuales es homeomorfo bajo p,a U; , y esto es para cada i € I.

Espacio topoldgico: Es un conjunto X con una familia de subconjuntos

abiertos.

Grupo: Una estructura algebraica (G, 0), es llamada Grupo si se ver9ifican los

siguientes axiomas:
G1) xo(yoz) = (x0y)oz,Vx,y,zen G
G2) Existe e € G tal que xoe = eox = x,VxeG

G3) Para cada x € G existe ye G, tal que xoy = yox = e.
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Grupo Fundamental: El conjunto (m;(X), x,) con el conjunto de clases es un
grupo, llamado el Grupo Fundamental de X en el punto x, o el Primer Grupo

de Homotopia de X en x, .

Homeomorfismo: Es una biyeccion continua f: X — Y, entre dos espacios

topoldgicos X e Y, tal que su inversa f~1:Y - X , también es continua.
Homotopia de Caminos: Sean f,g:I —» X , tales que f(0) = g(0) y

f(1) = g(1). Se dice que f eshomotdpicaa g, Si existe una aplicacion

continua F: Ixl - X tal que:
a)F(t,0) = f(t), vt el
b)F(t,1) = g(t),vt eI
O)F(0,5) = f(0) y F(1,5) = f(1),Vs €1

Isomorfismo de Grupos: Es un homomorfismo de grupos que es
simultaneamente inyectivo y sobreyectivo, o 1o que es lo mismo,

biyectivo.
Lazo: Sea x, un punto fijo de X. Consideremos el conjunto:
(m,(X), x0) ={[f]): f esun camino en X tal que f(0) = f(1) = x,

Un camino f verificando f(0) = f(1) = x, es llamado un lazo en X con

punto base x .
Poliedro: Sea K un complejo Simplicial y considérese:

|K| = Ugex o la unién de todos los n-simplex de K, visto como espacio

topologico de algan R™ es llamado el Poliedro de K.

Simplejo o Simplex: Dado un conjunto {a° ..,a"} geométricamente

independiente, llamaremos n-simplex geométrico al conjunto:

n n
Jn={x=2tkak:tk20y ztkzl}
k= k=0

0
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considerado con la topologia usual de R™.

Topologia: Es la rama de la matemética dedicada al estudio de aquellas
propiedades de los cuerpos geométricos que permanecen inalteradas
por transformaciones continuas. Es una disciplina que estudia las
propiedades de los espacios topoldgicos y las funciones continuas. La
topologia se interesa por conceptos como proximidad, numero de
agujeros, el tipo de consistencia (o textura) que presenta un objeto,
comparar objetos y clasificar mdltiples atributos donde
destacan conectividad, compacidad, metricidad o metrizabilidad, entre

otros.

Topologia Algebraica: Es una rama de las mateméticas en la que se usan
las herramientas del algebra abstracta para estudiar los espacios

topoldgicos.
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CAPITULO llI: Hip6tesis y Variables

Teniendo como herramientas la topologia, la teoria de homotopia y la
construccion de los complejos Simpliciales geométricos se pretenden
establecer una aproximacion relativa entre complejos Simpliciales, asi
como el calculo de ciertos grupos fundamentales de la esfera y dar

aplicaciones de estos topicos en la Ingenieria de Sistemas.
Formulamos las hipétesis en base a nuestro Problema General

3.1. HIPOTESIS GENERAL:

La teoria Simplicial y la elevaciéon de caminos influye de manera
significativa en el Calculo del grupo de homotopia de la esfera'y en

sus aplicaciones en la ingenieria de Sistemas.
3.2. HIPOTESIS ESPECIFICAS

e La teoria Simplicial influye de manera significativa en el
Célculo del grupo de homotopia de la esfera y en sus
aplicaciones en la ingenieria de Sistemas.

e La elevacion de caminos influye de manera significativa en el
Célculo del grupo de homotopia de la esfera y en sus

aplicaciones en la ingenieria de Sistemas.
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3.2. Definiciéon conceptual de las Variables

V1. Teoria Simplicial

En este trabajo de investigacién, la teoria simplicial se centra en
la definicion de un complejo simplicial que es un tipo particular de
espacio  topolégico construido mediante el pegado de
puntos, segmentos de linea, triangulos, tetraedros y demas analogos
de dimensiones superiores. Este concepto no debe ser confundido con
la nocion abstracta de conjunto simplicial que surge en la moderna

teoria simplicial homotdpica.

V2: Elevacién de Caminos

Proceso por el cual se estudia el grado de los lazos de la
circunferencia mediante la propiedad de elevacién de caminos que tiene
la aplicacién candnica p:R — St,p(r) = e?™". Para ello se analiza
previamente la nocidén de aplicacion recubridora y sus propiedades de

elevacion de caminos y homotopias.

V3: Calculo del grupo de homotopia de la esfera

El grupo denotado por 7, (X, x,) se denomina grupo fundamental
del espacio basado (X, x,) . En aquellos contextos en los que el punto
base quede bien determinado y en otros casos en los que su papel no
sea relevante utilizaremos la notacion m; (X). Cuando X = S™, el Grupo
de Homotopia se denomina Grupo fundamental de la esfera "n + 1"

dimensional.
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Operacionalizacion de Variables

VARIABLES

DEFINICION

DIMENSIONES

INDICADORES

V1: TEORIA
SIMPLICIAL

la teoria Simplicial se
centra en la definicién
de un complejo
Simplicial que es un
tipo  particular de
espacio topolégico
construido mediante el
pegado de puntos,
segmentos de linea,
triangulos, tetraedros y
demas analogos de
dimensiones

superiores. Este
concepto no debe ser
confundido con la
nocion abstracta de
conjunto Simplicial que
surge en la moderna
teoria Simplicial
homotépica.

DIMENSION 1:
Complejos

Simpliciales

1. Simplejos
2. Topologia de
Complejos
Simpliciales

DIMENSION 2:

Poliedros

1. Caras de un
poliedro

2. Estrella

V2:
ELEVACION
DE CAMINOS

Proceso por el cual se
estudia el grado de los
lazos de la
circunferencia
mediante la propiedad
de elevacion de
caminos que tiene la
aplicacion canénica
p:R - S1,

p(r) = e?™" Ppara
ello se analiza
previamente la nocién
de aplicacion
recubridora 'y sus
propiedades de
elevacion de caminos y
homotopias.

DIMENSION 1:

Espacios de
cubrimiento

Lazos

Homeomorfismo

DIMENSION 2:

Homotopia de
caminos

Caminos

Aplicacién continua

V3:
CALCULO
DEL GRUPO
DE

El grupo denotado por
(X, xo) se
denomina grupo
fundamental del
espacio basado

DIMENSION

Grupo de
Homotopia de
la
Circunferencia
Sl

1. Espacio
topologico
2. Punto base x
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HOMOTOPIA
DE LA
ESFERA

(X, xp). En aquellos
contextos en los que el
punto base quede bien
determinado y en otros
casos en los que su
papel no sea relevante
utilizaremos la
notacion 11 (X).
Cuando X = S™, el
Grupo de Homotopia
se denomina Grupo
fundamental de la
esfera "n+1"
dimensional.
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CAPITULO IV: Disefio Metodologico

4.1.1. Tipo de Investigacion
La investigacién es de tipo basica, pura o fundamental, pues se utiliza
las teorias existentes para profundizar en ellas, generando nuevos

conocimientos o criterios.

4.1.2. Disefo de investigacion
La investigacién que se desarrolla presenta el tipo inductivo -
deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo posible en cada demostracion.

Graficamente el disefio de la investigacion obedece al siguiente

esquema:
V1
V3
V2
Dénde:
V1 : Teoria Simplicial
V2 : Elevacion de Caminos
V3 : Célculo del Grupo de Homotopia de la Esfera

4.2. Método de Investigacion

Por la naturaleza de la investigacion, al ser esta del tipo basica, el
método empleado es el método de escritorio o de biblioteca, es decir, se
realizara un analisis bibliografico a profundidad con respecto a las teorias

relacionadas al presente tema de investigacion.
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4.3. Poblacion y Muestra

4.3.1. Poblacion
Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe poblacién que
estudiar.

4.3.2. Muestra
Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no existe muestra que

estudiar.

4.4. Lugar de Estudio

Se puede considerar lugar de estudio todo espacio fisico que
contribuya en la elaboracion del presente trabajo, por ejemplo, Facultad de
Ingenieria Industrial y Sistemas, Universidad Nacional del Callao — Peru., la
Biblioteca Central de la UNAC, algunas universidades como la UNI y la

UNMSM, por la busqueda de bibliografia de manera fisica

45. Técnicas de Recoleccion de datos

Para la realizacion de este trabajo de tesis se revisoé bibliografia
especializada y recopilaciéon de informacién obtenida relacionada al tema de

interés.

4.6. Tratamiento Estadistico

Por ser nuestro trabajo netamente abstracto, no se necesito
procedimientos de recoleccion de datos mas que la revision de bibliografia

(libros, paginas web, papers, etc.).
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CAPITULO V: RESULTADOS TEORICOS

En este capitulo, mostraremos los resultados teéricos mds importantes de este

trabajo de investigacion, los cuales se resumen en dos teoremas importantes: Uno es
usando Teoria de Homotopia, se demuestra que el primer grupo de homotopia de la

esfera en el plano, es isomorfo a los enteros.

El otro resultado importante es probar mediante complejos simpliciales, siendo otra via

de demostracion, que los enteros son isomorfos al Grupo fundamental de la esfera. ]

Considerando los conceptos y notaciones previas enunciamos a continuacién el

teorema que nos permitira calcular el grupo fundamental de S*.

Teorema 5.1. Se cumple que 7,(S*) = Z, donde esta igualdad se entiende es a nivel

de isomorfismos, es decir, el grupo fundamental de S* es isomorfo aZ.

Demostracion. Recordemos que para cada n € Z hemos definido
wy « I — S* tal que w, (s) = (cos 2ns, sin 27n.s)

que es el lazo que comienza en z, da |n| vueltas al circulo S* y termina en x,. Esto

nos permite definir la aplicacién

o (Zo4) = (m(S"), ®) como () = [w, .

Recordemos también que dado un lazo f en S!, el grado de f es un namero

entero. Esto nos permite definir la aplicacion

Vi (mi(Sh), 8) = (Z,+) como ¥([f]) = deg f

Los pasos a seguir para la prueba seran dos:
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= Mostrar que ¢ es un homomorfismo de grupos.

= Mostrar que las aplicaciones ¢ y ¥ son una la inversa de la otra y por tanto son
ambas biyecciones.
Note que de la combinacion de ambos pasos se concluye que ¢ es un isomorfismo

entre grupos (Z,+) y (m1(S'), @) que es lo que queriamos probar.

La prueba de que ¢ es un homomorfismo de grupos se puede hacer incluso grafi-

camente.
f 3
ﬁf’n
(n vueltas)
ﬁ,-’m__l_n < <
(m + n vueltas)
} I;i;-rn
(m vueltas)
\ y
Figura 2.17: Idea grafica
Asi

ajm—&—n ~ ‘Dm * Jjn
y por propiedad
po@ern NPO(JJm*(Dn)

luego

Wm4n ™ Wn * Wy
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de donde

[Wintn] = [Win * wh][wm] ® [wy]
asi
p(m+n) = p(m) e p(n)

lo que muestra que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Resta mostrar que ¢ o ¢ = id,, (s1). Calculemos ahora ¢ o v

(o) ([f]) = w(&([f1)) = w(deg f) = [wace f]

Queremos que (¢ o ) = [f], luego bastard mostrar que [f] = [waeqf], l0 que

equivale a mostrar que

f~ Wdeg

Sea m el grado de f, entonces

m = deg f = f(1)

donde f es el unico levantamiento de f que comienza en 0 y termina en f(l). Note
que f : I — R existe por la propiedad de levantamiento de caminos. Ahora, w,, : [ —
R es también un camino que comienza en 0 y termina en m = f(1). Como R es un

espacio conexo, por el Lema 2.12

de donde

asi f ~ w,, como queriamos. ]
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Teorema 5.2. m(S') = Z

Demostracidn. Sea f: ' — 5' una aplicacidn continua v puntuada cualguiers. Sea K un complejo
simplicial tal que |K| =~ 5. Esto se justifica e scogiendo K como el borde d e un 2 -simplejo. Asi, K esun

complajo finito con | K| compacto, Desdeque | K| v f verifican las hi potesis de | te orema de aproximacion

simplicial relativa, con 4 = {punto base de 5}, se sipue que existe une subdivision K' de K vy una
aplicarion simplicial g - |K'| = |K| ~ 8 - |K| ~ 5" tal que g es homotdpica & f relative al punto hase.

Suponga que K’ tiene vertioes vy, vy, ..., vy ¥ K tiene vértices wg, wq, wy v los colocamos en sentido
antihorario, como en la sipniente fiura

K' w2 vy y K
v, i
3 v "
o 0
"n-1 n Wa
Sea
gi:g[vi,vi+1]a ZZO?"‘)’”’

donde wy,+1 = vg. Entonces, claramente

[gl=1[g0]®-..®[gi] ®[git1]®...®[gn]

Ya que g es simplicial lleva los vértice de K’ en los vértices de K, asi cada g(v;) es algin w,. Ademds

g(vp) = wop, por ser relativa al punto base.

Cada terna
9i * Gi+1 * git+2

resulta homotépica al camino

wy1(s) = (cos 2m(£1)s,sen 2w (+1)s)

que es el lazo que da una vuelta a S' en sentido antihorario u horario, segin sea el signo positivo o

negativo.
Se muestra que (1) contiene exactamente un nimero entero de ternas
9i * Git+1 * Gi+2
esto es, se tienen ¢ ternas como sigue
[9] =90 * g1 % g2] @ ... @ [gi 5 giy1 % giya]@...

- ® [gn—Z * gn—1 % gn]

Asi g es homotopica al camino

wg(s) = (cos 2mgs, sen 27qs)
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que es lazo que da ¢ vueltas a S' en sentido antihorario u horario segiin sea ¢ un entero positivo o
negativo.

g ~ Wq
Esto nos permite definir la aplicacién
(Z,+) — (m(S'),e)
q = [wq]
que resulta ser un isomorfismo de grupos.
Por lo tanto concluimos que
1 (Sl) =7

OTROS RESULTADOS:
APLICACIONES DE LOS COMPLEJOS SIMPLICIALES EN LA INGENIERIA DE SISTEMAS

Los complejos simpliciales con otros entes mateméticos, contirbuyen en el proceso de desarrollo de
una herramienta de software disenada con el propdsito de realizar los cédlculos necesarios para obtener
cuatro invariantes topoldgicos, que son los numeros de Betti, la dimensién del complejo simplicial, el
vector estructura, y la caracteristica Euler-Poincaré.

Los resultados de estos cédlculos se interpretan como el planteamiento de una definicién f ormal de
cohesién y acoplamiento en ingenieria de software, criterios importantes para evaluar la modularidad de
un diseno.

ARGUITECTURA DEL PROGRAMA

CaK40 08 wataties
Tojogess

Los complejos simpliciales se suelen representar por medio de una matriz de incidencia (MI), muy
conveniente para célculos computacionales, cuyas columnas son etiquetadas por sus vértices, y las filas
son etiquetadas por los simplices. A continuacién se muestran los complejos simpliciales con sus respectivas
MI. La siguiente figura muestra un tetraedro sélido como un simplex de dimensién tres. Para la mayoria
de los casos, se puede tomar al tetraedro como el elemento distinguido de los volimenes.

Mi 1 2 3 4

=
-

| Tetraedro
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A continuacién la figura con su respectiva tabla muestran la malla de la superficie de un cubo repre-
sentado a partir de tridngulos representados como simplices de dimensién 2. Esta seria la representacién
mediante su matriz de incidencia.

4
8

M 1 2 [3 4 5 6 7 8
T 1 1 E
T2 1 [1 1
T3 1 1 1
T4 1 | 1 1
T5 | 1 1 1
Té 1 1 1
T7 1 | 1 1
T8 1 | 1
T8 1 1 1
T0 1 1 1
™ [1 1 1
T2 | 1 1 1
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

Con las herramientas matematicas de Teoria de Homotopia en el area de
Topologia Algebraica dentro de la Matemética se logra demostrar como se da la
influencia de la elevacion de caminos en el Calculo del grupo de homotopia de
la esfera.

La Elevacion de Caminos es el proceso por el cual se estudia el grado de
los lazos de la circunferencia mediante la propiedad de elevacion de caminos
que tiene la aplicacion canonica p:R — S, p(r) = e?™. Para ello se analiza
previamente la nocion de aplicacion recubridora y sus propiedades de elevacion

de caminos y homotopias.

El grupo denotado por m; (X, x,), es denominado grupo fundamental del
espacio basado (X, x,). En aquellos contextos en los que el punto base quede
bien determinado y en otros casos en los que su papel no sea relevante
utilizaremos la notaciéon m;(X). Cuando X = S™, el Grupo de Homotopia se
denomina Grupo fundamental de la esfera "n+1" dimensional, y es aca donde
probamos que m,(S1) = Z.

Los complejos simpliciales a través de los simplejos, poliedros y la
subdivision baricéntrica usando el Teorema de Aproximacion simplicial Relativa,
logra probar el resultado importante que es el corazon del Tema de este
proyecto, para luego dar aplicaciones usando la Teoria de Grafos como
aplicacién de la Topologia Combinatoria en la Ingenieria de Sistemas e

Informatica.
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Conclusiones

La Teoria Simplicial es apoyada por la Matematica Discreta en lo que corresponde
a la Teoria de Grafos, con la cual se modelan las aplicaciones en la Ingenieria de
Sistemas.

Los complejos simpliciales son una herramienta matematica muy usada en la In-
genieria de sistemas, de Software y algunos calculos computacionales de mallas en
particular, donde se usa la matriz de incidencia de un complejo simplicial.

Con las herramientas matematicas de Topologia Combinatoria en complejos
simpliciales llegamos a demostrar el isomorfismo de grupos entre el primer grupo de
homotopia de la esfera.

Con las herramientas matematicas de Topologia Algebraica en Teoria de
Homotopia, llegamos a demostrar el isomorfismo de grupos entre el primer grupo de
homotopia de la esfera.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda en primer lugar a investigadores que quieran
realizar estos tipos de investigacion basica por ser la teoria de una
rama de la Matematica que es la Topologia Algebraica, usar
bibliografia avanzada y actualizada en lo que corresponde a las
aplicaciones. Para las bases tedricas y el marco conceptual, si se debe
referenciar con libros basicos que datan del siglo XX, ya que la rama

mencionada no es tan antigua.

Con respecto a la manera de demostrar que el Primer Grupo de
Homotopia de la esfera es isomorfo a los enteros, hay dos formas de
hacerlo en esta investigacion, pero no se deben conformar con estos
métodos o caminos, se debe revisar bibliografia que puede apuntar a un
camino de demostracién en la misma rama de Topologia Algebraica

pero con otro método.
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ANEXOS

ANEXO 01

MATRIZ DE CONSISTENCIA

PROBLEMAS OBJETIVO HIPOTESIS VARIABLES Y | METODOLOGIA
DIMENSIONES

GENERAL GENERAL GENERAL V1: TEORIA SIM- | Tipo:
PLICIAL Descriptiva

;De qué mane- | Demostrar como | La teoria Simpli- | D1: Complejos

ra la teoria Simpli- | influye la teoria | cial y la elevacién | Simpliciales Diseho

cial y la elevacién | Simplicial y la | de caminos influye | D2: Poliedros No experimental

de caminos influ- | elevacion de | de manera signifi-

yen en el Calculo | caminos en el | cativa en el Célcu- | V2: ELEVACION | Método

del grupo de ho- | Calculo del grupo | lo del grupo de ho- | DE CAMINOS hipétetico

motopia de la es- | de homotopia de | motopia de la es- | D1: Espacios de | inductivo-

fera y en sus apli- | la esfera y en sus | fera y en sus apli- | cubrimiento deductivo.

caciones en la In- | aplicaciones en | caciones en la in- | D2: Homotopia de

genieria de Siste- | la Ingenieria de | genieria de Siste- | Caminos Poblacién:

mas? Sistemas. mas. No aplica
Vv3: CALcuLO

ESPECIFICOS ESPECIFICOS ESPECIFICOS DEL GRUPO DE | Muestra:
HOMOTOPIA DE | No aplica

¢;De qué mane- | Demostrar coémo | La teoria Sim- | LA ESFERA

ra la teoria Sim- | influye la teoria | plicial influye de | D1: Grupo de Ho- | Lugar de estudio:

plicial influye en el
Calculo del grupo
de homotopia de
la esfera y en sus
aplicaciones en la
Ingenieria de Sis-
temas?

¢,De qué manera
la elevacion de ca-
minos influye en el
Calculo del grupo
de homotopia de
la esfera y en sus
aplicaciones en la
Ingenieria de Sis-
temas?

Simplicial en el
Calculo del grupo
de homotopia de
la esfera y en sus
aplicaciones en
la Ingenieria de
Sistemas.

Demostrar como
influye la eleva-
cion de caminos
en el Célculo
del grupo de
homotopia de Ila
esfera y en sus
aplicaciones en
la Ingenieria de
Sistemas.

manera significa-
tiva en el Célculo
del grupo de
homotopia de la
esfera y en sus
aplicaciones en
la ingenieria de
Sistemas.

La elevacién de
caminos influye de
manera significati-
va en el Calculo
del grupo de ho-
motopia de la es-
fera y en sus apli-
caciones en la in-
genieria de Siste-
mas.

motopia de la Cir-
cunferencia S*

Facultad de Inge-
nieria Industrial y
Sistemas, UNAC y
mi hogar.
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