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RESUMEN

En el presente trabajo se vera algunos conceptos relacionados al conjunto de solu-
ciones eficientes y propiamente eficientes para optimizar un problema multiobjetivo.
Ademas se estudiara también el método de pesos el cual permite hallar este tipo de

soluciones a partir de una solucién 6ptima.
Palabras claves: Optimizacién Multiobjetivo, Método de Pesos, Optimizacidn no lineal.



ABSTRACT

The aim of this work is to study concepts related to the set of solutions efficient and
properly efficient solutions to optimize a multi-objective problem. We will also study
the method of weights that will allow us to find this type of solution from an optimal
solution.

Keywords: Multiobjective Optimization, Method of Weights, Nonlinear Optimization.
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INTRODUCCION

En el problema de optimizacion se busca encontrar la opcién que represente el va-
lor 6ptimo para una funcién objetivo, pero cuando hablamos de la vida real existen
numerosas situaciones en las diversas areas como la economia, finanzas, ingeneria
y ciencias que trabajan muchos objetivos a la vez y estos generalmente son conflic-
tuantes entre si, eso quiere decir, que no se puede encontrar una solucion éptima

que satisfaga a todos estos problemas simultaneamente.

Cuando trabajamos con varios objetivos estos con llevan varias decisiones, que sue-
len conflictuarse entre ellas. Por ejemplo tales tipos de problemas son comiunmente
encontrados en la esfera politica. En estas situciones se genera un proceso de toma
de decisiones donde extiste dos papeles importantes del analista que genera solu-
ciones eficientes del problema en base a la informacion brindada y el responsable de
la toma de decisiones, que recibe las soluciones del analista y escoge cual es la de

mejor compromiso.

Hay métodos para resolver problemas con varios objetivos y cada uno de ellos posee
caracteristicas y aplicaciones diferentes, ya que el método puede ser bueno para un
tipo de problema e ineficiente para otro, por tal motivo el analista se debe analizar

desde las dos perspectivas tanto del analista como del tomador de decisiones.

En el presente trabajo definiremos el problema multiobjetivo,se estudiara los conos
convexos Yy las érdenes parciales inducidas por ellos enfocandonos en el caso que
dichos conos se localicen en el ortante R” donde p es el nimero de funciones objetivo

para ser optimizadas.

Por otro lado se mostrara, algunos conceptos relacionados al conjunto de soluciones

Xii



eficientes y propiamente eficientes que se entenderan como la mejor solucién para
este tipo de problemas. En particular se describira, el método de pesos, que se defi-
ne como un método de generacion, pues el analista halla las soluciones eficientes y
se las entrega al responsable de la toma de decisiones para que elija la que mas le
conviene. Con respecto a este método cabe resaltar que tiene como principal carate-
ristica su simplicidad asi que se desarrollara un teorema que nos permitirad encontrar

soluciones propiamente eficientes para el problema multiobjetivo.

xiii



. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

Este tipo (clase) de problemas se refiere a la obtencion de soluciones de un modelo

matematico, que abarca dos o mas objetivos, que son contenidos en las denomi-

nadas funciones multiobjetivos, lo que comunmente es confundido con los modelos

multiniveles. La solucién de estos problemas, debido a su recargada dosis numéri-

ca hace que existan pocos algoritmos, sin embargo son necesarios ya que existen

muchos problemas, que se pueden formular en este modelo para obtener soluciones

eficientes y propiamente eficientes. El siguiente trabajo tiene como finalidad mostrar

soluciones eficientes y propiamente eficientes para el problema multiobjetivo que esta

dada por la siguiente forma :

s.a g2(x) <0

Donde

X={reR|g(x)<0,i=1,...m}

fx : Funcion obeijtivo fe: R — R

f : Funcién multiobejtivo fr: R — RP

g; - Funcion restricién gi: R —> R



= Sip =1, es el problema comun con un solo objetivo.

= Cuando p > 1 seréa nuestro objetivo de estudio.

Este problema 1.1 se resolvera mediante el método de pesos usando el vector de
pesos w = (wy,ws,...w,) € NP donde wy > 0 siendo k = 1,...py ||lwl]y = 1;

transformando el problema 1.1 en el siguiente :
p
P(w) : minZwk fr(x)
k=1

s.a gi(x) <0,i=1,...m

De esta forma el problema original se transforma en un problema con un unico ob-
jetivo y con ello obtendremos soluciones éptimas que se convertiran en soluciones

eficientes para el problema multiobjetivo.

1.2. Formulacion del Problema

1.2.1. Problema General

¢, Existiran soluciones propiamente eficientes para el problema multiobjetivo mediante

el método de pesos?

1.2.2. Problema Especifico

(1) ¢A partir de una solucién 6ptima Unica para el problema de los pesos existira

una solucion eficiente para el problema multiobjetivo?

(17) ¢A partir de una solucién 6ptima para el problema de los pesos existird una

solucién eficiente para el problema multiobjetivo?



1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Mostrar que existen soluciones propiamente eficientes para el problema multiobjetivo

mediante el método de pesos.

1.3.2. Objetivo Especifico

(1) Mostrar que para una solucién éptima Unica del problema de los pesos existe

una solucién eficiente para el problema multiobjetivo.

(77) Mostrar que para una solucién 6ptima del problema de los pesos existe una

solucion eficiente para el problema multiobjetivo.

1.4. Justificacion

Los problemas con mdutliples objetivos ha optimizar son muy comunes en la vida
diaria y muchas veces estos objetivos no pueden ser resultos a la vez pues son

conflictuantes unos con otros.

Este proceso de optimizacion es llamado toma de decisiones multicriterio que
puede definirse como una teoria para evaluar alternativas segun criterios individuales

y combinarlos en una evaluacion general, pudiendo dividirse en dos parte:

La primera es llamada analisis de decision multicriterio que esté relacionado con
problemas que tienen un conjunto discreto, predeterminado y finito de soluciones
viables. La segunda es llamada optimizacion multiobjetivo donde las soluciones
viables no son explicitamente conocidas pero generalmente estan representadas por

funciones de restriccion.

Esta distincién entre los dos procesos se debe principalmente a las diferentes he-



rramientas requeridas en las areas de trabajo, como por ejemplo: en la investigacion

operativa y la economia.

Muchos autores estudiaron esta teoria y han planteado condiciones para poder re-
solverla, por ejemplo las encontradas en la tesis de doctorado de “Optimality and
Langragian Regularity in Vector Optimization” realizada en la Universidad de Pi-
sa, Italia (Bigi, 1999) y quien mas adelante publicé junto con Pappalardo el articulo

“Regulity Conditions in vector optimization”. (Bigi y Pappalardo,1999)

Otro autor que abordé estos temas fue (Luc, 1989) en su libro “Theory of Vector

Optimization” que describe las condiciones de regularidad y totalmente regularidad.

Actualmente también se estan realizando investigaciones en diversas areas por ejem-
plo: la tesis doctoral “Optimizaciéon multi-objetivo para la evaluacion de la sos-
tenibilidad de tecnologias de generacion de electricidad a partir del carbon”
presentada por la Universidad de Cantabria (Garcia, 2013). Al igual que lo mostra-
do por Lara Velasco Carrera en su tesis doctoral “Optimizacion Multiobjetivo del
Transporte de Personas Discapacitadas” presentada por la Universidad de Burgos

(Velasco, 2017)

Es por eso que el presente trabajo tiene por objetivo principal mostrar soluciones pro-
piamente eficientes por el método de pesos ya que este seria un resultado novedoso
y serviria como una estrategia nueva en este ambito de estudio, el cual cuenta con

diversas aplicaciones en la realidad.

1.5. Delimitantes de la Investigacion

1.5.1. Teorica

No se aplica en este tipo de proyecto.



1.5.2. Temporal

Debido a que nuestra investigacion es netamente teérica no se presentan delimita-

ciones temporales.

1.5.3. Espacial

No se aplica en este tipo de proyecto.



Il. MARCO TEORICO
2.1. Antecedentes: Internacional y nacional

Los ultimos 50 afios se han estudiado cuestiones tedricas y metodoldgicas con res-
pecto al area de programacién multiobjetivo, no obstante, la investigacion mas fuerte

que se ha dado al respecto sucedié durante los afos 80’s, 90’s y estos utlimos anos.

= Nacionales
Rubinos (2015), en su tesis de doctorado titulada “Planeamiento de la gene-
racion distribuida en redes de distribucién de energia eléctrica en el Per(” de
la Universidad Nacional del Callao, plante6 un modelo de planificacion el cual
cubre los requirimientos de la demanada del proyecto con cambios minimos en
la red de distribucién existente . Este modelo propuesto es del tipo probabilista

y transforma de un problema monobjetivo a uno multiobjetivo.

Aduviri (2018), tres afnos después en la Pontificia Univerdad Catolica del Peru
se presentd también una tesis titulada “Algoritmo Genético Multiobjetivo de la
Distribucién de ayuda humanitaria en caso de desastres naturales en el Pe-
ru”. El autor plantea un plan que satisface la demanda en los nodos que son
los puntos donde se recibira la ayuda humanitaria, de la manera mas eficiente
posible usando la optimizacion multiobjetivo, de esta forma no desperdicia re-
cursos que podrian ser utilizados para atender a mas nodos.Asi el valor que
sera minimizado es la suma total del producto de la cantidad de bienes trans-
portados entre cada par de nodos por el costo unitario de transporte en dicha
via.

Ledn (2019), publico en la Universidad Nacional San Antonio Abad del Cusco la
tesis titulada “ Algoritmo de optimizacién multiobjetivo para el problema center-
based clustering para conjuntos con outliers” que mejora las técnicas actuales
en esta rama como principal objetivo; su investigacion desarrolla y propone
un nuevo algoritmo de clustering, denominado el algoritmo SSO-C. Su traba-

jo consistié en la optimizacién de una funcion multiobjetivo que relaciona dos

6



problemas definidos con el propdsito de garantizar la robustez de la solucién
encontrada. Como busqueda local para valores iniciales el autor tomé solucio-
nes con un cierto factor de aproximacion para un problema de optimizacién

combinatoria relacionado, el problema k-center.

Internacionales

Li (2019) se present6 el trabajo de disertacion “Topics and Applications of
Weighting Methods in Case-Control and Observational Studies ” realizada en
el Departamento de Bioestadistica y Bioinformatica de la Escuela de Gradua-
dos de la Universidad de Duke en la que se desarrolla y amplia métodos de

pesos para el estudio de casos y controles.

Momeni et al. (2021) este mismo afno presentaron un articulo titulado “Estima-
tion of normal means in the tree order model by the weighting methods” donde
se aplica el método de pesos para reducir el error cuadratico medio, basado
en el sesgo y el error cuadratico medio se compara el desempefo de los es-
timadores propuestos con los estimadores alternativos para buscar un mejor

estimador.

Matsouaka y Atem (2020) presentaron el articulo “Regression with a right-
censored predictor using inverse probability weighting methods” en la que se
enfoncan particularmente en el uso de probabilidad inversa del método de pe-
sos en un modelo lineal generalizado (GLM), para aplicarlo en el estudio Fra-
mingham del coraz6n que muestra datos para estimar la relacién entre la edad
de inicio de un evento cardiovascular clinicamente diagnosticado y lipoprotei-

nas de baja densidad entre los fumadores de cigarrillos.

2.2. Bases teoricas

Con finalidad de tener una amplia teoria para la resolucion de los objetivos en el

presente trabajo se seguira los resultados en : (Abadie,1967), (Benson & Morin,
(1977)), (Bigi,1999), (Bigi & Pappalardo,1999),(Canales, 2018),(Cohon, 1978),(Geof-
frion, 1968),(Kuhn, & Tucker, 1951),(Luc, 1989), (Rockafellar, 1997), (Sampaio, 2011)

7



y (Sawaragi, Nakayama y Tanino, 1985).

Definicion 2.2.1. Sean z, y € R". Las relaciones < y < son definidas de la siguiente

forma:

r3y<=uz; <y V 1=1,2...n
Ty x; <Y V +1=1,2...n
Esta notacién puede ser leida como “y es preferido a x "0 “y domina a x ”

Ejemplo 2.1. A continuacion mencionaremos algunos ejemplos de la Definicién 2.2.1

m Seaxr = (-5,0,3) Ay =(1,3,5) donde z,y € R?

ry: —5<1
To: 0<3
r3: 3<5H

Por lo tanto podemos decir que = < y

m Seaxr=(1,2,3) Ay = (0,1,3) donde z,y € R3

zy: 1>0
To: 2>1
T3 3=3

Por lo tanto podemos decir que = > y

= Sear = (1,10,3) Ay = (2,1,5) donde z,y € R3

Ty 1<?2
To: 10>1
r3: 3<5H



En este ejemplo no podemos decir que x > y V x =< y. Se puede decir que =

no esta relacionado con y.

Figura 2.1: Relacion <y < en R?

A A

8
N
8

8|

v

v

Fuente: Elaboracién propia

Definicion 2.2.2. Sean P y () dos conjuntos. Una relacion binaria A de P en () es
un subconjunto de P x (), diremos que a € P esta relacionado con b € () mediante

Asi(a,b) € A,

Definicion 2.2.3. Sea A una relacién binaria en 1? .Decimos que es:

(1) Reflexiva, si (z,x) € A Vo € R
(#7) Antisimétrica, si (z,y) € Ay (y,z) € Aimplicaque z =y Vo € RP
(i43) Transitiva, si (z,y) € Ay (y,2) € Aimplicaque (z,2) € A  Vx € RP
(iv) Conectada, si (z,y) € Ao (y,z) € A Ve € RP conx # y
(v) Lineal, si (z,y) € Aimplicaque (zt + z,yt +2) € A  Vz,y,ze Ryt >0

Definicion 2.2.4. Definiremos lo siguiente:
(7) Un orden parcial es una relacién binaria que cumple las propiedades reflexiva,
anti-simétrica y transitiva.

(#2) Un orden parcial es lineal; si cumple ademas la propiedad de linealidad.
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(77¢) Cuando un orden parcial lineal satisface la propiedad de conectada; entonces

diremos que es un orden total.

OBS 2.1. Podemos mostrar las siguientes observaciones:

= (R, <) es una orden total.
= (R? <) no es una orden total pues no cumple la propiedad de conectada.

Definicion 2.2.5. Sea C C R? es un cono si para todo = € C tenemos que =t € C

para todo ¢t > 0 . Decimos que un cono C' es puntiagudo si C' N —C = {0}.

Ejemplo 2.2. Presentaremos ejemplos graficos de conos con punta y uno sin punta.

Figura 2.2: Tipos de Conos

v
v

v

v

()
O s C
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Fuente: Elaboracion propia

(a),(b),(c) son conos puntiagudos pues la intersecciéon de C' con —C' es{0}, contrario
a (d) que la interseccion es una recta.

Proposicion 2.2.6. Sea C un cono. Entonces, C' es convexo si solo siC' + C' C C.

Prueba. De la hipétesis tenemos que C es un cono conexo. Sea z,y € C' entonces

A+ (1 =Ny ==z¢€C talque A € [0,1]

_ 1
Para A = 3
1 1
1

(x+y)=22z€C

Como C es un cono entonces parat =2, 2z € C

reCANyeC tq z4+yel

=C+CCC

Ahora probaremos la otra implicancia.Tenemos como hipétesis C'+ C' C C.

reCAhyeC=zx+yecC

(I =Xz Ay

Para A € [0, 1]

=(1=-N)x+IyeC

Por lo tanto C' es conexo. [ |

Proposicion 2.2.7. Sea A una relacion binaria en R?. A es una orden parcial lineal

si y solamente si, existe un cono convexo puntiagudo C' C R? tal que

(r,y) e A<= y—x el
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Prueba. De la hipétesis tenemos que A es una orden parcial lineal.

Definiremos el conjunto C' = {z € ?|(0,z) € A} probaremos que C' es un cono :
En efecto, sea = € C entonces (0,z) € Ay como es una relaciéon binaria lineal,
cumple la propiedad de linalidad, por lo tanto:

Parat > 0 A 0 € RP entonces,
0-t+0,z-t+0)€ A

(0,2t) e A= ateC,t>0AVx el

Luego C' es un cono.
Veremos que C' es un cono convexo. Dados z y y € (', de la definicion de C'y por la

linealidad de A tenemos
t=1l,z=-y—>0-t—y,y-t—y)=(—y,0) € A
Por transitividad en A:
(—y,0) A (0,2) € A— (—y,z) € A
Por linealidad en A :
t=lz=y—>(—y-1+y,z-1+y)=0,z+y) € A

Entonces C' + C' C (', de la proposicion anterior C' es un cono convexo.
Finalmente probaremos que C' es un cono convexo puntiagudo, en efecto sea x €
cn-C

reCANzel

(0,z) e AN(0,—x) € A
Por linealidad en A:

t=1z=2—-0-14z,—z-14+2z)= (2,00 € A

Luego (0,z) € AA (z,0) € Ay como A es antisimétrica entonces = = 0.Por lo tanto
C es un cono convexo puntiagudo. Para el reciproco, sea C es un cono convexo pun-

tiagudo mostraremos que la relacién A definida como (z,y) € A «— y —x € C es
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una orden parcial lineal.

Reflexiva:

como C es un cono con punta C'N—C = {0} entonces 0 € C' oseax — z € C ,luego
(z,z) € A por lo tanto A es reflexiva.

Transitiva:

Sea z,y,z € C tal que (z,y) A (y,2) € A,entoncesy —x € CANz—y € C,dela
convexidad se cumple que C' + C' C C, por lo tanto (y — z) + (2 — y) € C luego
z —x € C' en consecuencia (z,z) € A, A es transitiva.

Antisimétrica:

Sea (z,y) € AA(y,z) € Aentoncesy —z € C ANz —y € C, de la segunda relacion
tenemos quey —x € —C', porlotantoy —z € C'N —C'y por C' es cono puntiagudo
y—x=0—y=ux.Aes antisimétrica.

Lineal :

Sea (z,y) € A — y—x € C ,como C es cono entonces (y — x)t € C'donde t > 0
aplicando propiedad distributiva y para todo z € C tenemos (ty + z) — (tx + 2) € C

finalmente (tx + z,ty + z) € A, A es lineal.

Como A es reflexiva, transitiva y antisimétrica entonces A es una relacién de orden

parcial y como cumple linealidad se considera que A es de orden parcial lineal.

Denotaremos (z,y) € A por z =<¢ y y podemos reescribir la Proposicién 2.2.7 por:

r2cy<—=y—xecC

Las proximas dos definiciones son fundamentales para entender la naturaleza del

problema generalizado de Optimizacion Multiobjetivo.

Definicion 2.2.8. Sea Y C 7, C C RP un cono convexo puntiagudo y < la orden
parcial inducida por el cono. Un punto z € Y es un punto MINIMAL IDEAL de Y si
r=.y, Yyeyvy.
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Definicion 2.2.9. Sea Y C 7, C C RP un cono convexo puntiagudo y < la orden
parcial inducida por el cono. Un punto x € Y es un punto MINIMAL de Y si no existe
y € Y\ {z} tal que y <¢ .

Otra definicion de MINIMAL en un conjunto S.

Definicién 2.2.10. El punto z, es un elemento minimal del conjunto S, si para C un

cono convexo inductor de orden parcial se tiene:
{zo} —C)NS C{xo}t+C

Ejemplo 2.3. En este ejemplo gréafico trabajaremos con (2, <)

Figura 2.3: Minimal de un conjunto sin frontera que incluye al punto {zo}
A

\\ . {>_<-0}.+_£(+%)
''''''''''''' I'x0= (2,4) Minimal
,,,,,,,,, ;o
xR )

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 2.4: La recta como puntos minimlales

o R
Xo=(2,4) Minimal

Fuente: Elaboracion propia

Figura 2.5: Minimal de un conjunto que coincide con {z} + R%

T [
1 Xo=(2,4) Minimal

| {XO} R (4_,%

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 2.6: Minimal de un conjunto sin frontera que no incluye al punto {z(}
A

i

- .I . . . .
 F T
| el Ry

|

|

]

-
~

r :Xo © x=(24)

Fuente: Elaboracién propia

Figura 2.7: {z(} no es minimal del conjunto S

A ;
I 2
L .{Xp}+ffi(+,_<)
. S e
~— —
. .. Xo |
.. .. .. .\." o - |
. \‘X:{Zﬂ)
o}~ B, <)
>

Fuente: Elaboracion propia

OBS 2.2. Tenemos las siguientes observaciones:

= De la definiciéon 2.2.9 se puede vercomoz € Y Ay €Y |y .o = x =y
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= Cuando un orden es total el punto minimal y minimal ideal coinciden.

= Cuando tenemos érdenes parciales un punto minimal ideal puede no existir.

Ahora veremos conceptos basicos de Optimizacion Multiobjetivo. En particular en el
siguiente trabajo consideraremos C' = R" y el orden parcial inducida de la Defini-
cion 2.2.1. En estos problemas el objetivo serd hallar los = € X tal que los f(x) son
puntos minimales del conjunto f(X') bajo la relacién de orden parcial inducida por el
cono C' = R ya mencionada.

Cuando trabajamos con problemas de optimizacién con un solo objetivo nuestro pro-
posito es hallar soluciones llamadas 6ptimas que son la respuesta favorable para
el problema propuesto, sin embargo cuando trabajamos con muchas funciones pa-
ra optimizar a la vez (problemas multiobjetivo) ya no se puede hablar de un éptimo,
pues no habra un valor que a la vez favorezca a todas las funciones, es por ello que
ahora se hablara de las soluciones eficientes, que seran las soluciones generales del
problema multiobjetivo. Algunos autores llaman a estas soluciones como éptimo de

pareto. Definiremos ahora de manera formal las soluciones eficientes .
Definicion 2.2.11. Una solucién x* € X es eficiente si no existe otro punto tal que

flx) 2 fam)y flx) # fz7)

Usando la Definicion 2.2.9, tenemos que una solucién z* es eficiente si f(z*) es
mininal de f(X); si el punto no cumple la Definicién 2.2.11 se le llama ineficiente.

Ahora se va a mostrara otras definiciones de eficiente.

Definicion 2.2.12. Una solucion z* € X es eficiente local si existe 6 > 0 tal que x*

es eficiente en X N N(z*,d) donde N(z*,0) ={y |y € R", ||z — y|| < I}

OBS 2.3. Sitodas las funciones objetivo son convexas, entonces cualquier solucion

eficiente local es también una solucién eficiente global.

Definicion 2.2.13. Una solucion z* € X es débilmente eficiente si no existe un punto

x tal que f(z) < f(z*) Esta definicién también la podemos ver como:

Vre X ;f(z)z fz")
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Definicion 2.2.14. Una solucion z* € X es débilmente eficiente local si existe § > 0

tal que z* es débil eficiente en XNN (2*,6) donde N (z*,8) = {y | y € R, ||z — y|| < 6}

Definicion 2.2.15. El cono linealizado de X en x es el conjunto dado por :
Li(X,z) :={y|vgy<0icAx)}

Donde A(x) = {i | g;(z) = 0} es el conjunto de indices de restricciones activas en

X.

OBS 2.4. El cono linealizado de X es una aproximacién de conjunto X en torno de

x, obtenida por la linealizacion de funciones activas.

Definiciéon 2.2.16 (Geoffrion). Una solucion eficiente z* € X es propiamente efi-
ciente si existe M > 0 tal que paracada: = 1,2...p y para cada x € X que
satisface fi(z*) > fi(z) existe por lo menos un j # i tal que f;(z*) < fi(z)y
filz*) — fi(z) < M(f;(z) — f;(z*)).Una solucién eficiente que no es propiamente

eficiente es llamada impropiamente eficiente.

Definicion 2.2.17. Una solucién eficiente z* € X es propiamente eficiente local si

existe 6 > 0 tal que =* es propiamente eficiente en X N N (z*,0).

El conjuntos de soluciones eficientes de un problema multiobjetivo es llamado fron-
tera eficiente o frontera de pareto. Dependiendo del problema podemos aproximar tal

conjunto graficamente al espacio objetivo.

Definicion 2.2.18 (Espacio Objetivo). Es un conjunto cuyos ejes son las funciones
objetivo del problema, cada punto de coordenadas definidas por los valores de las

funciones objetivo evaluadas en un punto del espacio de decision.
Definicion 2.2.19 (Conjunto viable en el Espacio Objetivo).
X ={f(2) |z € X}
Definicion 2.2.20 (Conjunto viable en el Espacio de Decisién).
X={zeR"|g(zr)<0,i=1,...m}
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Figura 2.8: Espacio de Decision y Objetivo

A
X Espacio de Decision
X : Conjunto viable
del espacio de decision
X1
>
(a)
A
12 Espacio objetivo
A Frontera eficiente - . -
X : Conjunto viable
del espacio objetivo
P
-, P
|
| f1

v

Fuente: Elaboracion propia

OBS 2.5. En la figura 2.8 , podemos observar:

= Los punto A, B son ejemplos de soluciones eficientes y C' es solucién inferior.

= Ay B son puntos en el espacio de decision, y deberian ser representados como

f(A)y f(B) en el espacio objetivo. Pero para facilitar la notacion representare-
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mos los puntos del espacio de decision en el espacio objetivo sin ternerlos que

evalualos en la funcion multiobjetivo.
» |La parte del grafico mas gruesa representa a la frontera eficiente.
= El conjunto viable de un problema con dos objetivos en el espacio objetivo
= El punto C' es una solucion ineficiente pues podemos mejorar sus valores mo-

viendo en direcién de la izquierda y abajo.

De la figura se puede concluir que z es eficiente siy solo si (C'— R )NX = { f(X)}.
En la frontera eficiente sélo se escogera un valor al cual llamaremos SOLUCION DE
MEJOR COMPROMISO. La relacién entre la cantidad que se debe ser aumentada a
un objetivo con el fin que haya disminucion en el otro objetivo se llama COMPENSA-
CION. Las compensaciones de las soluciones eficientes son informacién importante
para el tomador de decisiones asi podra escoger la SOLUCION DE MEJOR COM-
PROMISO.

Definicion 2.2.21. Ahora describiremos el método de pesos:
El problema 1.1 se resolvera mediante el método de pesos usando el vector de pesos

w > 0 tal que ||w||; = 1 ; transformando el problema 1.1 en el siguiente :
p
P(w) : minZwk fr(x)
k=1
sa  gi(r)<0,i=1,...m (2.1)

De esta forma el problema original se transforma en un problema con un unico ob-
jetivo y con ello obtendremos soluciones éptimas que se convertiran en soluciones

eficientes para el problema multiobjetivo.

2.3. Marco Conceptual

Debido a la naturaleza formal del estudio,el marco conceptual no aplica.
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2.4. Definicion de términos basicos

Con finalidad de tener una amplia teoria para la resolucién de los objetivos en el
presente trabajo se seguird los resultados en : (Abadie,1967), (Benson & Morin,
(1977)), (Bigi,1999), (Bigi & Pappalardo,1999),(Canales, 2018),(Cohon, 1978),(Geof-
frion, 1968),(Kuhn, & Tucker, 1951),(Luc, 1989), (Rockafellar, 1997), (Sampaio, 2011)
y (Sawaragi, Nakayama y Tanino, 1985).

Presentaremos algunas notaciones:

= R : El conjunto de los nimeros reales

= R" : El conjunto de los vectores n-dimensionales
= ¢/ : Transpuestade v € R

= R, : Conjunto de los reales positivos

Ry ={aeR|a>0}

= R, ., : Conjunto de los reales estrictamente positivos

%++::{G/€§R’a>0}

= —R, : Conjunto de los reales negativos

Ry ={-aeR|aec R}

= —R, . : Conjunto de los reales estrictamente negativos

—§R++ = {—CL c §R | a < §R++}

= min. Y : Conjunto de los puntos minimales de un conjunto Y C R?

X : El conjunto de soluciones viables en el espacio de decision.

X : El conjunto de soluciones viables en el espacio objetivo.

E : La frontera eficiente conformada por los puntos eficientes.
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ll. HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1. Hipotesis
Hipotesis General

Existen soluciones propiamente eficientes para el problema multiobjetivo mediante

el método de pesos.
Hipotesis Espécifica

(1) Para una solucién éptima Unica del problema de los pesos existe una solucién

eficiente para el problema multiobjetivo.

(77) Para una solucién éptima del problema de los pesos existe una solucion efi-

ciente para el problema multiobjetivo.
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3.1.1. Operacionalizacion de variable

Variable dependiente (D):
Existencia de soluciones propiamente eficientes para un problema multi-
objetivo:
Son aquellas soluciones eficientes que seran consideradas como la mejor so-

lucién para el problema multiobjetivo.

Variable independiente (I):
Problema Multiobjetivo:
El un problema de optimizacion con muchos objetivos para ser alcanzados,

bajo ciertas restricciones.
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Tabla 1: Operacionalizaciéon de las variables

VARIABLES DIMENSIONES INDICADORES | METODO TECNICA
D
Definicién de so- | Bolas abiertas.
luciones propia-
mente eficientes
locales. Definicion ~ de
Definicién de | una solucién
solucion propia- | eficiente  para
mente eficiente. | g] problema Revisién biblio-
multiobjetivo. Método tedrico - gréafica.

Definicion de so-

lucién eficiente.

Definicion de un
punto minimal y

minimal ideal.

Conos

Ordenes parcia-

les

Método de pe-

SOS

Conos convexos

Estudio de las
relaciones bina-

rias

Solucién optima.

practico

Fuente:Elaboracidn propia.
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IV. METODOLOGIA DEL PROYECTO
4.1. Diseino Metodologico

Tipo de investigacion

El enfoque del trabajo que se realizara es cuantitativo y el tipo de investigacion es
basica, pura o fundamental, pues se utiliza las teorias existentes para profundizar en
forma inductiva-deductiva siendo lo mas exhaustivo posible en cada demostracién.

Nuestro nivel de investigacion es descriptivo.
Diseino de la investigacion

La naturaleza de nuestra investigacion, es un estudio no experimental por que no
hemos requerido de datos experimentales ni estadisticos. Segun su enfoque es cua-
litativa, ya que tiene como propésito la descripcion de las cualidades del fenémeno a

estudiar.

4.2. Método de Investigacion

La investigacion que se desarrolla presenta el tipo béasico tedrico.

Se empezara definiendo los términos basicos en la formulacién del problema multi-

objetivo que conlleva un estudio sobre conos convexos, érdenes parciales.

Se explicara en detalle la metodologia que desarrolla el método de pesos con el fin

de mostrar la existencia de soluciones propiamente eficientes.

Finalmente se desarrollara un teorema que permita encontrar una soluciéon 6ptima
para el problema de pesos que en consecuencia nos muestre una solucién propia-
mente eficiente para el problema multiobjetivo. Esto permitird demostrar nuestra hi-

poétesis general.
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4.3. Poblacion y Muestra

Debido a la naturaleza del estudio, la poblacién y muestra no aplica.

4.4. Lugar de Estudio y Periodo Desarrollado
Las actividades de investigacion se realizaron remotamente en la Facultad de Cien-

cias naturales y Matemética de la Universidad Nacional del Callao. Periodo desarro-

llado desde 3/05/2021 hasta 3/11/2022.

4.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la

informacion

No se aplica para este tipo de proyecto.

4.6. Analisis y procesamiento de datos.

Por ser nuestro trabajo de la rama de la programacion matematica centrada en la
teoria optimizacion de modelos reales, no se necesité procedimientos de recoleccién

de datos mas que la revision de bibliografia (libros, paginas web, paper, etc.)

4.7. Aspectos Eticos en Investigacion.
La presente investigacion cumple las normas establecidas (articulo 427-438 del Co6-

digo Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en nuestro

pais, no incurriendo en el delito contra la fe publica.
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4.8. Si la orientacion es hacia un proyecto de inver-
sion, considera: Estudio técnico, Estudio econéomico-
financiero, Estudio de la organizacion adminis-

trativa.

No aplica para este tipo de tesis.

4.9. Si el proyecto se orienta al impacto ambiental,
considera: Area de estudio, Evaluaciéon del im-
pacto ambiental, Medidas ecoldgicas, Plan de su-

pervision ambiental.

No aplica para este tipo de tesis.
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V. RESULTADOS

En este capitulo presentaremos los resultados obtenido en el desarrollo de la tesis.

5.1. Resultados descriptivos.

Por motivo de la naturaleza del trabajo no presentaremos resultados descriptivos.

5.2. Resultados inferenciales.

Por motivo de la naturaleza del trabajo los resultados que presentaremos son del tipo

deductivos-inductivos y podrian ser considerados inferenciales.

En el Capitulo 2 se definié una solucion eficiente para el problema multiobjetivo la

cual era:
Definicién 5.2.1. Una solucién z* € X es eficiente si no existe otro punto tal que

flx) 2 f(a)y fx) # f(z7)

Mas adelante Geoffrion muestra un ejemplo de minimizacién con dos obijetivos en
el cual una solucion eficiente admite un decrecimiento de primer orden de la funcion
objetivo f; y un aumento de segundo orden e f,. Tal ejemplo que se menciona es el

siguiente:

Ejemplo 5.1.

min f(x) = (fi(x), fa(x))

sa x>0

Donde : fi(z) = —2%y fo(x) = 23
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Segun la definicién de eficiente 2.2 para cualquier punto z* tal que z* > 0 es una
solucién eficiente para el problema, pues para fi(z*) > fi(z) mientras que fo(z*) <
f2(x) donde = > 0. Esto quiere decir que no existe un z > 0 que puede relacionarse

con f de la siguiente forma f(x) < f(z*) A f(z) # f(z*).

Figura 5.1: Gréficas de las funciones f, y fo

Fuente: Elaboracion propia

Como podemos ver en el ejemplo 5.1 estos célculos de las funciones objetivos pue-
den ser no acotados,es decir una pequena disminucién de f; traer como consecuen-
cia un gran aumento de f; y esto no permite en la vida real trabajar con ese tipo de
eficientes pues no se pueden compara entre si. Para evitar tales tipos de soluciones

eficientes Geoffrion define el concepto de soluciones propiamente eficientes.

Definicion 5.2.2 (Geoffrion). Una solucién eficiente z* € X es propiamente eficiente
si existe M > 0 tal que paracada: = 1,2...p y para cada r € X que satisface

fi(x*) > fi(x) existe por lo menos un j # i tal que f;(z*) < f;(z)y fi(z*) — fi(z) <
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M(f;(z) — f;(z*)).Una solucién eficiente que no es propiamente eficiente es llamada

impropiamente eficiente.

Por otro lado para poder resolver el problema multiobjetivo existen varios métodos y
para poder clasificarlos se debe analizar el contexto y las caracteriasticas del proble-
ma. Una de estas caracteristifcas mas importantes es la direccién de flujo de infor-

macion en el proceso de desarrollo. Hay dos tipos de flujo de informacion:

= El analista hacia el tomador de decisiones (bottom -up)
El analista genera soluciones eficientes (que pueden llegar a ser propiamente
eficientes) y las entrega al tomador de decisiones para que escoja la que mas

le agrade. Este flujo de informacién también es llamado de generacion.

= El tomador de decisiones hacia el analista (top -down)
El tomador de decisiones informa al analista sus preferencias que las incopora-

ra al método para resolver el problema.

Figura 5.2: Clasificacién de los Métodos

Anadlisis de
Contexto

Un tomador de decisiones Multiples tomadores de
decisiones

Flujo de informacién

Botton- up
"Método de
generacién”
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Fuente: Elaboracion propia

En la figura 5.2 podemos ver los tipos de flujo de informacion y andlisis del contex-
to. Esta clasificacion fue dada por Cohon en su libro "Multiobjetive Programing and

Planning"(Cohon, 1978).

Definicion 5.2.3 (Método de Pesos). Es un método escalarizado para resolver el
problema multiobjetivo que consiste en combinar todas las funciones objetivo usando
un vector de pesos w = 0, con |lw|l; = 1 de esa forma el problema original se
transforma en un problema con un sélo objetivo con sus restricciones originales y a
este nuevo problema nos referiremos como el Problema de Pesos y lo denotaremos

como P(w).

OBS 5.1. El método de pesos sirve para tener una aproximaciéon de la frontera efi-

ciente y fue experimentado, primeramente, en Zadeh (Zadeh, 1963).

En el problema multiobjetivo descrito en el Capitulo | :

s.a g2(x) <0

(5.1)

Se usara un vector w = 0 tal que ||w||; = 1y se transformara en el problema siguiente

con un so6lo objetivo:
p
P(w) : mz’nZwk fr(2)
k=1

s.aa gi(r)<0,i=1,...m (5.2)

Satisfaciendo algunas condiciones que se discutirdn en esta secciéon cada solucion
Optima del problema (5.2) sera una solucion eficiente y propiamente eficiente para el

problema.
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Para ver mejor el hecho de que la solucion 6ptima de(5.2) es una solucion eficiente,
podemos tomar un ejemplo simple de un problema con sélo dos funciones obijetivo.

En este caso, el problema (5.2) tomaré un vector w > 0, con ||wl|[; = 1

P(w) : min  wy fi(x) + wy fo(z)

sa gi(x)<0,i=1,...m (5.3)

Sabemos que las curvas de nivel de la funcién objetivo de (5.3) estan dadas por

wi f1 +wafo = c, (5.4)

donde c es cualquier constante. Si w, # 0, todavia podemos reescribir 5.4 de la

siguiente manera teniendo en cuenta que w > 0, esto es, wy; > 0y wy > 0

1
fo=—(c—w f1)
w2
y desarrolando tenemos:
w1 C
fo=——fi+
Wo Wa

Se puede observar que la funcién objetivo de (5.3) siempre tendra coeficiente angular
no positivo. Combinando este hecho con el problema es de minimizacion, concluimos
que la solucién éptima siempre caera en la parte mas a la izquierda del conjunto
viable en el espacio objetivo, donde se encuentra la frontera eficiente. Para diferentes

valores de w, podemos encontrar diferentes soluciones eficientes.

Suponga que el conjunto de soluciones viables X de (5.3) del espacio objetivo esta
representado en la Figura 5.3. Claramente, podemos ver en la figura que diferentes

elecciones de w pueden conducir a de diferentes soluciones eficientes.
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Figura 5.3: Representacion geométrica del Método de Pesos

A A

f fH

A,
v

f2 f

Fuente: Elaboracién propia
El método de pesos consiste, por tanto, en resolver (5.2) para diferentes vectores
w con el fin de obtener una aproximacion de la frontera eficiente a partir de las so-
luciones éptimas encontradas hasta que no haya un espacio muy grande entre las
soluciones descubiertas. Generalmente, los valores iniciales de w estan dados por
los vectores canénicos e; = (0, ...,0, 1,0, ..,0)’, que tienen 1 en la i-ésima entrada y 0

en las otras.
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Figura 5.4: Soluciones 6ptimas Ay B

f1

Fuente: Elaboracion propia

En la Figura 5.4 , podemos ver el caso donde una solucién éptima para un problema

de pesos con dos objetivos no es una solucion eficiente. En este caso, se escogi6 un

w = (wy,ws) tal que wy = 0y wy > 0; es decir:

Entonces s6lo estamos minimizando la funcién f,. Para este ejemplo, las soluciones
A, B y C son éptimas, pero s6lo C es una solucién eficiente. Veremos ahora que,
para que una solucién éptima = de un P(w) sea una solucién eficiente, se debe tener
uno de dos casos: w > 0 0 x es una Unica solucién éptima de P(w). Y para finalizar
este capitulo desarrollaremos el teorema principal donde se daran las condiciones

necesarias para obtener una solucién propiamente eficiente.

Teorema 5.2.4. Siz* es la unica solucién éptima de P(w) para un vector dadow = 0,
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con |w||y = 1, entonces z* es una solucion eficiente al problema multiobjetivo.

Prueba. Sea z* solucién éptima Unica del problema P(w):

P(w) : mz’nz wy, fr(x)

Zwk fu(z®) < Zwk fr(x) Ve e X (5.5)
k=1 k=1

Considerando a w = 0 un vector con |lwl|; = 1.
Por contradicion supondremos que z* no es una solucién eficiente para el problema
multiobjetivo, entonces existe = € X tal que f(z) < f(z*)y f(x) # f(z*) , como

w0y f(z) <X f(z*), entonces :

wy f1(x) + wafo(x) + ... +wypfp(x) < wyfi(x™) +wafo(x”)..w, + fr(x")

dowifilr) <Y wyp fula)
k=1 k=1

Sin embargo esto contradice (5.5).

Teorema 5.2.5. Sea =* una solucién dptima de P(w) para un vector dado w > 0, con

|lw|]y = 1, entonces =* es una solucidn eficiente al problema multiobjetivo.

Prueba. Sea z* solucién éptima de P(w):
p
P(w) : minz wg fr(z)
k=1

Zwkfk(x*) < Zwkfk(x) Ve X (5.6)
k=1 k=1

Considerando un vector w > 0 con |jw|; = 1.
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Por contradicién supondremos que =* no es una solucién eficiente para el problema
multiobjetivo, entonces existe = € X tal que f(z) < f(z*)y f(x) # f(z*), como

w0y f(z) <X f(z*), entonces :

wy fi(z) < fi(z™)w

wa fo(x) < folx™)ws
wyfp(z) < fp(x™)wy
(5.7)

Para algun i se cumple que w;f;(x) < fi(z*)w;, por lo tanto al realizar la sumatoria

resulta:

Zwk fr() < Zwk fu(@")
k=1 k=1

Sin embargo esto contradice (5.6)

Teorema 5.2.6. Si z* es una solucion dptima de P(w) para un vector dado w > 0,

entonces x* es una solucion propiamente eficiente al problema multiobjetivo.

Prueba. Si x* es una solucion 6ptima del P(w) entonces:

k=1 k=1

wi f1(2%) +wafa(z) + - +wp (") S wifi(z) + wafo(w) + -+ wp fp()

Para w; max de 1 <i < ptal que f;(z*) > fi(z) osea f;(z*) — fi(x) > 0 Tenemos lo
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siguiente:

wzfz +Zwkfk <wzf2 +Zwkfk

k#1i k#i
wi( fi(z ) < Zwkfk Zwkfk
k#i k#i
(5.8)
Existe w; maximo y w; # w; tal que f;(x) — f;(z*) > 0 osea f;(z) > f;(x*)
wi(fi(w ) < Zwk (@ z")) < (p— Dw;(fi(x) = fi(z"))
ki

(fia") = fiw) < (o - 1>Z—j<fj<:c> ~ f5")

(5.9)

Entonces existe

"
M = (p—1) max max — > 0
I<i<p i#j W

Tal que
fia®) = filx) < M(f;(x) = (7))
Por lo tanto «* es una solucion propiamente eficiente para el problema multiobjetivo.

5.3. Otro tipo de resultados estadisticos, de acuerdo

a la naturaleza del problema y la Hipotesis.

Por la naturaleza de nuestra investigacién no se requirio de datos estadisticos o

similares por lo que no se obtuvo resultado estadistico alguno.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. Contrastacion y demostracion de la hipétesis con

los resultados

Esta seccion esta dedicada a mostrar que las hipétesis planteadas en el capitulo 3
se verifican. En este sentido, en la Seccién 3.1.1 se planted la siguiente hipétesis

general:

m Existen soluciones propiamente eficientes para el problema multiobjetivo me-

diante el método de pesos.

Como se pudo ver en el capitulo anterior, en el Teorema 5.0.6 se demostrd que a
partir de una solucién 6ptima para un problema de pesos se obtiene una solucion
propiamente eficiente. Esto muestra claramente la veracidad de la hip6tesis gene-
ral planteada. Por otro lado en la Seccién 3.1.2 se planteé las siguientes hipétesis

especificas.

(1) Para una solucion éptima Unica del problema de los pesos existe una solucién

eficiente para el problema multiobjetivo.

(#7) Para una solucién éptima del problema de los pesos existe una solucion efi-

ciente para el problema multiobjetivo.

En relacién a la hipétesis especifica (i) el Teorema 5.0.4 muestra que a partir de una
solucién éptima Unica para un problema de pesos se obtiene una solucion eficiente,
con esto se verifica dicha hipotesis. Ademas, con respecto a la hipétesis especifica
(7i) el Teorema 5.0.5 muestra que a partir de una solucién éptima para un problema
de pesos se obtiene una solucion eficiente, con esto se verifica dicha hipotesis. Asi

que las hipotesis planteadas en el presente trabajo estan verificadas.
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6.2. Contrastacion de los resultados con otros estu-

dios similares.

En Yu(2013), Miettinen (2012),Deb (2011) a la solucion eficiente le llaman solucién

de pareto.

6.3. Responsabilidad ética de acuerdo a los reglamen-

tos vigentes

Conforme al codigo de ética de investigacién de la Universidad Nacional del Ca-
llao aprobada por consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio del 2017, en
nuestra investigacion se respetd y cumplié con las normativas institucionales que re-
gulan su proceso, se procedio con el rigor cientifico para la validacién, fiabilidad y
credibilidad de los métodos y fuentes de consulta, utilizados con responsabilidad y

transparencia en todo momento
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CONCLUSIONES

= En el Capitulo 5 se tiene los Teoremas 5.0.4 y 5.0.5 los cuales permiten encon-
trar soluciones eficientes para un problema multiobjetivo.En el caso del Teore-
ma 5.0.4 las soluciones eficientes se encuentran a partir de una solucion 6ptima
Unica y un vector de pesos w > 0, por otro lado en el caso del Teorema 5.0.5
las soluciones eficientes se calculan a partir de una solucion éptima y un el
vector de pesos w > 0. Estos resultados es muy importantes ya que, al ser el
problema de pesos un problema con un objetivo, se puede utilizar los métodos

aprendidos en pregrado para solucionarlo.

= Es importante rescatar del siguiente trabajo que si x* es una solucién eficiente,
es decir, si no exite otro punto tal que f(z) < f(z*)y f(z) # f(«*), pero puede
suceder que una pequefa disminucién en el objetivo f; traiga consigo un incre-
mento en f;. Para evitar tales casos se busca encontrar soluciones propiamente

eficientes que serdn una mejor solucion para el problema multiobjetivo.

= Eltrabajar con el método de pesos es sencillo a comparacion de otros métodos
pero tiene una desventaja y es tener que resolver un problema de programacién
no lineal cada vez que se desee encontrar una nueva solucion eficiente y esto

puede generar un costo para la empresa.
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RECOMENDACIONES

= El siguiente trabajo aporta resultados relevantes en el estudio de los probelmas
multiobjetivos a partir del métdodo de pesos.Se recomienda explorar en futuros
trabajos otros tipos de soluciones para estos probelmas considerando otros

métodos como el Método NISE, Gradiente o - Restriccion.

= Notese que en este trabajo no se profundizé las condiciones de Fritz Jhon pa-
ra la optimizacién multiobjetivo .En [Bertsekas et al., 2003], las condiciones de
Fritz John se generalizan al caso donde se considera un conjunto abstracto
adicional y se presenta una nueva condicién de calificacion, llamada pseudo-
normalidad, que se aplica a tal caso. Por tanto se recomienda, seguir la misma
linea de desarrollo dentro del area de Optimizacion Multiobjetivo, ya que no

encontramos tal enfoque en la literatura.

= También en la parte practica recomendamos analizar y aplicar la teoria y el
método de Optimizacién Multiobjetivo discutido en este trabajo, en el area de

sensado comprimido (compressed sensing).
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- A N =

FORMULACION

DEL OBJETIVOS HIPOTESIS METODOLOGIA | POBLACION
PROBLEMA
Problema gene- | Objetivo general: | Hipotesis gene-
ral: Mostrar que exis- | Fal:
¢ Existirdn solucio- | ten soluciones | Existen  solucio-
nes propiamente | propiamente efi- | nes propiamente
eficientes para el | cientes para el | eficientes para el | EI método de | Poblacién:  No
problema multiob- | problema multiob- | problema multiob- aplica

jetivo mediante el

método de pesos?

jetivo mediante el

método de pesos.

jetivo mediante el

método de pesos.

Problema especi-
fico:

(A partir de una
solucién  dptima
Unica para el
problema de los
pesos existira una
solucién eficiente
para el problema

multiobjetivo?

(A partir de una
solucién  dptima
para el problema
de los pesos
existira una so-
lucion eficiente
para el problema

multiobjetivo?

Objetivo especifi-
co:

Mostrar que para
una solucién
optima Unica del
problema de los
pesos existe una
solucén eficiente
para el problema

multiobjetivo.

Mostrar que para
una solucién opti-
ma del problema
de los pesos exis-
te una solucién efi-
ciente para el pro-
blema multiobjeti-

VO.

Hipotesis especi-
fica:

Para una solucién
optima Unica del
problema de los
pesos existe una
solucién eficiente

para el problema

multiobjetivo.

Para una solucién
optima del proble-
ma de los pesos
existe una solucion
eficiente para el
problema multiob-

jetivo.

investigacién es

basico tedrico

Muestra:No apli-

ca
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