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RESUMEN

En el presente trabajo abordamos el estudio de los módulos pobres y la relación
de estos con los anillos artinianos y noetherianos. Los resultados obtenidos en este
trabajo son divididos en tres partes. En la primera parte se da condiciones su�cientes
para garantizar que un módulo sea pobre. En la segunda parte, estudiamos los anillos
sin clase media y bajo que condiciones se asegura que una clase de R-módulos son
sin clase media. Por último, estudiamos las utopías y bajo qué condiciones una clase
de R-módulos forman una utopía.

i



ABSTRACT

In the present work we address the study of the poor modules and their relationship
with the Artinian and Noetherian rings. The results obtained in this work are divided
into three parts. In the �rst part, su�cient conditions are given to guarantee that a
module is poor. In the second part, we study rings without middle class and under
what conditions it is ensured that a class of R-modules are without middle class.
Finally, we study utopias and under what conditions a class of R-modules form a
utopia.
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INTRODUCCIÓN

El propósito de este trabajo es estudiar los módulos pobres a partir de los dominios
de inyectividad y sus diversos conceptos relacionados. Para esto nos basaremos en
[23] como principal referencia para entender mejor esta problemática. Así denota-
remos por ModR a la categoría de todos los módulos derechos sobre un anillo R
y SSMod − R a la clase de todos los módulos R-derechos semisimples. En la lite-
ratura se sabe que, para cualquier M ∈ Mod − R, se puede construir In−1(M)=
{N ∈Mod−R :M es N − inyectiva}.
Además es posible mostrar que,M es inyectivo si su dominio de inyectividad In−1(M)
es tan grande como puede ser.
En este trabajo, nos interesa la situación opuesta. Nos centraremos en módulos que
tengan un dominio de inyectividad lo más pequeño posible. Nos referiremos a dichos
módulos como pobres (a diferencia de los módulos inyectivos que son ricos en tér-
minos de sus dominios de inyectividad).
Otro factor importante es el de mostrar la existencia de estos módulos pobres, por
ejemplo, es fácil ver que siM ∈Mod−R yN ∈ SSMod−R, entoncesN ∈ In−1(M).
De hecho, se espera mostrar que:⋂

M∈Mod−R

In−1(M) = SSMod−R (0.1)

Esto permite de�nir un módulo M como pobre si para todo N ∈ Mod − R, M es
N - inyectivo solo si N es semisimple.
Inmediatamente varias preguntas vienen a la mente. Por ejemplo:

¾Cada anillo R tiene (al menos) un módulo pobre? o ¾Qué condiciones son
necesarias en un anillo R para que haya un R-módulo M pobre?

Es así con este trabajo no solo pretendemos responder las preguntas anteriores, si
no que brindaremos una descripción y análisis de los módulos pobres teniendo en
cuenta las diferentes caracterizaciones sobre su dominio de inyectividad In−1(M).

iii



CAPÍTULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripción de la realidad problemática

El objetivo de este trabajo es describir y analizar los módulos pobres a partir de
su dominio de inyectividad, por lo que revisaremos el trabajo [23] como referencia
principal. Se introducirá el concepto de módulo pobre y se mostrará algunas pro-
piedades importantes de estos módulos. Además, se estudiará qué hipótesis sobre
un anillo R hacen que alguna familia de la clase de los R-módulos sea una familia
indigente (familias en las que todos los R-módulos son pobres), una familia sin clase
media (familias en las que todos los R-módulos son o bien pobres o inyectivos) o
una familia que es una utopía (familias en las que todo R-módulo no es pobre).
En este escenario se debe entender a un módulo pobre en el siguiente sentido:

De�nición 1.1.1 (Módulos Pobres). Se dice que un R-módulo M es pobre cuando
SSMod−R = In−1(M).

Note que los módulos pobres son el concepto central de este trabajo. Probaremos
muchos resultados relacionados con este concepto y los usaremos para clasi�car
algunas clases de anillos.

1.2. Formulación del Problema

1.2.1. Problema General

¾Es posible realizar una descripción y análisis de los Módulos Pobres a partir de los
dominios de inyectividad?

1.2.2. Problema Especí�co

PE1. ¾Existe una relación entre los anillos artinianos y los módulos pobres?

PE2. ¾Existe una relación entre los anillos noetherianos y los módulos pobres?

1



1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Realizar una descripción y análisis de los Módulos Pobres a partir de los dominios
de inyectividad

1.3.2. Objetivo Especí�co

OE1. Mostrar que existe una relación entre los anillos artinianos y los módulos
pobres.

OE2. Mostrar que existe una relación entre los anillos noetherianos y los módulos
pobres.

1.4. Justi�cación

La justi�cativa de este trabajo radica en estudiar detalladamente los módulos pobres
y su relación con los anillos semisimples por medio del dominio de integridad, esto
con la �nalidad de poder caracterizarlos de una manera más entendible y práctica.
Adicionalmente se puede mencionar que el mayor aporte que se pretende brindar
con este trabajo es la de relacionar los anillos noetherianos y artinianos con los
módulos pobres y como interactúan sobre ciertos ideales, creando diferentes clases
de módulos, como los de clase media, o utopías. Es importante notar que este trabajo
es netamente teórico y su principal interés es poder seguir contribuyendo en el estudio
y la evolución del álgebra de anillos.

Comenzaremos indicando un mínimo de contexto teórico. Para esto, todos los anillos
que se considerará (como se mencionó anteriormente, este trabajo pretende realizar
un estudio concienzudo de los módulos pobres) tienen un elemento identidad y todos
los módulos son a derecha y unitarios. La terminología y notación a usarse sigue a
la de las principales referencias en la teoría de anillos y módulos como en [3].
El zócalo, el radical de Jacobson y los submódulos singulares de un módulo M se
denotarán como es habitual por Soc(M), J(M) y Z(M) respectivamente; cuando no
haya peligro de confusión, denotaremos J(R) por J , además, diremos que un anillo
R es J - semisimple si J(R) = 0.
Si bien, debido a un resultado clásico de Osofsky, un anillo para el cual todos los mó-
dulos cíclicos son inyectivos debe ser artiniano semisimple, una ligera modi�cación
de esta de�nición que pide solo que los módulos cíclicos adecuados sean inyectivos
produce una familia más grande.
Se dice que un anillo es un anillo PCI derecho si cada módulo cíclico, que no es
isomorfo a este, es inyectivo. Los dominios PCI derechos juegan un papel central en
el estudio de los anillos QI derechos (aquellos anillos en los que todos los módulos
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cuasi-inyectivos son inyectivos). Por ejemplo, se ha demostrado que cada anillo QI
derecho hereditario es equivalente de Morita a un dominio PCI derecho. Los domi-
nios PCI derechos y los anillos QI derechos son ejemplos de V -anillos derechos, es
decir, anillos para los que todos los módulos simples son inyectivos.
La noción de V -anillos derechos puede generalizarse a la de V G-anillos derechos (ani-
llos en V generalizados), en los que cada módulo simple es inyectivo o proyectivo.
Los V G-anillos derechos se introdujeron en [9] y se analizan en [10]. Las referencias
sobre estos diversos temas relacionados incluyen [5, 6, 10, 11, 19].

Otro concepto más de interés es el de un anillo SI derecho. Un anillo R es SI derecho
si todo módulo singular es inyectivo. En la Proposición 3.1 de [13] se muestra que un
anillo R es SI derecho si y sólo si todo módulo singular es semisimple. Además, si R
es un dominio, entonces la noción de PCI derecho y SI derecho son equivalentes. Los
dominios PCI derechos son Öre-derechos y, por lo tanto, en particular, cada módulo
R cíclico adecuado es singular.
Recordemos que un módulo U se llama uniserial si tiene una única serie de composi-
ción de longitud �nita. Además, un módulo es uniserial generalizado (o serial) si es
una suma directa de un número �nito de módulos uniseriales. Se dice que un anillo
R es uniserial generalizado por la derecha si el módulo RR es uniserial generalizado.
El siguiente lema resume varios resultados de [26] y [24] que son fundamentales en
nuestra búsqueda de módulos pobres sobre anillos primos hereditarios de Noether.
Una referencia relacionada y útil es [25].

Lema 1.4.1. (a) ([26], Lema 1) Cualquier módulo de torsión generado �nitamen-
te sobre un anillo primo noetheriano hereditario R es una suma directa de un
número �nito de módulos uniseriales.

(b) ([26], Lema 2, parte (i)) Si en un R-módulo M , un elemento x es un elemento
de torsión, entonces xR es un submódulo de torsión con aniquilador distinto
de cero.

(c) ([26], Teorema 1) Sea R un anillo uniserial generalizado. Entonces cada R-
módulo es una suma directa de módulos uniseriales.

(d) ([24], Teorema 1) Todo anillo factorial propio de un anillo primo noetheriano
hereditario es uniserial generalizado.

Los módulos uniseriales de longitud dos son sobresalientes en este trabajo. Por tan-
to, se destaca el siguiente hecho.

Observación 1: Para un anillo R arbitrario, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. R es artiniano semisimple.

3



2. Mod−R es indigente.

3. Existe un módulo pobre inyectivo E.

4. {0} es un módulo pobre.

La segunda observación sirve, en particular, para rechazar la noción de que los su-
mandos directos de módulos pobres necesariamente deben ser pobres.

Observación 2: SiM es un módulo pobre, entonces para todo N ∈Mod−R,M⊕N
es pobre.

Es así que nace la pregunta que motivó este trabajo y que también fue comentada
en la introducción.

¾Todos los anillos tienen módulos pobres?

Se espera con este estudio no solo responder a esta interrogante, si no dejar un
marco teórico completo sobre los módulos pobres con la �nalidad de aportar signi-
�cativamente en los trabajos a posteriori en esta rama del álgebra.

1.5. Delimitantes de la Investigación

1.5.1. Teórica

Al realizar una investigación con respecto al tema a desarrollar, se ha visto que no se
cuenta con trabajos relevantes a nivel nacional, por este motivo, los trabajos teóricos
de referencia son de nivel internacional, los cuales son obtenidos en su mayoría
por medio de artículos cientí�cos en revistas especializadas. Es así que la principal
limitación es el acceso a dicho material, ya que la mayoría de revistas consideran un
monto a pagar por sus artículos.

1.5.2. Temporal

Hubo contratiempos personales y laborales que di�cultaron la investigación.

1.5.3. Espacial

Dado que el lugar de realización del presente trabajo de investigación se da en
la Facultad de Ciencias Naturales y Matemáticas de la Universidad Nacional del
Callao, como limitante espacial tengo la poca facilidad de movilidad para poder
llegar a las instalaciones debido a que mi domicilio se encuentra a más de dos horas
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de ahí. Además, al no encontrar los materiales en bibliotecas especializadas, no se
cuenta literatura más precisa para realizar la investigación.
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CAPÍTULO II

REVISIÓN DE LA LITERATURA

2.1. Antecedentes

2.1.1. Antecedentes Nacionales

1. Masumura Tanaka, Víctor Fernando. 2002. Radical de Jacobson de
un anillo: En este trabajo, el autor busca exponer de manera clara el Concepto
de Radical de Jacobson de un Anillo, (concepto propuesto por el Matemáti-
co Polaco nacionalizado norteamericano, Nathan Jacobson), el cual consiste
en una estructura fuerte que se encuentra enmarcada dentro de la Teoría de
Anillos. Adicionalmente el autor busca una relación de este tipo de estructu-
ras con el concepto de Módulos. Nathan Jacobson es considerado uno de los
principales matemáticos que revolucionaron el Álgebra, campo en el cual los
temas son sumamente complicados debido a que es opinión del autor, que el
álgebra consiste verdaderamente en la Matemática Pura, siendo a veces difícil
visualizar algunas situaciones, sin embargo, una vez conceptualizados los te-
mas resultan sumamente sorprendentes y los resultados que se pueden obtener
se vuelven totalmente lógicos. El Radical de Jacobson es uno de estos temas,
sumamente complicados pero una vez entendido, los resultados a los que se
llega se tornan sorprendentes. Es importante mencionar que el subradical de
Jacobson tiene una estrecha relación con los módulos pobres.

2. Córdova Gonzales, Diana Janeth, Merino Velásquez, Ruddy Kathe-
rine. 2015. Los Anillos Noetherianos y la descomposición primaria
de un ideal propio: En su tesis de grado los autores brindan una vista del
estudio de los conjuntos algebraicos que apuntan a encontrar descomposiciones
de los mismos términos de sus componentes irreducibles. Desde el punto de
vista algebraico los autores tratan de dar una descomposición del ideal como
una intersección de ciertos ideales llamados ideales primarios. Para alcanzar
los objetivos propuestos en esta tesis, los autores empezaron dando las nocio-
nes básicas de teoría de anillos, ideales y módulos, para posteriormente de�nir
un ideal primario y la descomposición primaria de un ideal. Finalmente, en
este mencionado trabajo se establece las condiciones necesarias para que un
anillo sea noetheriano y a su vez cumpla que todo ideal propio de ese anillo
tiene descomposición primaria.

3. Vilca Tomaylla, Efraín. 2022. Introducción a la teoría de anillos con-
mutativos: El autor en su trabajo de Tesis nos muestra que en la teoría de
anillos conmutativos podemos establecer como consecuencia de las de�niciones
de anillos, un objeto fundamental, que son los ideales, estos son, los subgrupos
aditivos que son invariantes bajo la multiplicación por cualquier elemento arbi-
trario del anillo. Además de poder distinguir también ciertas clases de ideales:
ideales primos, ideales primarios, ideales maximales, etc. Los ideales pueden
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ser sumados, multiplicados e interceptados, lo que nos da una nueva clase de
estructura combinatoria del conjunto de ideales en un anillo; En particular
los ideales primos juegan un rol importante en este conjunto de ideales. El
término ideal viene de la palabra número ideal, esto debido a Kummer; Los
ideales fueron reconocidos como una generalización del concepto de número.
En el anillo de los enteros Z, cada ideal puede ser generado por un solo núme-
ro, por el cual los conceptos de ideal y número son casi idénticos en Z (y en
cualquier dominio de ideales principales). En un anillo en general, el concepto
ideal permite generalizar muchas propiedades de los enteros, como ideales pri-
mos en lugar de números primos. En ciertas clases de anillos importantes de la
teoría de números, como son los dominios Dedekind, el autor nos brinda una
nueva versión del teorema fundamental de la aritmética: Cada ideal distinto
de cero tiene una descomposición única como un producto de ideales primos.
Muchos resultados importantes de la teoría de anillos conmutativos dependen
de la condición de �nitud, como en el caso de los anillos Noetherianos donde
toda sucesión ascendente de ideales se estaciona o termina. El Teorema Básico
de Hilbert (A[x] es Noetheriano si A lo es) establece la importancia de incluir
en su demostración la condición de �nitud.

2.1.2. Antecedentes Internacionales

1. Y�lmaz Mehmet Demirci, Burcu Nisanci Türkmen y Ergül Türkmen.
2020. Rings with modules having a restricted injectivity domain: En
este trabajo, los autores introducen módulos cuyos dominios de inyectividad
están contenidos en la clase de módulos con radical cero los cuales son llama-
dos de clase trabajadora. Esta noción da una generalización de módulos pobres
que tienen un dominio de inyectividad mínimo. Siempre existen módulos de
clase trabajadora semisimples para anillos arbitrarios, mientras que sus pre-
decesores no. Los autores muestran los anillos sobre los que cada módulo es
inyectivo u obrero. Los anillos en V débiles a la derecha son ejemplos de estos
anillos. Además, nos muestran el estudio de la existencia de módulos simples
de clase trabajadora y, si hay un módulo derecho simple de clase trabajadora
proyectivo, entonces el anillo es un anillo GV derecho.

2. Rafail Alizade, Engin Büyüka³ik, Sergio R. López-Permouth y Liu
Yang. 2018. Poor modules with no proper poor direct summands.:
Los autores en este trabajo brindan la noción de un módulo indigente como un
medio para proporcionar caracterizaciones intrínsecas de los módulos pobres.
Un módulo es indigente si es pobre y no tiene un sumando directo pobre ade-
cuado. Nos muestran que no todos los anillos tienen módulos indigentes, y las
condiciones para su existencia. Además, se prueba el papel de los indigentes en
la caracterización de los módulos pobres sobre aquellos anillos que sí los tienen
considerando dos posibles tipos de casos: una según la cual cada módulo pobre
contiene un sumando directo de indigentes y otra según la cual cada módulo
pobre contiene un pobre como un submódulo puro. La segunda condición se
cumple para el anillo de enteros y es tan signi�cativa como la primera para los
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anillos noetherianos ya que, en ese contexto, los módulos que tienen submódu-
los puros pobres deben ser pobres. Adicionalmente los autores muestran que
la existencia de indigentes es equivalente a la condición noetheriana de anillos
sin clase media.

3. Adel N. Alahmadi, Mustafa Alkan y Sergio López-Permouth. 2010.
Poor Modules: The oppositive of Inyectivity: En este artículo, los au-
tores nos brindan un estudio sobre los módulos pobres, exponiendo que a un
módulo M se le dice pobre cuando es N-inyectivo, entonces el módulo N es
semisimple. En este artículo los autores nos muestran las propiedades de los
módulos pobres y se utilizan para caracterizar varias familias de anillos.

2.2. Marco conceptual

Este marco conceptual está basado principalmente en [15], [3], [23] y [1]

2.2.1. Teoremas clásicos de Isomor�smos

En esta sección veremos los teoremas fundamentales del isomor�smo de Noether.

Proposición 2.2.1. [Proposición 1.2.1 de [15]] Sea f :M −→ N un homomor�smo
de A-módulos.

1. Suponga que L es un submódulo de M contenido en Kerf . Entonces existe un
único homomor�smo ψ :M/L −→ N tal que el diagrama

Figura 2.1: Diagrama de homomor�smos f, φ y ψ.

es conmutativo, es decir, ψφ = f , donde φ es la proyección natural.

2. Supongamos que g : N1 −→ N es un monomor�smo con Imf ⊂ Img, entonces
existe un único homomor�smo h :M −→ N1 tal que f = gh.

Demostración:. 1. Sea m + L un elemento arbitrario de M/L. Desde L ⊆ Kerf ,
podemos de�nir el mapa: ψ : M/L −→ N siendo ψ(m + L) = f(m). Es fácil
ver que ψ es un homomor�smo de A-módulo. En efecto, ψ(m + L + m1 + L) =
ψ(m+m1+L) = f(m+m1) = f(m)+f(m1) = ψ(m+L)+ψ(m1+L) y ψ(ma+L) =
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f(ma) = f(m)a = ψ(m + L)a. Además, si φ es una proyección natural, entonces
ψφ(m) = ψ(m + L) = f(m) para cualquier m ∈ M . Entonces ψφ = f y ψ es el
único homomor�smo de este tipo.

2. Por cada m ∈ M , f(m) ∈ Imf ⊆ Img. Dado que g es un monomor�smo, existe
un único n ∈ N1 tal que g(n) = f(m). Por tanto, hay una función de�nida por
h(m) = n tal que f = gh. □

Teorema 2.2.2 (Teorema del Homomor�smo). Si M y N son A-módulos y f :M →
N es un A-homomor�smo, entonces

M/Ker(f) ≃ Im(f)

.

Demostración: Sea m+Ker(f) un elemento deM/Ker(f). Por la proposición 2.2.1,
existe un A-homomor�smo único g : M/Ker(f) → Imf , donde g(m +Ker(f)) =
f(m). Solo necesitamos demostrar que g es un isomor�smo. Como todo elemento
de Im(f) tiene la forma f(m) = g(m + Ker(f)), g es un epimor�smo. Suponga
que g(m + Ker(f)) = 0, entonces f(m) = 0, es decir, m ∈ Ker(f). Por lo tanto
m + Ker(f) = 0 + Ker(f) es la clase cero de M/Ker(f). Por lo tanto, g es un
monomor�smo. Entonces, g es un isomor�smo. □

Denotemos r.ann(m) = {a ∈ A : ma = 0} . Es un ideal derecho en A y se llama
aniquilador derecho del elemento m. Si r.ann(m) ̸= 0, entonces el elemento m
se denomina elemento de torsión; de lo contrario, se denomina elemento sin
torsión. Si todo elemento de un A-módulo M son torsión, M se llama módulo de
torsión.

Del teorema 2.2.2 se obtiene el siguiente enunciado.

Corolario 2.2.3. Todo módulo cíclico es isomorfo a un módulo cociente del módulo
regular por algún ideal derecho.

Demostración: SeaM un A-módulo cíclico con un generadorm0, es decir,M = m0A.
De�nimos un mapa f : A −→ M donde f(a) = m0a. De los axiomas de módulo
se sigue qué f es un homomor�smo de módulo y, dado que m0 es el generador
de M , tenemos Im(f) = M . Ahora el teorema 1.3.1 produce M ≃ A/I, donde
I = Ker(f) es un ideal derecho en A. Es fácil ver qué Ker(f) = r.ann(m0) y
entonces m0A ≃ A/r.ann(m0). □

Teorema 2.2.4 (Primer teorema de isomor�smo). [Teorema 1.3.3 de [15]] Si L y
N son submódulos de un A-módulo M , entonces

(L+N)/N ≃ L/(L ∩N)

.

Lema 2.2.5. [Lema 1.3.4 de [15]] Sea L un submódulo de M y π : M → M/L
sea la proyección natural. Para cualquier submódulo N ⊂M y cualquier submódulo
N ′ ⊂M/L tenemos

9



1. π(N) es un submódulo de M/L;

2. π−1(N ′) es un submódulo de M;

3. π(π−1(N ′)) = N ′;

4. si L ⊂ N entonces π−1(π(N)) = N .

Como corolario de este lema tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.6 (Segundo teorema de isomor�smo). Sea L un submódulo de un A-
módulo M . Entonces cualquier submódulo del A-módulo M/L tiene la forma N/L,
donde L ⊂ N ⊂M , y

(M/L)/(N/L) ≃M/N.

Demostración:. Sea π : M −→ M/L la proyección natural. Entonces π(M) =
M/L. Considere un submódulo N ′ de π(M) y N = π−1(N ′), que es un submó-
dulo de M . Entonces por el lema anterior N ′ = π(N) = N/L. Sea τ : M/L −→
(M/L)/(N/L) la proyección natural, entonces podemos considerar el homomor�s-
mo τπ : M −→ (M/L)/(N/L). Dado que τ y π son epimor�smos, τπ también es
un epimor�smo. El núcleo del epimor�smo τπ es igual a π−1(π(N)) = N por el
2.2.5 Ahora el teorema del homomor�smo 2.2.2 produce (M/L)/(N/L) ≃ M/N .
□

Teorema 2.2.7 (Ley modular). Sean A, B y C submódulos de M con B ⊆ A.
Entonces:

A ∩ (B + C) = B + (A ∩ C)
.

Demmostración: Está claro que B + (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B + C). Ahora mostraremos
la inclusión inversa. Sea x ∈ A ∩ (B + C), de modo que x = a = b + c para a ∈ A,
b ∈ B, c ∈ C adecuados. Como B ⊆ A, tenemos c = a− b ∈ A, entonces c ∈ A ∩ C
y x = b+ c ∈ B+(A∩C). □

2.2.2. Sumas y Productos Directos

Sean M1,M2, ...,Mn módulos sobre un anillo A. Considere el conjunto M de las n-
tuplas (m1,m2, ...,mn), donde mi ∈Mi, y de�na las operaciones por componentes:

(m1,m2, ...,mn) + (m′1,m
′
2, ...,m

′
n) = (m1 +m′1,m2 +m′2, ...,mn +m′n),

(m1,m2, ...,mn)a = (m1a,m2a, ...,mna), a ∈ A.

Obviamente, M es un A-módulo bajo estas operaciones y se denomina suma di-
recta externa de los módulos M1,M2, ...,Mn y se denota por M1 ⊕M2 ⊕ ...⊕Mn,

o
n⊕

i=1

Mi.
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De manera similar, si (Mi)i∈I es un conjunto de A-módulos, entonces podemos
introducir la suma directa externa

⊕
i∈I Mi como el conjunto de tuplas in�nitas

(mi)i∈I con mi ∈ Mi para todo i ∈ I y para casi todo i ∈ Imi es igual a cero (es
decir, sólo un número �nito de mi no son iguales a cero). Además, las operaciones
sobre este conjunto se de�nen por componentes, de modo que (⊕imi) + (⊕im

′
i) =

⊕i(mi + m′i) y (⊕imi)a = ⊕i(mia) para todo i ∈ I y cualquier a ∈ A. Si no
hay ninguna suposición sobre el número de componentes distintos de cero, entonces
obtenemos la suma directa fuerte externa. Éste se denota

∏
i∈I Mi y es llamado

el producto directo de los módulos Mi. La suma directa externa coincide con el
producto directo de módulos Mi, i ∈ I, si el conjunto I es �nito, pero en general
no se da el caso. Para el caso �nito podemos usar la notación producto o suma, es
decir,M1⊕M2⊕ ...⊕Mn =M1×M2× ...×Mn. Las sumas directas externas pueden
describirse en términos de conjuntos de homomor�smos. Sea M =

⊕
i∈I Mi la suma

directa externa de una familia de submódulos Mi(i ∈ I). Entonces para cada i ∈ I
existe la incrustación natural σi : Mi → M dada por σi(mi) = (..., 0,mi, 0, ....) y la
proyección natural πi : M → Mi dada por πi(....,mj, ....,mi, ...) = mi. Claramente,
πiσi = 1Mi

y πiσj = 0 para i ̸= j. Aquí 1Mi
es el mapa de identidad de un módulo

Mi. Además, si el conjunto I es �nito, I = {1, 2, ..., n} yM =M1⊕M2...Mn entonces
σ1π1+σ2π2+ ...+σnπn = 1M . Si el conjunto I es in�nito, entonces para cualquiera
m ∈ M tenemos m = σi1πi1m + σi2πi2m + ... + σinπinm. Si M =

∏
i∈I Mi es un

producto directo de módulos, entonces el conjunto análogo de homomor�smos {σi}
y {πi} lo de�ne. Pero en este caso tenemos lo siguiente

1. πiσi = 1Xi
y πiσi = 0 para i ̸= j;

2. si tenemos un conjunto de elementos {mi}, donde solo hay un elemento mi ∈
Mi para cada i ∈ I, entonces existe un único elemento m ∈

∏
i∈I Mi tal que

πim = mi para cada i ∈ I.

SeanA1, A2, ..., An los anillos. Considere el conjunto A de elementos a = (a1, a2, ..., an),
donde ai ∈ Ai, i = 1, 2, ..., n. Sea b = (b1, b2, ..., bn) ∈ A. De�na las operaciones de
suma y multiplicación en A como sigue

a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn),

ab = (a1b1, a2b2, ..., anbn).

Consideraremos que a = b si y sólo si ai = bi para i = 1, 2, ..., n. Es fácil veri�car
que el conjunto A forma un anillo bajo las operaciones anteriores de suma y multi-
plicación y con elemento identidad (1, 1, ..., 1), donde la identidad del anillo Ai está
en la i-ésima posición . Se dice que este anillo es el producto directo del número
�nito de anillos A1, A2, ..., An y se denota por A1 × A2 × ...× An.

Ponga ei = (0, ..., 1, ..., 0), donde la identidad del anillo Ai está en la i-ésima po-
sición y los ceros en cualquier otro lugar. Obviamente, los elementos e1, e2, ..., en
son idempotentes ortogonales por pares y e1 + e2 + ... + en es la identidad de A.
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Pero en este caso particular los idempotentes ei tienen una propiedad adicional:
eia = (0, ..., ai, ..., 0) = aei para cualquier a = (a1, a2, ..., an) ∈ A, es decir, los
idempotentes ei están en el centro del anillo A. Se dice que tales idempotentes son
centrales.

Si Ai = A para todo i = 1, 2, ..., n, entonces denotamos el producto directo por
An = A× A× ...× A.

Supongamos que un anillo A es un producto directo de anillos Ai(i = 1, 2, ..., n)

A =
n∏

i=1

Ai.

Entonces el conjunto de elementos (0, ..., 0, ai, 0, ..., 0) ∈ A, donde ai ∈ Ai, forma un
Ii ideal en A. Entonces el anillo A, considerado como el módulo regular, es un suma
directa de los ideales Ii. Por el contrario, sea A = I1 ⊕ ...⊕ In una descomposición

de un anillo A en una suma directa de ideales, entonces A ≃
n∏

i=1

(A/Ji). Donde

Ji =
⊕

j ̸=i Ij. Además, cada ideal Ii es un anillo que es isomorfo a A/Ji.

De�nición 2.2.8. Un módulo, que es isomorfo a una suma directaM1⊕M2, donde
M1 y M2 son módulos distintos de cero, se dice que es descomponible, de lo
contrario se llama indescomponible.

Aquí hay una caracterización interna de un módulo descomponible.

Proposición 2.2.9. SeanM1 yM2 submódulos de un módulo M y sea f :M1⊕M2 →
M el homomor�smo de�nido por f(m1,m2) = m1 + m2. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. f es un isomor�smo;

2. M =M1 +M2 y M1 ∩M2 = 0

Demostración: 1) ⇒ 2). Sea el homomor�smo f : M1 ⊕ M2 → M de�nido por
f(m1,m2) = m1 + m2 sea un isomor�smo. Como M ≃ Imf , cualquier elemento
m ∈M puede ser escrito como m = m1+m2. Sea x ∈M1∩M2, entonces f(x,−x) =
x−x = 0, es decir, (x,−x) ∈ Ker(f). Como Ker(f) = 0, tenemos x = 0. Por tanto,
M1 ∩M2 = 0.

2) ⇒ 1). Por el contrario, sea M =M1+M2 y M1∩M2 = 0, entonces obviamente f
es un epimor�smo. Si (x, y) ∈ Ker(f), entonces x+ y = 0, es decir, x = −y. Por lo
tanto x ∈M1∩M2 = 0, es decir,Ker(f) = 0. Por lo tanto, f es tanto un epimor�smo
como un monomor�smo, es decir, f es un isomor�smo. □

Inspirándonos en esta proposición podemos introducir la siguiente de�nición. Se
dice que el módulo M es la suma directa interna de los submódulos M1 y M2 si se
satisfacen las condiciones equivalentes de la proposición 1.4.1. Los submódulos M1

y M2 se denominan sumandos directos del módulo M. La suma directa interna de
varios módulos se puede de�nir de manera similar. Para tal efecto probaremos la
siguiente proposición.
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Teorema 2.2.10. Sea Mi(i ∈ I) una familia de submódulos de un módulo M , y
sea f : ⊕i∈IMi →M el homomor�smo de�nido por f(⊕imi) =

∑
imi. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es un isomor�smo;

2.
∑

i∈I Mi =M y Mi ∩ (
∑

j ̸=iMj) = 0 para cualquier i.

3.
∑

i∈I Mi =M y Mi ∩ (
∑

j<iMj) = 0 para cualquier i > 1.

Demostración:

1)⇒2). Como f es un epimor�smo, inmediatamente tenemosM =M1+M2+...+Mn.
Sea x ∈Mi ∩ (

∑
j ̸=iMj), entonces x = −mi =

∑
j ̸=imj, donde mi ∈Mi.

Por lo tanto f(⊕imi) =
∑

imi=0. Dado que f es un monomor�smo, mi = 0 para
todo i, es decir, Mi ∩ (

∑
j ̸=iMj) = 0 para cualquier i.

2)⇒ 3). Trivial.

3)= 1). De la condición M =
∑

i∈I Mi obtenemos que f es un epimor�smo.

Sea f(⊕imi) = 0 y sea i la última posición para la cual mi ̸= 0, entonces mi =
−
∑

j<imj ∈Mi∩(
∑

j<iMj), y por lo tantomi = 0. Esta contradicción muestra que
mi = 0 para todo i. Por lo tanto f es un monomor�smo, entonces es un isomor�smo.
□

Decimos que un módulo M es la suma directa interna de una familia de submó-
dulos Mi(i ∈ I) si se satisfacen las condiciones equivalentes del teorema 2.2.10.

Hemos introducido dos de�niciones de una suma directa. De hecho, hay una conexión
cerrada entre estas nociones. Las de�niciones externa e interna de una suma directa
son equivalentes. SeaM =

⊕
i∈I Mi una suma directa externa. Entonces el conjunto

de los elementos (..., 0, ..., 0,mi, 0, ..., 0, ...) (todas las componentes menos la i-ésima
son 0) forma un submódulo M ′

i en M y M ′
i ≃ Mi. Por lo tanto, la descomposición

M =
⊕

i∈I M
′
i da una suma directa interna. En lo que sigue diremos simplemente la

suma directa, es decir, la noción de suma directa externa si tratamos con módulos,
y la noción de interna si tratamos con submódulos.

La siguiente proposición da la descripción de módulos sobre un producto directo de
anillos.

Proposición 2.2.11 (Proposición 1.4.3 de [15]). Sea A = A1× ...×At, un producto
directo de un número �nito de anillos. Entonces cualquier A-módulo derecho se
puede descomponer en una suma directa de A-módulos tal que cada uno de ellos es
un módulo A derecho para algún i = 1, ..., .t.
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2.2.3. Módulos Finitamente Generados y Libres

Recordemos que un A-módulo M es �nitamente generado si existe un núme-
ro �nito de elementos m1,m2, ...,mn de M tal que cada elemento m ∈ M puede
escribirse como m =

∑n
i=1miai, donde ai ∈ A

El siguiente lema da algunas propiedades simples pero útiles de módulos �nitamente
generados.

Proposición 2.2.12. Si M es un A-módulo, entonces:

(i) Si M es una suma del número �nito de módulos �nitamente generados, entonces
M es un módulo �nitamente generado.

(ii) Si M puede ser generado por n elementos y N es un submódulo de M , entonces
M/N puede ser generado por n elementos.

(iii) Si M = M1 ⊕M2 y M pueden generarse mediante n elementos, entonces M1

puede generarse mediante n elementos.

Demostración:

(i) Es obvio.

(ii) Por suposición, existen n elementosm1, ...,mn ∈M tales que cualquier elemento

m ∈M tiene la forma m =
n∑

i=1

miai con ai ∈ A. Entonces m+N =
n∑

i=1

(mi +N)ai

que muestra que los n elementos m1 +N.....mn +N generan M/N .

(iii) Por el teorema 2.2.4, tenemos M/M2 = (M1 ⊕M2)/M2 ≃ M1/(M1 ∪M2 =
M1/0 ≃M . Ahora, por (ii)M/M2 puede ser generado por n elementos. Por lo tanto,
M1 puede ser generado por n elementos. □

Ahora presentamos una clase especial de módulos que pueden considerarse como la
generalización más natural de los espacios vectoriales y que juegan un papel muy
importante en la teoría de módulos.

De�nición 2.2.13. Un A-módulo M se llama libre si es isomorfo a una suma
directa de módulos regulares, es decir, M ≃

⊕
i∈I Mi. donde Mi ≃ AA para todos

i ∈ I.

Así, si A = k es un campo, todo módulo sobre A es libre, es decir, un espacio
vectorial.

Los módulos libres juegan un papel importante en la teoría de los módulos.

Proposición 2.2.14 (Proposición 1.5.2 de [15]). Si un A-módulo M es �nitamente
generado con n generadores, entonces es isomorfo a un módulo cociente del módulo
libre An.
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Proposición 2.2.15 (Proposición 1.5.4 de [15]). Un módulo F es libre si y sólo si
tiene una base libre. En particular, F tiene una base libre �nita de n elementos si y
solo si F es isomorfo a An.

El siguiente enunciado es una generalización de la proposición 2.2.14 y muestra la
importancia de los módulos libres.

Proposición 2.2.16. Cualquier módulo es isomorfo a un módulo cociente de un
módulo libre.

Demostración: Sea M un A-módulo derecho y {mi ∈M : i ∈ I} un conjunto de ge-
neradores del móduloM , es decir, podemos escribirM =

∑
i∈I miA. Sea ψ(a) = mia

un epimor�smo del módulo A sobre el módulo miA. Entonces hay un homomor�s-
mo ψ :

⊕
i∈I A −→ M que coincide con ψi, en el sumando directo con índice i.

Evidentemente, es un epimor�smo. La proposición se sigue ahora del teorema del
homomor�smo. □

Como se puede notar, la noción de una base libre para un módulo libre es una gene-
ralización de una base de espacio vectorial. Pero, aunque para un espacio vectorial de
dimensión �nita todas las bases tienen el mismo número de elementos, esto no siem-
pre es cierto para módulos libres �nitamente generados sobre un anillo arbitrario.
Hay anillos A para los cuales An ≃ Am y n ̸= m. Pero si A es un anillo conmutativo,
entonces dos bases libres cualesquiera de un A-módulo libre �nitamente generado
tienen el mismo número de elementos. Este número de elementos se denomina rango
de un módulo libre.

Proposición 2.2.17 (Proposición 1.5.5 de [15]). Si A es un anillo conmutativo y F
es un A-módulo libre, entonces dos bases libres cualesquiera de F tienen el mismo
número cardinal.

2.2.4. Módulos Inyectivos y Proyectivos

Comenzamos esta sección de�niendo una cadena descendente y ascendente, siguien-
do con algunas de�niciones importantes para llegar a los módulos proyectivos e
inyectivos.

Decimos que un módulo M satisface la condición de cadena descendente (o
d.c.c.) si no existe una cadena estrictamente descendente in�nita

M1 ⊃M2 ⊃M3 ⊃ ...

de submódulos de M .

A veces es útil la siguiente formulación equivalente de esta condición: Un móduloM
satisface la condición de cadena descendente (o d.c.c.) si cada cadena descendente
de submódulos de M
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M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ ...

contiene solo un número �nito de elementos, es decir, existe un número entero n tal
que Mn =Mn+1 =Mn+2 = ....

De�nición 2.2.18. Un submódulo N de un módulo M es minimal si N ̸= 0 y no
existe ningún submódulo L ̸= 0 y N , tal que L ⊂ N ⊂M .

Decimos que un módulo M satisface la condición mínima si toda familia no vacía
de submódulos de M tiene un elemento mínimo con respecto a la inclusión.

De�nición 2.2.19. Un ideal derecho distinto de cero I de un anillo A se llama
minimal si I no contiene ningún otro ideal derecho distinto de cero. En particular,
I es mínimo si y solo si IA es un A-módulo derecho simple.

Proposición 2.2.20. Para un módulo M las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1) la familia de todos los submódulos de M satisface d.c.c.;

2) cualquier familia no vacía de submódulos de M tiene un elemento minimal (con
respecto a la inclusión).

Demostración:
2) ⇒ 1). Sea M1 ⊇ M2 ⊇ ... una cadena descendente de submódulos de un módulo
M . Como el conjunto de submódulos de esta secuencia tiene un elemento mínimo
Mn, entonces Mn =Mn+1 = .... =

1) ⇒ 2). Supongamos que S es un conjunto no vacío de submódulos de un módulo
M sin elemento mínimo. Sea M1 un elemento arbitrario de este conjunto S. Dado
que M1 no es minimal, existe M2 ∈ S tal que M1 ⊃ M2. Dado que M2 no es
mínimo, contiene un submódulo M3 y así sucesivamente. Continuando este proceso
obtenemos una cadena in�nita estrictamente descendente M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ ... de
submódulos de M , contradiciendo a d.c.c.

La proposición está probada. □

De�nición 2.2.21. Un módulo M se llama artiniano si se cumplen las condiciones
equivalentes de la proposición 2.2.20.

Análogamente, de manera dual, decimos que un módulo M satisface la condición
de cadena ascendente (o a.c.c.) si no existe una cadena in�nita estrictamente
ascendente

M1 ⊂M2 ⊂M3 ⊂ ...

de submódulos de M .

La formulación equivalente de esta condición es la siguiente:
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Un módulo M satisface la condición de cadena ascendente (o a.c.c.) si cada
cadena ascendente de submódulos de M

M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ ...

contiene solo un número �nito de elementos, es decir, existe un número entero n tal
que Mn =Mn+1 =Mn+2 = ... .

De�nición 2.2.22. Un submódulo N de un móduloM se dicemaximal si N ̸=M
y no existe ningún submódulo L, distinto de M y N , tal que N ⊂ L ⊂M . Decimos
que un módulo M satisface la condición máxima si toda familia no vacía de
submódulos de M tiene un elemento maximal.

Proposición 2.2.23 (Proposición 3.1.2 de [15]). Para un módulo M las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) la familia de todos los submódulos de M satisface a.c.c.;

2) cualquier familia no vacía de submódulos de M tiene un elemento maximal (con
respecto a la inclusión).

De�nición 2.2.24. Un módulo M se llama noetheriano si se cumplen las condi-
ciones equivalentes de la proposición 2.2.23.

De�nición 2.2.25 (De�nición de [15] página 63). Un anillo A se denomina ar-
tiniano derecho (izquierdo) (resp. noetheriano) si el módulo regular derecho
AA (módulo regular izquierdo AA) es artiniano (resp. noetheriano). Un anillo A
se llama artiniano (resp. noetheriano), si es artiniano derecho e izquierdo (resp.
noetheriano).

Proposición 2.2.26. Sea N un submódulo de un módulo M . Entonces M es arti-
niano (noetheriano) si y sólo si M/N y N son ambos artinianos (noetherianos).

Demostración: Primero probaremos la proposición en el caso artiniano.

SeaM un módulo artiniano. Dado que cualquier cadena descendente de submódulos
de N es también una cadena de submódulos deM , es inmediato que N es artiniano.

Sea π : N −→M/N la proyección natural y L1 ⊇ L2 ⊇ .... una cadena descendente
de submódulos de M/N . Entonces usando el lema 2.2.5 podemos formar la cadena
descendente de submódulos de M,L′1 ⊇ L′2 ⊇ ... donde L′i = π−1(Li). Como M es
artiniano existe algún n tal que L′i = L′n para todo i ≥ n. Teniendo en cuenta que
Li = π(L′i) también tenemos que Li = Ln para todo i ≥ n. Así, M/N es artiniano.

Por el contrario, suponga que los módulosM/N y N son artinianos. SeaM1 ⊃M2 ⊃
... una cadena descendente de submódulos del módulo M . Considere las siguientes
dos cadenas descendentes de submódulos

M1 ∩N ⊃M2 ∩N ∩ ...
(M1 +N)/N ⊃ (M2 +N)/N ⊃ ...
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en N y M/N . Entonces existe algún n tal que Mi ∩N =Mn ∩N y (Mi +N)/N =
(Mn + N)/N . para todo i ≥ n. Por lo tanto, Mi + N = Mn + N para todo i ≥ n.
DesdeMi ⊆Mn, para i ≥ n, la ley modular implicaMn∩(Mi+N) =Mi+(Mn∩N).
EntoncesMn =Mn∩(Mn+N) =Mn∩(Mi+N) =Mi+(Mn∩N) =Mi+(Mi∩N) =
Mi, es decir, Mn = Mi, para todo i ≥ n. Por lo tanto, M es artiniano. Argumentos
análogos prueban el caso de Noether. □

Corolario 2.2.27 (Corolario 3.1.4 de [15]). Una suma directa de un número �nito
de módulos es un módulo artiniano (resp. noetheriano) si y solo si cualquier sumando
es artiniano (resp. noetheriano).

Proposición 2.2.28 (Teorema 3.1.5 de [15]). Un módulo es Noetheriano si y solo
si cada uno de sus submódulos es �nitamente generado.

De�nición 2.2.29. Se dice que un A-módulo M es �nitamente cogenerado
si para cualquier familia Mi, i ∈ I, de submódulos de M ,

⋂
i∈I Mi = 0 implica⋂

i∈J Mi = 0 para algún subconjunto �nito J de I2.

Ejemplo 2.1. Cualquier espacio de vector dimensional �nito V sobre un campo K
es �nitamente cogenerado.

Ejemplo 2.2. El módulo regular ZZ no es un módulo �nitamente cogenerado, ya
que

⋂
pZ = 0, donde p se ejecuta sobre todos los primos, pero para cualquier

subconjunto �nito de los números primos p1, p2...pm tenemos
m⋂
i=1

piZ ̸= 0.

Proposición 2.2.30. Un módulo es artiniano, sí y solo si cada uno de sus módulos
de cocientes es �nitamente cogenerado.

La demostración de esta proposición es similar a la de la proposición 2.2.28

Consideraremos las propiedades de los endomor�smos de módulos Artinianos y
Noetherianos.

Proposición 2.2.31. Un endomor�smo ψ de un módulo artiniano (resp. noethe-
riano) es un automor�smo si y solo si ψ es un monomor�smo (resp. epimor�smo).

Demostración: Sea ψ un endomor�smo de un módulo noetheriano M que es un epi-
mor�smo. Mostraremos que Kerψ = 0. Existe la cadena ascendente de submódulos:
0 ⊂ Kerψ ⊂ Kerψ2 ⊂ ... que debe estabilizarse, es decir, Kerψn = Kerψn+1. Sea
m ∈ Kerψ. Del hecho de que ψn es un epimor�smo obtenemos que m = ψnm1. Pero
entonces m1 ∈ Kerψn+1 = Kerψn, es decir, m = 0.

Ahora, mostremos que un monomor�smo ψ de un módulo artiniano M es un epi-
mor�smo. Existe la cadena descendente de submódulosM ⊃ Imψ ⊃ Imψ2 ⊃ ... que
debe estabilizarse, es decir, Imψn = Imψn+1. Por lo tanto, para un m ∈M arbitra-
rio existe una igualdad ψnm = ψn+1m1,m1 ∈M . Dado que ψn es un monomor�smo,
m = ψm1, es decir, es un epimor�smo. □
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Proposición 2.2.32 (Lema de Fitting (Teorema 3.1.8 de [15])). . Para cualquier
endomor�smo ψ de un módulo M artiniano y noetheriano existe un entero n tal que
M = Imψn ⊕Kerψn.

Corolario 2.2.33 (Corolario 3.1.9 de [15]). Si M es indescomponible y un módulo
tanto artiniano como noetheriano, entonces cualquier endomor�smo de M es un
automor�smo o nilpotente.

De�nición 2.2.34 (Módulo Simple/Semisimple). Se dice que un R-módulo M es
simple si no contiene su propio submódulo no trivial y se dice que es semisimple
si es suma directa de submódulos simples.

Proposición 2.2.35 (Proposición 3.1.10 de [15]). Las siguientes condiciones son
equivalentes para un módulo semisimple M :

(a) M es artiniano;

(b) M es noetheriano;

(c) M es una suma directa de un número �nito de módulos simples.

Demostración: Dado que un módulo simple es tanto noetheriano como artiniano,
las implicaciones (c) ⇒ (a) y (c) ⇒ (b) son verdaderas por el corolario 2.2.27.

Por el contrario, supongamos que un móduloM se descompone en una suma directa
in�nita de módulos simples:M = U1⊕U2⊕U3⊕... Entonces en el móduloM hay dos
cadenas de submódulos: U1 ⊂ U1 ⊕U2 ⊂ ... y M ⊃ U2 ⊕U3 ⊕ ... ⊃ U3 ⊕U4 ⊕ .... De
la existencia de estas cadenas se siguen los restantes enunciados de la proposición.
□

Corolario 2.2.36 (Corolario 3.1.11 de [15]). Un anillo semisimple es tanto artiniano
como noetheriano.

Ejemplo 2.3. Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo K. En-
tonces V es a la vez noetheriano y artiniano. Porque, si W es un subespacio propio
de V , entonces dimW < dimV = n. Por lo tanto, cualquier cadena ascendente (o
descendente) adecuada de subespacios no puede tener más de n+ 1 términos.

Ejemplo 2.4. Todo ideal principal de dominio A es un anillo noetheriano, porque
todo ideal es principal.

Proposición 2.2.37. [Proposición 3.1.12 de [15]] Si A es un anillo noetheriano
derecho (resp. artiniano), entonces cualquier A-módulo derecho generado �nitamente
M es noetheriano (resp. artiniano).

Demostración: Si M es un A-módulo �nitamente generado, entonces es isomorfo a
un módulo cociente F/K, donde F es un A-módulo libre �nitamente generado y K
es un submódulo de F . Dado que F es isomorfo a una suma directa de un número
�nito de copias del módulo AA noetheriano (resp. artiniano), es noetheriano (resp.
artiniano), por el corolario 2.2.27. Entonces, por la proposición 2.2.26, M debe ser
noetheriano (resp. artiniano). □
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Corolario 2.2.38. Si A es un anillo noetheriano derecho, entonces cualquier sub-
módulo del A-módulo derecho M �nitamente generado es �nitamente generado.

Demostración: Esto se sigue de la proposición 2.2.37 y la proposición 2.2.28. □

Proposición 2.2.39 (Lema de Schur). Cualquier homomor�smo distinto de cero
entre módulos simples es un isomor�smo. En particular, el anillo de endomor�smo
de un módulo simple es un anillo de división.

Demostración: Sea f : U −→ V un homomor�smo de un módulo simple U a un
módulo simple V . Dado queKerf e Imf son submódulos de U y V , respectivamente,
f ̸= 0 implica Kerf ̸= U y Imf ̸= 0. Dado que U y V son módulos simples,
Kerf = 0 e Imf = V , es decir, f es tanto un monomor�smo como un epimor�smo,
por lo tanto, f es un isomor�smo. □

Usaremos las siguientes de�niciones para anillos simples y semisimples y módulo
simple y semisimple:

De�nición 2.2.40 (Anillo Simple/Semisimple). Un anilloR es simple (semisimple)
si el R-módulo RR es simple (semisimple).

La categoría de los R-módulos semisimples serán denotados como SSMod−R.
A lo largo de este trabajo, utilizaremos libremente los siguientes teoremas:

Teorema 2.2.41 (Teorema VI.5.1 de [21] ). Sea M um R-módulo. Son equivalentes:

(a) M es semisimple;

(b) M es la suma directa de sus submódulos simples;

(c) Si N es submódulos de M entonces existe P submódulo de M tal que M =
N ⊕ P .

Teorema 2.2.42 (Teorema VI.5.2 de [21]). (a) Todo submódulo de un R-módulo
semisimple es semisimple.

(b) Todo cociente de un R-módulo semisimple es semisimple.

(c) Si {Ni}i∈I es una familia de R-módulos semisimples, entonces M =
⊕

i∈I Ni

es semisimple.
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Teorema 2.2.43 (Teorema 7.30 de [22]). Un anillo R es semisimple si y solo si es
artiniano y es J-semisimple.

Teorema 2.2.44 (Teorema 2.2.5 de [15]). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para un anillo A:

(a) A es semisimple derecha;

(b) A es semisimple izquierda;

(c) cualquier A-módulo M derecho es semisimple;

(d) cualquier A-módulo izquierdo M es semisimple.

De�nición 2.2.45 (Módulo S-inyectivo). Sea S un R-módulo. Un R-módulo M es
llamado S-inyectivo cuando dados un R-módulo P y los homomor�smos de mó-
dulos f : P −→ S, g : P −→ M con f inyectiva, entonces, existe un homomor�smo
de módulos h : S −→ M tal que h ◦ f = g, es decir, talque es siguiente diagrama
conmuta:

Figura 2.2: Diagrama conmutativo de los homomor�smos f, g y h.

Un R-módulo M es inyectivo si M es S-inyectivo para todo S ∈Mod−R. También
diremos que un anillo R es auto-inyectivo si RR es R-inyectivo. A lo largo de este
trabajo, usaremos varias veces el Criterio de Baer para demostrar que un módulo es
inyectivo.

Teorema 2.2.46 (Criterio de Baer, Proposición V.3.1 de [21]). Un R-módulo M
es inyectivo si y sólo si dado un ideal I de R, y homomor�smos de módulos f :
IR −→ RR, g : IR −→ M con f inyectiva, existe un homomor�smo de módulos
h : RR −→M tal que h ◦ f = g.

Ejemplo 2.5. Un ejemplo de módulo inyectivo es el Z-módulo Q:

Sea un número natural n y homomor�smo de módulos f : nZ −→ Z, g : nZ −→ QZ
con f inyectiva. Vamos a considerar el homomor�smo de módulos h : Z −→ QZ tal
que:

h(x) =
g(n)

f(n)
x

Tenemos el siguiente diagrama:
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Figura 2.3: Diagrama conmutativo de los homomor�smos f, g y h para IR, RR y M .

además:

h(f(nx)) =
g(n)

f(n)
f(nx) =

g(n)

f(n)
f(n)x = g(n)x = g(nx)

Otro resultado debido a Baer es el siguiente teorema:

Teorema 2.2.47 (Teorema 6.96 de [22]). Todo módulo es submódulo de un módulo
inyectivo.

Proposición 2.2.48 (Teorema 6.88 de [22]). La suma directa �nita de módulos
inyectivos es un módulo inyectivo.

Se sabe que la suma directa de cualquier R-módulo inyectivo es siempre un R-
módulo inyectivo si y sólo si el anillo R es noetheriano.

Proposición 2.2.49 (Teorema 6.97 parte (i) de [22]). Si R es noetheriano, entonces
la suma directa de R-módulos inyectivos es un R-módulo inyectivo.

Existe una noción dual de módulo inyectivo.

De�nición 2.2.50 (Módulo S-Proyectivo). UnR-móduloM es llamado S-proyectivo
si dados un R-módulo P y los homomor�smos de módulos f : S −→ P , g :M −→ P
donde f es sobreyectiva, entonces, existe un homomor�smo de módulos h :M −→ S
tal que f ◦ h = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

Figura 2.4: Diagrama conmutativo de homomor�smo de módulos f, g y h.
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Diremos que un R- módulo M es proyectivo si M es S-proyectivo para todo S ∈
Mod−R

Proposición 2.2.51 (Proposición V.2.1 de [21]). Sea un A-módulo P . Las siguientes
a�rmaciones son equivalentes:

(a) P es proyectivo;

(b) Si P es imagen de un A-módulo M por un epimor�smmo f : M −→ P ,
entonces P es isomorfo a un sumando directo X de M , además, M = X ⊕
Ker(f).

(c) P es sumando directo de un A-módulo libre.

Nótese que, de la proposición anterior, tenemos que los módulos libres son proyec-
tivos, además, tenemos el siguiente corolario que es inmediato de la proposición:

Corolario 2.2.52. El sumando directo de un módulo proyectivo es proyectivo.

Proposición 2.2.53 (de [17] ). SiM es la suma directa de una familia de R-módulos
{Mi}i∈I entonces M es proyectivo si y solamente si cada Mi lo es.

Teorema 2.2.54 (Teorema VI.6.1 de [21]). Sea R un anillo. Son equivalentes:

(a) R es semisimple;

(b) Todo R-módulo es semisimple;

(c) Todo R-módulo es inyectivo;

(d) Todo R-módulo es proyectivo;

(e) R es suma directa �nita de ideales minimales.

Se observa que el Teorema anterior implica que todo anillo semisimple es artiniano
y noetheriano.

De�nición 2.2.55 (Dominio de Inyectividad). La clase

{S ∈Mod−R :M es S − inyectivo}

es llamadoDominio de Inyectividad de R-móduloM y es denotado por In−1(M).

Note que, con esta notación, si M es un R-módulo inyectivo entonces In−1(M) =
Mod−R.
Además se observa que dado un R-módulo M entonces SSMod−R ⊂ In−1(M).
En efecto, sea M un R-módulo y S ∈ SSMod − R. Tomemos un R-módulo P y
homomor�smos de módulos f : P −→ S y g : P −→M donde f es inyectivo. Como
S es semisimple, existe un submódulo de W ⊆ S tal que S = Im(f) ⊕W , donde
Im(f) denota a la imagen del homomor�smo f , además, como f es inyectivo, f
de�ne un isomor�smo de P y Im(f). Denotando por id a la función identidad de S
a Im(f)⊕W , tenemos el siguiente diagrama:
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Figura 2.5: Diagrama de homomor�smos de módulos f, f−1, π, g y id,

Donde π : Im(f)⊕W −→ Im(f) es una proyección y f−1 denota el homomor�smo
inverso de f . Consideremos el homomor�smo de módulos h : S −→ M tal que
h = g ◦ f−1 ◦ π ◦ id. Para concluir, basta mostrar que h es tal que h ◦ f = g: sea
x ∈ P , (h◦f)(x) = (g◦f−1◦π◦id)(f(x)) = g(f−1(π(id(f(x))))) = g(f−1(π(f(x)))) =
g(f−1(f(x))) = g(x). Por lo tanto, se concluye que SSMod−R ⊂ In−1(M).

Proposición 2.2.56. Sea T un submódulo de N tal que T es N-inyectivo entonces
T es sumando directo de N .

Demostración. Si T es N -inyectivo, entonces existe un homomor�smo h : N −→ T
tal que el siguiente diagrama conmuta:

Figura 2.6: Diagrama conmutativo de homomor�smo h, i y id.

donde i es el homomor�smo inclusión e id es el homomor�smo identidad.
Note que h ◦ i = id y que h es un homomor�smo sobreyectivo. Consideremos el
homomor�smo π : N −→ N tal que π = i ◦ id ◦ h. Tengamos en cuenta que π2 = π
pues π ◦ π = (h ◦ id ◦ i) ◦ (h ◦ id ◦ i) = h ◦ id ◦ (i ◦h) ◦ id ◦ i = h ◦ (id)3 ◦ i = h ◦ i = π.
A�rmamos que N = T ⊕Ker(π), en efecto, si x ∈ N entonces x = (π(x)) + (x −
π(x)) ∈ T ⊕Ker(π), además, si x ∈ T ∩Kere(π) entonces x = π(x) = 0 . □

Es claro que si T es inyectivo entonces T es M -inyectivo, para todo M ∈Mod−R,
por lo que tenemos el siguiente corolario inmediato de la proposición anterior.
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Corolario 2.2.57. Un módulo inyectivo es sumando directo de todos los módulos
que lo contienen.

También es válido la vuelta de este corolario.

Lema 2.2.58 (Teorema 6.86 de [22]). El sumando directo de un módulo inyectivo
es inyectivo.

Teorema 2.2.59. Son equivalentes:

(a) M es un R-módulo inyectivo;

(b) M es sumando directo de todo módulo que lo contiene.

Demostración:(a) ⇒ (b) Es el corolario 2.2.57.
(b) ⇒ (a) Si un módulo M es sumando directo de todo módulo que lo contiene,
en particular, por el teorema 2.2.18, M es suma directa de un R-módulo inyectivo,
luego, por el lema 2.2.21, M también es inyectivo.

Teorema 2.2.60. Sea R un anillo, entonces:

SSMod−R =
⋂

M∈Mod−R

In−1(M)

Demostración: Hemos visto que SSMod−R ⊂ In−1(M), para todoM ∈Mod−R,
así SSMod−R ⊂

⋂
M∈Mod−R In

−1(M).

Sea N ∈
⋂

M∈Mod−R In
−1(M) y consideremos T un submódulo de N . Todo R-

módulo es N -inyectivo, en particular, T es N -inyectivo, y por la proposición 2.2.19
tenemos que T es sumando directo de N , luego, N es semisimple. Por lo tanto
SSMood−R =

⋂
M∈Mod−R In

−1(M). □

2.2.5. Módulos Pobres

En el último teorema de la sección anterior se puede ver que SSMod − R es un
límite inferior para el dominio de inyectividad de los módulos pobres sobre R.
¾El dominio de inyectividad logra alcanzar ese límite? ¾Para un anillo R existe un
R-módulo M tal que SSMod−R = In−1(M)?

De�nición 2.2.61 (Módulo Pobre). Un R-módulo M es llamado pobre cuando
SSMod−R = In−1(M).

Módulos pobres es el concepto central de este trabajo. Usando las de�niciones que
hicimos, la primera pregunta que se nos viene a la mente es la siguiente:
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¾Todos los anillos tienen un módulo pobre? o ¾Qué condiciones son necesarias en
un anillo R para que haya un R-módulo M pobre?

A continuación, presentaremos algunas de�niciones y resultados convenientes para
el resto de este estudio.

Lema 2.2.62. Sea Mun R-módulo. Si N ∈ In−1(M) y T es submódulo de N ,
entonces T ∈ In−1(M).

Demostración: Sean homomor�smos f : P −→ T , g : P −→ M donde f es in-
yectivo, y P un submódulo de T . Consideremos i : T −→ N un homomor�smo
inclusión. Como f, i son inyectivos, i ◦ f es inyectivo. Como N ∈ In−1(M), existe
un homomor�smo j : N −→M tal que j ◦ (i ◦ f) = g, así, existe un homomor�smo
de módulos h : T −→ M tal que h ◦ f = g. Basta que tomemos h = j ◦ i. En el
siguiente diagrama:

Figura 2.7: Diagrama conmutativo de los homomor�smos f, g, i, j donde h = j ◦ i.

Proposición 2.2.63. Un R-módulo M es pobre si y solo si todo módulo cíclico
L ∈ In−1(M) es semisimple.

Demostración:
⇒) Si M es un R-módulo pobre entonces si L ∈ In−1(M), L es semisimple.
⇐) L ∈ In−1(M) y es semisimple. TomemosN unR-módulo tal queM esN - inyecti-
vo. Ciertamente N =

∑
x∈N xR y por el lema 2.2.62, xR ∈ In−1(M) para todo x que

pertenece a N , por lo que N es una suma de submódulos semisimples, es decir, N es
semisimple y por tantoM es pobre. □

De�nición 2.2.64 (Utopía). Una clase A de R-módulos es una utopía si A no
contiene módulos pobres y decimos que un anillo R es una utopía si Mod − R no
contiene módulos pobres.

De�nición 2.2.65 (Sin Clase Media). Una clase A de R-módulos no tiene clase
media si dado un R-módulo M que pertenece a A, entonces o M es inyectivo o M
es pobre (decimos que un anillo R no tiene clase media si dado un R-módulo M
entonces o M es inyectivo o M es pobre).
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De�nición 2.2.66 (Clase Indigente). Una clase A es indigente si dado un R-
módulo M que pertenece a A entonces M es pobre (análogamente decimos que un
anillo R es indigente si dado un R-módulo M entonces M es pobre).

Lema 2.2.67. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R es semisimple

(b) Mod−R es indigente

(c) {0} es un módulo pobre

(d) Existe un R- módulo M inyectivo y pobre.

Demostración: (a) ⇒ (b) Si R es semisimple entonces todo R-módulo es semisimple
y todo R-módulo es inyectivo, luego, In−1(M) =Mod−R = SSMod−R.
(b) ⇒ (c) Como Mod−R es indigente, el R-módulo {0} es un módulo pobre.
(c) ⇒ (d) Como {0} es un R-módulo inyectivo, {0} es un R-móduo inyectivo y
pobre.
(d) ⇒ (a) Por hipótesis existe un R-módulo M tal que M es inyectivo y pobre, esto
es In−1(M) = Mod − R = SSMod − R, es decir, todo R-módulo es semisimple,
luego, R es semisimple. □

Lema 2.2.68. Si M es un R-módulo pobre entonces M ⊕ N es pobre, para todo
N ∈Mod−R.

Demostración: Sean S ∈ In−1(M ⊕ N). Bajo estas condiciones mostraremos que
S ∈ In−1(M): Sean A un R-módulo y los homomor�smos de módulos f : A −→ S y
g : A −→M con f inyectiva. Consideramos el homomor�smo i ◦ g : A −→M ⊕N ,
donde i : M −→ M ⊕ N es la inclusión canónica. Como S ∈ In−1(M ⊕ N), existe
h0 : S −→ M ⊕ N tal que h0 ◦ f = i ◦ g, entonces, considerando el homomor�smo
h = π ◦h0 : xR −→M , donde π :M ⊕N −→M es la proyección canónica, tenemos
que h ◦ f = g. Consideremos el siguiente diagrama:

Figura 2.8: Diagrama de los homomor�smos f, g, h0◦f = i◦g, h = π◦h0 y h◦f = g.
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Como M es pobre, S es semisimple, así, como S es cualquiera, MoplusN es pobre.
□

2.2.6. Algunos conceptos importantes

De�nición 2.2.69 (Extensiones y submódulos esenciales). Sean A, C R-módulos.
A es un submódulo esencial de C, o C es una extensión esencial de A, si A ⊆ C y
A ∩B ̸= 0 para todo submódulo no vacío B de C.
En particular, de�nimos I ideal esencial de R, si I ∩K ̸= 0 para todo K ideal no
vacío de R.

Ejemplo 2.6. ZZ es un submódulo esencial QZ. En efecto, sea A un submódulo no
vacío de QZ y sea p

q
∈ A tal que p

q
̸= 0, así p = (p

q
)q ∈ ZZ ∩ A y p ̸= 0.

Note que todo R- módulo A es extensión esencial de A. Además, si el submódulo
nulo de un submódulo esencial de un R-módulo A dado, entonces A = 0.

Proposición 2.2.70 (Proposición 5.6 de [14]). (a) Sean A,B,C. módulos tales que
A es submódulo de B y B es submódulo de C. Así, A es submódulo esencial
de C si y solo si, A es submódulo esencial de B y B es submódulo esencial de
C.

(b) Sean A1, A2, B1, B2 submódulos de un módulo C. Si A1 es submódulo esencial
de B1 y A2 es submódulo esencial de B2. Entonces A1 ∩ A2 es submódulo
esencial de B1 ∩B2.

De�nición 2.2.71 ( Extensión esencial Propia). Sea A un R-módulo, una extensión
esencial propia de A es un R-módulo B tal que A está contenido propiamente en B
y A es esencial en B.

De�nición 2.2.72 (Homomor�smo Esencial). Un homomor�smo de módulos f :
A −→ B es un homomor�smo esencial si f(A) es un submódulo esencial de B

Proposición 2.2.73. Sean A, B submódulos de un módulo M tales que B es ma-
ximal con respecto a la propiedad A ∩ B = 0. Así A ⊕ B es un submódulo esencial
de M y (A⊕B)/B es submódulo esencial de M/B.

Demostración: Sea C submódulo deM tal que (A⊕B)∩C = 0, así, A∩(B⊕C) = 0,
por la maximalidad de B, B⊕C = B, luego C = 0 y por lo tanto (A⊕B) es esencial
en M.

Sea C/B submódulo propio no vacío deM/B. Como C/B es no vacío,B está conteni-
do propiamente en C y por la maximilidad de B, A∩C ̸= 0, por lo tanto, concluimos
que (A⊕B)/B es esencial enM/B. □

Corolario 2.2.74. Todo submódulo de M es sumando directo de un submódulo
esencial de M .
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Demostración: Sea N submódulo de M . Utilizando el Lema de Zorn, tomemos el
submódulo A de M maximal con respecto a la propiedad A ∩ N = 0, así, tenemos
que N ⊆ A⊕N y, por la proposición anterior, A⊕N es esencial en M .

Corolario 2.2.75. Un módulo M es semisimple si y solo si no posee submódulos
propios esenciales.

Demostración:
⇒) Sea M un módulo semisimple, así, dado N submódulo propio de M , existe P
submódulo de M tal que M = N ⊕ P , es decir, N no es un submódulo esencial de
M .
⇐) Sea M que no posee módulos propios esenciales y sea N submódulo de M , así,
por el corolario 2.2.74, N es sumando directo de (pues M es el único submódulo
esencial deM), es decir,M es semisimple. □

El siguiente teorema nos muestra que se puede re�nar el criterio de Baer mediante
el uso del concepto de esencialidad.

Teorema 2.2.76 (Re�namiento del Criteriode Baer). Un R-módulo M es inyectivo
si y solo si dados un ideal esencial I de R y los homomor�smos de módulos f :
IR −→ RR, g : IR −→ M con f inyectivo, existe un homomor�smo de módulos
h : RR −→M tal que h ◦ f = g.

Demostración:
⇒) Por la de�nición de módulo inyectivo, si M es un R-módulo inyectivo entonces
dados I ideal esencial de R, y los homomor�smos de módulos f : IR −→ RR, g :
IR −→M donde f es inyectiva, existe un homomor�smo de módulos h : RR −→M
tal que h ◦ f = g.
⇐) Sean I un ideal de R y f : IR −→ RR, g : IR −→ M homomor�smos de
módulos con f inyectivo. Por el corolario 2.2.74 existe AR submódulo de RR tal que
f(IR)⊕ AR es un submódulo esencial en RR. Consideremos el siguiente diagrama:

Figura 2.9: Diagrama de homomor�smos f, g, f̃ , i1, i2, π.

Donde π : f(IR)⊕AR −→ f(IR) es proyección canónica i1 : f(IR) −→ f(IR)⊕AR,
i2 : f(IR) ⊕ AR −→ RR son las inclusiones canónicas f̃ : IR −→ f(IR) es tal que,
para todo x ∈ IR, f̃(x) = f(x); y f̃−1 : f(IR) −→ IR es homomor�smo inverso de f̃ .
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Como f(IR)⊕AR es esencial en RR, existe el homomor�smo h : RR −→M tal que
h ◦ i2 = g ◦ f̃−1 ◦π. Bajo estas condiciones h ◦ f = h ◦ (i2 ◦ i1 ◦ f̃) = (h ◦ i2) ◦ i1 ◦ f̃ =

(g ◦ f̃−1 ◦ π) ◦ i1 ◦ f̃ = g ◦ (f̃−1 ◦ f̃) = g, así, por el criterio de Baer, concluuimos que
M es inyectivo. □

También podemos usar el concepto de esencialidad para caracterizar los módulos
inyectivos, veremos esto en el teorema 2.2.78.

Lema 2.2.77. Sean R-módulos A,B,C tales que existe un isomor�smo ϕ : A −→ B,
C − B no está contenido en A y B es un submódulo propio de C, entonces existe
un R-módulo D talque A es submódulo propio de D.

Demostración: SeaD el conjunto (C−B)∪A dotado de la operación +D : D×D −→
D de�nida de la siguiente manera:

+D(x, y) =


ϕ−1(ϕ(x) + ϕ(y)) , si x ∈ A e y ∈ A
ϕ−1(ϕ(x) + y) , si x ∈ A e y /∈ A
ϕ−1(x+ ϕ(y)) , si x /∈ A e y ∈ A
ϕ−1(x+ y) , si x /∈ A e y /∈ A

Donde ϕ−1 denota el homomor�smo inverso de ϕ. Note que la operación +D está
bien de�nida, además, tenemos que el conjunto D con la operación +D es un grupo
abeliano.
Consideremos la operación · : D ×R tal que ·(r, x) = ϕ−1(rϕ(x)).
Con tales operaciones y con el hecho de que C−B no está contenido en A, tenemos
queD es unR-módulo que contiene aA propiamente. □

Teorema 2.2.78 (Eckmann-Schopf). Un módulo A es inyectivo si y solo si no tiene
extensiones esenciales propias.

Demostración:
Supongamos que A es inyectiva y M es un extensión esencial de A, entonces, por el
corolario 2.2.57, existe un módulo B tal que M = A⊕B.
Como A ∩B = 0 tenemos que B = 0 pues A es esencial en M , luego, A =M .
Por otro lado, si A no es inyectivo, por el teorema 2.2.59, existe un módulo M que
contiene a A tal que A no es sumando directo de M. Usando el lema de Zorn, tenemos
B submódulo de M maximal respecto a la propiedad A ∩ B = 0. Observemos que
A⊕ B es submódulo propio de M pues A no es sumando directo de M , por lo que
(A ⊕ B)/B es un submódulo propio de M/B, además por la proposición 2.2.74,
(A ⊕ B)/B es submódulo esencial de M/B. Como A es isomorfo a (A ⊕ B)/B y
(M/B) − ((A ⊕ B)/B) no está contenido en A, por el lema 2.2.77, concluimos que
A tiene una extensión esencia propia. □

De�nición 2.2.79 (Envolvente Inyectivo). Sea A un módulo. Un envolvente in-
yectivo de A es un módulo inyectivo B tal que B es una extensión esencial de A.
Denotaremos un envolvente inyectivo por E(A).
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Ejemplo 2.7. QZes un envolvente inyectivo de ZZ pues, conforme a lo expuesto, ZZ
es un submódulo esencial de QZ e QZ es inyectivo.

De�nición 2.2.80 (Esencialmente cerrado). Un submódulo A de un R-módulo M
dado es esencialmente cerrado en M si dado un submódulo B ⊆M tal que A es
esencial en B entonces A = B

Cabe señalar que es equivalente decir que un submódulo A de un módulo M es un
submódulo esencialmente cerrado si no existe un submódulo B ⊆ M tal que B sea
una extensión esencial propia de A.

Proposición 2.2.81. Sea un submódulo A de un R-módulo inyectivo E. Un sub-
módulo A es inyectivo si y solo si A es esencialmente cerrado en E.

Demostración:
⇒) Si A es inyectivo entonces, por el teorema 2.2.78, el submódulo A es esencial-
mente cerrado en todo R-módulo que contiene A, en particular, A es esencialmente
cerrado en E.

⇐) Si A es esencialmente cerrado en E entonces tomemos un R-módulo B tal que
B es una extensión esencial de A y consideremos los homomor�smos inclusiones i1 :
A −→ E, i2 : A −→ B . Como E es inyectivo, existe el homomor�smo h : B −→ E
tal que siguiente diagrama conmuta:

Figura 2.10: Diagrama de homomor�smos i1, i2 y h.

Como i1 es la inclusión canónica y h es una extensión de i, tenemos que A∩Ker(h) =
0, donde tenemos que Ker(h) = 0 pues A es esencial en E. Así, B es isomorfo a
h(B), luego, A = i1(A) = h ◦ i2(A) = h(A) es esencial en h(B) ⊆ E, y como A es
esencialmente cerrado en E, tenemos que A = h(B). Así, h(B) = h(i2(A)) = h(A) y
como h es un homomor�smo inyectivo, concluimos que A = B. Como B es una ex-
tensión esencial cualquiera de A, el submódulo A no tiene extensión esencial propia.
Por el teorema 2.2.78, A es inyectivo. □

Teorema 2.2.82. Si un R-módulo M es inyectivo y A es un submódulo de M .
Entonces E(A) ⊆M
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Demostración: Consideremos la familia de submódulos de M tales que son exten-
siones esenciales de A, esto es:

F={B ⊆M ; A es esencial en B},

parcialmente ordenada por la inclusión. Sabemos que F ̸= 0 pues el R-módulo A
pertenece a F. Además, toda subfamilia totalmente ordenada G tiene límite supe-
rior, basta tomar la unión de los elementos de la subfamilia ya que la unión de
submódulos encajados es un submódulo.
Probemos que A es esencial en la unión de los elementos de G: sea K un submódulo
no vacío, la unión de los elementos de G. Si la intersección de K con cada uno de
los elementos de G es cero, entonces K = 0. Luego, existe L ∈ G tal que L∩K ̸= 0,
entonces, L ∩ K ∩ A ̸= 0 pues A es esencial en L. Así, K ∩ A ̸= 0. Como K es
cualquiera, A es esencial para la unión de los elementos de G.
Por el lema de Zorn, existe un R-módulo E ⊆ M tal que A es esencial en E.
A�rmamos que E es inyectivo. En efecto, supongamos que existe F ⊆ M tal que
E es esencial en F . Así, por el teorema, A es esencial en F , y como E es maxi-
mal, tenemos que E = F , es decir, E es esencialmente cerrado en M . Como M es
inyectivo, podemos aplicar la proposición 2.2.81, donde concluimos que E es inyec-
tivo. Por lo tanto, E = E(A). □

Nótese que, por la proposición 2.2.81 y el teorema 2.2.82, todo R-módulo tiene
un envolvente inyectivo.

Ahora podemos preguntarnos si la envolvente inyectiva es única. La siguiente a�r-
mación nos dice que la envolvente inyectiva es única salvo isomor�smo.

Proposición 2.2.83 (Proposición 5.13 de [14]). Sean los envolventes inyectivos
M,N , de los módulos M0 y N0 respectivamente. Si M0 y N0 son isomorfos entonces
cualquier isomor�smo de M0 en N0 se extiende para un isomor�smo de M en N . En
particular, si M y N son dos envolventes inyectivos de un módulo dado M0 entonces
la identidad de M0 en M0 se extiende para un isomor�smo de M en N .

Recordemos que un dominio es un anillo tal que si a y b son elementos del anillo tal
que ab = 0 entonces a = 0 o b = 0.

De�nición 2.2.84 (Dominio de Ore). Un dominio de Ore R es un dominio con
la siguiente propiedad: si a, b son elementos no nulos de R entonces aR ∩ bR ̸= 0

De�nición 2.2.85 (Módulo Uniforme). Un módulo uniforme M es un módulo
no vacío tal que: dados dos submódulos no vacíos A,B de M se tiene que A∩B ̸= 0

Si RR es uniforme, decimos que R es un anillo uniforme. Cabe señalar que podría-
mos haber de�nido el módulo uniforme como un módulo M no vacío tal que todo
submódulo deM es esencial enM ; además, tengamos en cuenta que R es un dominio
uniforme si y solo si R es dominio de Ore.
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De�nición 2.2.86 (Famila Independiente). Sea M un R-módulo. Una familia F
de submódulos de M es llamada independiente si dados X0, X1, ...Xn elementos
de F entonces X0 ∩ (X1 + ...+Xn) = 0

De�nición 2.2.87 (Módulo de dimensión �nita). Un R-módulo A es de dimensión
�nita si E(A) es una suma directa �nita de submódulos indescomponibles.

Los siguientes resultados, hasta el Teorema de Goldie se encuentran en [14].

Lema 2.2.88. Un R-módulo A es uniforme si y solo si E(A) es indescomponible.

Demostración: Sea A un R-módulo uniforme y sean B,C submódulos de E(A) tales
que E(A) = B⊕C. Como (B∩A)∩(C∩A) = 0 y A es un módulo uniforme, tenemos
que o B ∩ A = 0 o C ∩ A = 0.
Si B ∩ A = 0, como A es esencial en E(A), concluimos que B = 0. Análogamente,
si C ∩ A = 0, concluimos que C = 0. En todo caso, tenemos que o B = 0 o C = 0,
luego, E(A) es indescomponible.
Ahora, sea A un R-módulo tal que E(A) es indescomponible. Supongamos, que A
no es uniforme. Así, existen submódulos no vacíos B,C de A tales que B ∩ C = 0.
Como B ⊆ A ⊆ E(A), por el teorema 2.2.82, tenemos que E(B) ⊆ E(A). Además,
como B es esencial en E(B), tenemos E(B) ∩ C = 0.
Luego, E(B) ⊆ E(A) es un sumando directo de E(A). Por lo tanto, E(A) es des-
componible, lo cual es una contradicción. □

Proposición 2.2.89. Un R-módulo A tiene dimensión �nita si y solo si existe un
submódulo esencial que es suma directa de submódulos uniformes.

Demostración: ⇒) Sea A un R-módulo de dimensión �nita n. Existen R-módulos
indescomponibles y no vacíos, E1, ..., En tales que E(A) = E1 ⊕ ...⊕ En.
Para todo i ∈ {1, ..., n}, de�nimos Ai = A ∩ Ei.
Como A es esencial en E(A), tenemos que, para todo i ∈ {1, ..., n}, Ai es no va-
cío, luego Ai es uniforme. Además como {Ei}i∈{1,...,n} es una familia independiente,
{Ai}i∈{1,...,n} también lo es. Así, podemos considerar la suma directa A1⊕ ...⊕An ⊆
E1 ⊕ ... ⊕ E(n) = E(A). Veamos que A1 ⊕ ... ⊕ An es esencial en A: Fijamos
i ∈ {1, ..., n}, E(Ei) = Ei, así, por el lema 2.2.88, tenemos que Ei es uniforme. Luego
Ai es esencial en Ei. Donde se sigue que A1 ⊕ ...⊕An es esencial en E(A) ⊇ A. Por
lo tanto A1 ⊕ ...⊕ An es esencial en A.
⇐) Sea M un R-módulo y A1, ..., An submódulos independientes y uniformes con-
tenidos en A, tales que A1 ⊕ ...⊕ An es esencial en A.
Como, por de�nición, A es esencial en E(A), tenemos que A1 ⊕ ...⊕ An es esencial
en E(A). Así, E(A) = E(A1 ⊕ ...⊕ An) ⋍ E(A1)⊕ ...⊕ E(An).
Por hipótesis, para todo i ∈ {1, ..., n}, tenemos que Ai es uniforme, luego, por el
lema 2.2.88, Ei es indescomponible. Por lo tanto, A tiene dimensión uniforme �nita.
□

Lema 2.2.90 (Lema 5.19 de [14]). Si un R-módulo E es la suma directa �nita de n
submódulos uniformes, entonces E no contiene una suma directa de n+1 submódulos
no vacíos.
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Teorema 2.2.91 (Teorema de Goldie). Un R-módulo A tiene dimensión �nita si
y solamente si toda familia independiente de submódulos de A tiene cardinalidad
�nita.

Demostración: Sea A un R-módulo.
Si A tiene dimensión �nita, entonces existe un número natural n tal que E(A) es
suma directa de n submódulos uniformes. Por el lema 2.2.90, E(A) no contiene la
suma directa de n + 1 submódulos no vacíos, en particular, no existe una familia
independiente de submódulos de A cuya cardinalidad sea mayor que n.
Por otro lado, si A no tiene dimensión �nita entonces A ̸= 0 y no existe un número
natural n tal que E(A) es la suma directa de n submódulos indescomponibles.
Llamemos C0 = E(A). Como C0 no es indescomponoble, existen submódulos no
vacíos B1, C1 tales que C0 = B1 ⊕ C1. Además o B1 o C1 no es la suma directa de
submódulos indescomponibles. Sin perder generalidad, podemos suponer que C1 no
es una suma directa �nita de submódulos indescomponibles.
Repitiendo este argumento, podemos descomponer C1 como la suma directa de dos
submódulos no vacíos B2 y C2 tal que C2 no es una suma directa �nita de submó-
dulos indescomponibles.
Inductivamente, obtenemos B1, C1, B2, C2... submódulos no vacíos de C0 tales que,
para todo n ∈ N, Cn = Bn+1 ⊕ Cn+1, y , Cn no es una suma directa �nita de sub-
módulos indescomponibles.
Sean k, n números naturales tales que k > n. Así, Bk ⊆ Cn. Luego, para todo n ∈ N,
tenemos que:

Bn ∩
( ∞∑
k=n+1

Bk) ⊆ (Bn ∩ Cn) = 0

Donde se sigue que B1, B2, ... son submódulos independientes de E(A).
Así, A ∩ B1, A ∩ B2, ...es una sucesión �nita de submódulos independientes de A y
como A es esencial en E(A), tenemos que Bn ∩ A ̸= 0 para todo n ∈ N. Luego, A
contiene una suma directa �nita de submódulos no vacíos. □

Proposición 2.2.92. Todo módulo noetheriano tiene dimensión �nita.

Demostración: Sea un R-módulo noetheriano M . Si M no tiene dimensión �nita
entonces, por el teorema 2.2.6 , existe una familia independiente y �nita F = {Bi}i∈N
de submódulos no vacíos deM . Así, la sucesión B1 ⊆ (B1⊕B2) ⊆ (B1⊕B2⊕B3) ⊆
... es estrictamente ascendente y no estacionaria, es una contradicción pues M es
noetheriano.

SiM es un R-módulo de dimensión �nita entonces, por el Lema 2.2.90 sabemos que
existe un número natural n tal que E(A) se escribe como una suma directa �nita de
n submódulos uniformes. Además, para cualquier j ̸= n, no podemos escribir E(A)
como una suma directa �nita de j submódulos uniformes. □

De�nición 2.2.93 (Dimensión uniforme). Al número natural n, que se mencionó
en el párrafo anterior, se le llama dimensión uniforme de M .
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De�nición 2.2.94 (Anillo PCI). Un anillo R es un anillo PCI si todo R-módulo
cíclico, que no es isomorfo a R, es inyectivo.

De�nición 2.2.95 (Módulo Co-semisimple). Un R-módulo M es un módulo co-
semisimple si todo R-módulo simple es M -inyectivo.

Si M es un R-módulo semisimple entonces M es co-semisimple.

De�nición 2.2.96 (V-Anillo). Un anillo R es un anillo co-semisimple oV-anillo
si RR es un R-módulo co-semisimple, es decir, si todo R-módulo simple es inyectivo.

De�nición 2.2.97 (VG-anillo). Un anillo R se dice VG-anillo o V-anillo gene-
ralizado si todo R-módulo simple es inyectivo o proyectivo.

De�nición 2.2.98 (Anillo Hereditario). Un anillo R es Hereditario si para todo
I ideal de R, IR es proyectivo.

Por el Teorema 2.2.16 todo anillo semisimple es hereditario. Además el próximo
resultado es el Teorema Central de [7]. Este resultado se utilizará a lo largo del
trabajo.

Teorema 2.2.99. Si R es un anillo PCI entonces o R es semisimple o R es noethe-
riano, hereditario, V -dominio de Ore y no tiene ideales bilaterales no triviales.

Dado un R-módulo M , de�namos el conjunto Z(M)={x ∈ M ;xI = 0 para algun
ideal escencial I de R}. El conjunto Z(M) como una suma heredada de M es un
R-módulo pues si x, y ∈ Z(M) entonces existen Ix y Iy ideales esenciales de R tal
que xIx = 0 y yIy = 0, así (x + y)(Ix ∩ Iy) = 0 y, por la proposición 2.2.70 Ix ∩ Iy
es un ideal esencial de R. □

De�nición 2.2.100 (Módulo Singular). Sea M un R-módulo. M es un R-módulo
singular si M = {x ∈M ;xI = 0, para algun ideal esencial I de R }

Ante esto, es natural de�nir.

De�nición 2.2.101 (Módulo/Anillo Singular/No singular). Diremos que un mó-
dulo M es un módulo singular de Z(M) = M y , es un módulo no singular si
Z(M) = 0.
Diremos que un anillo R es un anillo singular si Z(RR) = RR y, es un anillo no
singular si Z(RR) = 0.

Lema 2.2.102. Si R es un anillo singular y x es un elemento de R entonces annR(x)
es un ideal esencial de R.

Demostración: Sean un anillo singular R y un elemento x ∈ R. Como R es singu-
lar, existe un ideal I esencial en R tal que I ⊆ annR(x), entonces, por la porposición
2.2.70, item (a), el ideal annR(x) es esencial enR. □
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Proposición 2.2.103 (Proposición 1.22 de [12]). (a) La clase de R-módulos no
singulares es cerrada para submódulos, producto directo, extensiones esenciales
y extensiones de módulos.

(b) La clase de los R-módulos singulares es cerrada para submódulos, cocientes y
sumas directas.

Proposición 2.2.104. Sea un anillo R y un ideal no vacío I ⊆ R. Un ideal I es
esencial en R si y solamente si el R-módulo R/I es singular.

Demostración:
⇒) Supongamos que el ideal I es esencial en R, y sea un elemento r ∈ R/I.
Vamos a mostrar que annR(r) es un ideal esencial de R, para esto, basta mostrar
que si K es un ideal principal de R entonces K ∩ annR(r) ̸= 0.
Tomemos un elemento x ∈ R. Si rx = 0 entonces podemos tomar un elemento no
nulo α ∈ R donde tenemos rxα ∈ I, lo que implica que rxα = 0, luego, xR ∩
annR(r) ̸= 0. Si rx ̸= 0 entonces el ideal rxR es no vacío, así, como el ideal I es
esencial en R, existe un elemento no nulo β ∈ ((rx)R∩I), es decir, existe un elemento
no nulo α ∈ R tal que rxα ∈ I, entonces, rxα = 0, por tanto, xR ∩ annR(r) ̸= 0.

⇐) Ahora supongamos que R/I es un R-módulo singular. Por el lema 2.2.102,
annR(1) = I es un ideal esencial de R. □

Lema 2.2.105. Sea f : A −→ B un homomor�smo de R-módulos. Entonces
f(Z(A)) ⊆ Z(B)

Demostración: Sea f(x) ∈ f(Z(A)), así, existe I ideal esencial de R tal que xI = 0,
es decir, para todo i ∈ I, xi = 0, así, (f(x))I = {(f(x))i ∈ B; i ∈ I} = {f(xi) ∈
B; i ∈ I} = {0 ∈ B; i ∈ I} = 0 ,por lo tanto f(x) ∈ Z(B). □

Lema 2.2.106. Si B es un R-módulo entonces Z(B) es un R-módulo singular.

Demostración: Si x ∈ Z(B) entonces existe un ideal esencial Ide R tal que xI = 0,
luego, x ∈ Z(Z(B)), por lo tanto Z(B) ⊆ Z(Z(B)). Por otro lado, si x ∈ Z(Z(B))
entonces, por de�nición, x ∈ Z(B), luego, Z(B) = Z(Z(B)). □

Proposición 2.2.107. Un R-módulo B es no singular si y solo si HomR(A,B) = 0,
para todo R-módulo singular A

Demostración: ⇒) Sean A un R-módulo singular, B un R-módulo no singular y
f ∈ HomR(A,B). Como A es un R-módulo singular, f(A) = f(Z(A)), luego, por el
lema 2.2.105, f(Z(A)) es submódulo de Z(B) = 0, por lo tanto f = 0.
⇐) Si HomR(A,B) = 0 para todo R-módulo singular A entonces, por el lema
2.2.106, HomR(Z(B), B) = 0, así, el homomor�smo inclusión i : Z(B) −→ B es el
homomor�smo nulo, es decir, Z(B) = 0. □

De�nición 2.2.108 (Anillo SI). R es un anillo SI si todo R-módulo singular es
inyectivo.
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De�nición 2.2.109 (Condición C1). Un móduloM satisface la condición C1 para
todo submódulo A de M si existe un submódulo K de M tal que A es esencial en
K y K es un sumando directo de M .

Un módulo que satisface la condición C1 se dice un módulo SC.

Lema 2.2.110. Si M es un R- módulo inyectivo. Entonces M satisface la condición
C1.

Demostración: Sea un submódulo A ⊆ M . Como M es inyectivo, podemos apli-
car la proposición 2.2.82 donde tenemos que M contiene el envolvente inyectivo
E(A) de A. Como E(A) es inyectivo, E(A) es un sumando directo de M . Co-
mo A es cualquiera, concluimos que el R-módulo M satisface la condición C1.
□

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema Central de [20].
No vamos a demostrar el Teorema Central de [20] ya que la demostración es extensa,
de modo que el resultado será aceptado en este trabajo.

Lema 2.2.111. Sea R un anillo tal que todo R-módulo cíclico y singular satisface
C1. Entonces todo R-módulo cíclico y singular es suma directa de �nitos submódulos
uniformes.

Lema 2.2.112 (Corolario 4 de [20]). Sea R un anillo tal que todo R-módulo cíclico
singular e inyectivo. Entonces todo R-módulo singular es semisimple.

Demostración: Comenzamos probando que todo R-módulo singular que es cíclico es
semisimple. Sea xR un R-módulo cíclico, singular. Por hipótesis, xR es inyectivo.
Así, por el lema 2.2.110, xR satisface la condición C1. Como xR es cualquier R-
módulo cíclico singular, por el lema 2.2.111, tenemos que xR es suma directa �nita de
R-módulos uniformes. Denotemos xR = U1⊕ ...⊕Un donde, para todo i ∈ {1, ..., n},
Ui es un submódulo uniforme. Fijemos i ∈ {1, ..., n}.Sea 0 ̸= y ∈ Ui. Si Ui ̸= yR
entonces existe un submódulo 0 ̸= K ⊆ Ui tal que yR ⊕K = Ui lo que es absurdo
pues Ui es uniforme. Luego, Ui = yR. Como y es cualquier elemento de Ui, tenemos
que Ui es simple. Por lo tanto, xR es semisimple.
Ahora, sea M un R-módulo singular cualquiera. Para todo x ∈ M , tenemos que
xR ⊆ M es un submódulo cíclico y singular. Por loque acabamos de probar xR es
semisimple. Así, para todo x ∈ M , se tiene que xR ⊆ Soc(xR) ⊆ Soc(M) ⊆ M .
Luego,M = Soc(M), lo cual es semisimple. □

Teorema 2.2.113. Son equivalentes:

(a) R es anillo SI;

(b) Todo R-módulo cíclico singular es inyectivo;

(c) Todo R-módulo singular es semisimple;
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(d) Para todo ideal esencial I de R, se tiene que R/I es semisimple.

Demostración: (a) ⇒ (b) Inmediato.

(b) ⇒ (c) Es el lema 2.2.112.

(c) ⇒ (d) Si I es un ideal esencial de R entonces, por la proposición 2.2.104 R/I es
singular.

(d) ⇒ (a) Sean M un R módulo singular, I ideal esencial de R y los homomor-
�smos de módulos f : IR −→ RR, g : IR −→ M donde f es inyectivo. Como M es
un R-módulo singular, I/Ker(g) también lo es, pues I/Ker(g) ≃ Im(g) ⊆M .
Bajo estas condiciones, por la proposición 2.2.104, Ker(g) es un ideal esencial de
R y por el item (d), R/Ker(g) es semisimple, luego, existe un R-módulo A tal que
R/Ker(g) = I/Ker(g)⊕ A/Ker(g).

Consideremos el homomor�smo

f :
I

Ker(g)
−→ R

Ker(g)

tal que
f(i+Ker(g)) = f(i) +Ker(g),∀i ∈ I

y el homomor�smo.

g :
I

Ker(g)
−→M

tal que
g(i+Ker(g)) = g(i),∀i ∈ I

Notemos que los homomor�smos f y g están bien de�nidos, en efecto, si i+Ker(g), j+
Ker(g) son elementos de I/Ker(g) tales que i + Ker(g) = j + Ker(g) entonces,
i− j ∈ Ker(g), así:

(i) f(i+Ker(g))−f(j+Ker(g)) = (f(i)+Ker(g))−(f(j)+Ker(g)) = (f(i)−f(j))+
Ker(g) = f(i− j) +Ker(g) = f((i− j) +Ker(g)) = f(0 +Ker(g)) = 0 +Ker(g)

(ii) g(i +Ker(g)) − g(j +Ker(g)) = (g(i) +Ker(g)) − (g(j) +Ker(g)) = (g(i) −
g(j)) +Ker(g) = g(i− j) +Ker(g) = 0 +Ker(g).

Observemos también que f es inyectiva ya que si i, j son elementos de I tales que
f(i + Ker(g)) = f(j + ker(g)) entonces f(i) + Ker(g) = f(j) + Ker(g), lo que
implica que f(i− j) ∈ Ker(g), luego, i+Ker(g) = j +Ker(g).

Así, existe un homomor�smo h : R
Ker(g)

−→ M tal que hf = g. Consideremos el
siguiente diagrama:
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Figura 2.11: Diagrama de los homomor�mos f, g y h.

Si i : RR −→ R/Ker(g) indica el homomor�smo inclusión, podemos completar el
diagrama anterior de la siguiente manera:

Figura 2.12: Diagrama de los homomor�mos f, g, h y el homomor�smo inclusión i.

Considerando el homomor�smo h = h◦i tenemos que h◦f = g. En efecto, si x ∈ RR

entonces, (h ◦ i)(f(x)) = h(f(x) +Ker(g)) = h(f(x+Ker(g))) = g(x+Ker(g)) =
g(x). Por lo tanto M es inyectivo. □

Teorema 2.2.114. Si R es un dominio PCI entonces R es un dominio SI.

Demostración: Sea R un dominio PCI. Un R- módulo cíclico (y singular) es de la
forma R/I donde I es un ideal de R. Sabiendo esto, tomemos un R-módulo cíclico
y singular R/I.
Si R/I es isomorfo a RR entonces RR es un R-módulo singular, luego, 0 = annR(1) es
un ideal esencial de R, así, R=0 y, en particular, R/I = 0 es un R-módulo inyectivo.
Si R/I no es isomorfo a RR entonces, como R es PCI, R/I es inyectivo. Entonces
por el teorema anterior item (b), R es SI. □
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2.3. De�nición de términos básicos

2.3.1. Funciones:

Si f es una función de A a B, y si a ∈ A, escribimos f(a) para el valor de f en a.
Una notación como f : A −→ B denota una función de A a B. La acción elemental
de una función f : A −→ B se describe mediante:

f : a −→ f(a) (a ∈ A)

Así, si A ⊆ A′, tenemos la restricción (f |A′) de f a A′ es de�nida por:

(f |A′) : a′ −→ f(a′) (a′ ∈ A′)

Dado f : A −→ B, A ⊆ A′, y B ⊆ B′, escribimos:

f(A′) = {f(a)/a ∈ A′} y f←(B′) = {a ∈ A/f(a) ∈ B′}

Si tenemos una composición o producto de dos funciones f : A −→ B y g : B −→ C
escribimos g ◦ f , o cuando no hay riesgo de ambigüedad, simplemente gf , por lo
tanto, g ◦ f : A −→ C es de�nido por g ◦ f : a −→ g(f(a)) para todo a ∈ A. La
operación que resulte sobre las funciones es asociativa dondequiera que se de�na.
La función identidad de A a sí misma se denota por 1A. El conjunto de todas las
funciones de A a B se denota por BA o por Map(A,B):

BA =Map(A,B) = {f/f : A −→ B}

Un diagrama de conjuntos y funciones conmuta o es conmutativo en el caso de ir a
su alrededor sea independiente de la trayectoria. Por ejemplo, el primer diagrama
conmuta si y solo si f = h ◦ g. Si el segundo es conmutativo:

Figura 2.13: Ejemplo de un diagrama conmutativo si f = h ◦ g.

Entonces en particular, el viaje de A a E es independiente de la trayectoria, de
donde j ◦ g ◦ f = i ◦ h.
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Decimos que una función f : A −→ B es inyectiva (sobreyectiva) o es una in-
yección(sobreyección) en caso de que tenga una función inversa izquierda (dere-
cha) f ′ : B −→ A; es decir, en el caso de que f ′f = 1A (ff ′ = 1B) para algun
f ′ : B −→ A. Entonces (ver 2.3.2) f : A −→ B es inyectiva (sobreyectiva) si y solo
si es biyectiva uno a uno (sobre B). Una función f : A −→ B es biyectiva o una
biyección en el caso de que sea tanto inyectiva como sobreyectiva, es decir, si y solo si
existe un (necesariamente único) inverso f−1 : B −→ A con ff−1 = 1B y f−1f = 1A.

Si A ⊆ B, entonces la función i = iA⊆B : A −→ B de�nida por i = (1B|A) : a −→ a
para todo a ∈ A es llamada el mapa de inclusión de A en B. Note que si A ⊆ B y
A ⊆ C, y si B ̸= C, entonces iA⊆B ̸= iA⊆C . Por supuesto 1A = iA⊆A.

Con cada par (0, 1) hay un delta de Kronecker, es decir, una función:
δ : (α, β) −→ δαβ en la clases de todos los pares ordenados de�nidos por:

δαβ =

{
1 , si α = β
0 , si α ̸= β

Siempre que usemos el delta de Kronecker, el contexto aclarará nuestra elección del
par (0, 1).

2.3.2. El axioma de elección

Sean A un conjunto, S una colección de subconjuntos no vacíos de B, y sea σ una
función de A a S . Entonces el axioma de elección establece que existe una función
g : A −→ B tal que:

g(a) ∈ σ(a) (a ∈ A)

Ahora supongamos que f : B −→ A está sobre A; es decir, f(B) = A. Entonces,
para cada a ∈ A, hay un subconjunto no vacío σ(a) = f←({a}) ⊆ B. Aplicando el
axioma de elección a A, la función σ : a −→ σ(a), y la colección S de subconjuntos
de B produce una g inversa derecha para f , así como se a�rma en 2.3.1, f is sobre-
yectiva.

Sea ∼ una relación de equivalencia sobre un conjunto A. Un subconjunto R de
A es un conjunto (completo) irredundante de representantes de la relación ∼ en caso
de que para cada a ∈ A exista un único σ(a) ∈ R tal que a ∼ σ(a). El Axioma de
elección garantiza la existencia de tal conjunto de representantes para cada relación
de equivalencia.
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2.3.3. Producto Cartesiano

Una función σ : A −→ X a veces se llamará conjunto indexado (en X indexado por
A) o un A− tupla (en X) y se escribirá cómo:

σ = (xα)α∈A

donde xα = σ(α). Si A = 1, ..., n, entonces usamos la variación estándar (xα)α∈A =
(x1, ..., xn). Sea (Xα)α∈A, un conjunto indexado de subconjuntos no vacíos de un
conjunto X. Entonces el producto cartesiano de (Xα)α∈A es:

XAXα = {σ : A −→ X/σ(α) ∈ Xα (α ∈ A)}

Es decir XAXα es simplemente el conjunto de todas las A-tuplas (xα)α∈A, tales que
xα ∈ Xα (α ∈ A).
Por el axioma de elección XAXα es no vacío. Si A = {1, ..., n}, entonces permitimos
la variación notacional

XAXα = X1 × ...×Xn

Nótese que, si X = Xα (α ∈ A), entonces el producto cartesiano XAXα es sim-
plemente XA, el conjunto de todas las funciones de A a X. Para cada α ∈ A la
α− proyeccin

πα : XAXα −→ Xα es de�nida por:

πα : σ −→ σ(a) (σ ∈ XAXα)

En notación de A-upla , πα((xβ)β∈A) = xα. Una fácil aplicación del Axioma de
Elección muestra que cada πα es sobreyectiva. Obsérvese que si σ y σ

′
están en

este producto cartesiano, entonces σ = σ
′
si y solo si πασ = πασ

′
para todo un

α ∈ A. Este hecho establece la a�rmación de unicidad en el siguiente resultado. Este
resultado, se usa para hacer ciertas de�niciones coordinadas.

2.3.4. Relación de orden

Una relación ≤ sobre un conjunto P es un orden parcial sobre P en caso de
que sea re�exivo (a ≤ a), transitivo (a ≤ b y b ≤ c ⇒ a ≤ c) y antisimétrico
(a ≤ b y b ≤ a⇒ a = b) Un par (P,≤) formado por un conjunto y un orden parcial
en el conjunto se denomina conjunto parcialmente ordenado. Si el orden parcial es
un orden total (a ≤ b o b ≤ a para cada par a, b), entonces el conjunto parcialmente
ordenado es una cadena. Si (P,≤) es un conjunto parcialmente ordenado y si P ⊆ P ,
entonces (P ′,≤′) es un subconjunto en el caso de que ≤′ sea la restricción de ≤ a P ;
por supuesto, esto requiere que (P ′,≤′) sea un conjunto parcialmente ordenado. De
ahora en adelante, generalmente identi�caremos un conjunto parcialmente ordenado
(P,≤) con su conjunto subyacente P .

Sea P un conjunto parcialmente ordenado y sea A ⊆ P . Un elemento e ∈ A es
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un elemento mayor (menor) de A en caso de que a ≤ e (e ∈ a) para todo a ∈ A. No
todos los subconjuntos de un conjunto parcialmente ordenado tienen un elemento
mayor o menor, pero claramente si existe uno, es único. Un elemento b ∈ P es un
límite superior (límite inferior) para A en caso de que a ≤ b(b ≤ a) para todo a ∈ A.
Entonces, un elemento mayor (menor), si existe, es un límite superior (inferior) para
A. Si el conjunto de límites superiores de A tiene un elemento mínimo, se denomina
límite superior mínimo (lub), reunión o supremo (sup) de A; si el conjunto de cotas
inferiores tiene un elemento mayor, se denomina cota mayor inferior (glb), encuen-
tro o ín�mo (inf) de A. Un retículo (retículo completo) es un conjunto parcialmente
ordenado P en el que cada par (cada subconjunto) de P tiene un límite superior
mínimo y un límite inferior máximo en P .

Ejemplo 2.8. Sea X un conjunto. El conjunto potencia de X es el conjunto P(X)
de todos los subconjuntos de X. Entonces P(X) es ciertamente un conjunto par-
cialmente ordenado bajo el orden parcial de inclusión de conjuntos. Este conjunto
parcialmente ordenado es un retículo completo porque si A es un subconjunto de
P(X), entonces su unión en P(X) es su unión ∪A y su encuentro en P(X) es su
intersección ∩A .

Ejemplo 2.9. Sea X un conjunto y sea F (X) el conjunto de todos los subconjuntos
�nitos de X. Entonces F (X) es un conjunto parcialmente ordenado bajo inclusión
de conjuntos, y es un retículo si A,B ∈ F (X) , entonces A∪B y A∩B son su unión
y encuentro. Dado que estos también son unión y encuentro de A,B en P(X), se
deduce que F (X) es un subretículo de P(X). Pero tenga en cuenta que si X es
in�nito, F (X) no es completo.

2.3.5. Homomor�smos reticulares

Sean P y P ′ conjuntos parcialmente ordenados. Un mapa f : P −→ P ′ es de
orden conservado (orden reversible) en caso de que a ≤ b en P , entonces f(a) ≤
f(b)(f(b) ≤ f(a)) en P ′. Si P y P ′ son retículos, entonces f es un homomor�smo
reticular (antihomomor�smo reticular) en caso de que a, b ∈ P ,

f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) (f(a ∨ b) = f(a) ∧ f(b))

f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) (f(a ∧ b) = f(a) ∨ f(b))

Es fácil ver (usando a ≤ b ⇐⇒ a = a ∧ b) que un homomor�smo reticular es
de orden conservado. Sin embargo, lo contrario es falso. Un (anti) homomor�smo
reticular biyectivo es un (anti) isomor�smo reticular.

Sean P y P ′ retículos, y sea f : P −→ P ′ biyectiva con inversa f−1 : P ′ −→ P .
Entonces f es un isomor�smo reticular si y solo si tanto f como f−1 conservan el
orden.
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2.3.6. El principio Máximo

Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento m ∈ P es máximo (mí-
nimo) en P en el caso de x ∈ P y x ≥ m (x ≤ m) implica x = m. Claramente,
un elemento mayor (menor) en P , si existe, es máximo (mínimo) en P ; por otro
lado, un conjunto parcialmente ordenado puede tener muchos elementos máximos
(mínimos) y ningún elemento mayor (menor).

Un conjunto parcialmente ordenado P es inductivo en caso de que cada subca-
dena de P tenga un límite superior en P ; es decir, para cada subconjunto C de P
que está totalmente ordenado por el ordenamiento parcial de P , hay un elemento
de P mayor o igual que cada elemento de C. El Principio Máximo (frecuentemen-
te llamado Lema de Zorn) es una forma equivalente de el Axioma de Elección. Se
a�rma que:

Todo conjunto parcialmente ordenado inductivo no vacío tiene al menos un
elemento máximo.

2.3.7. Números Cardinales

Dos conjuntos A y B son cardinalmente equivalentes o tienen el mismo cardinal en
caso de que haya una biyección de A a B (y por lo tanto una de B a A). Dado que
esto de�ne claramente una relación de equivalencia, la clase de todos los conjuntos
(ver 2.3.8) puede dividirse en sus clases de conjuntos cardinalmente equivalentes.
Estas clases son los números cardinales. La clase de un conjunto A se denota por
cardA:

cardA = {B/ hay una biyección A −→ B}

Dados dos conjuntos A y B, escribimos:

cardA ≤ cardB

en caso de que haya una inyección de A a B (o, de manera equivalente, una sobre-
yección de B a A). Claramente, esto es independiente de los representantes A y B.
Dados los conjuntos A y B, siempre hay una inyección de uno a otro. El Teorema
de Cantor-Schröder-Bernstein establece que:

Si cardA ≤ cardB y cardB ≤ cardA, entonces cardA = cardB

Así la relación ≤ es un orden total sobre la clase de los números cardinales. Sean
N = {1, 2, ...} los números naturales. Su cardinalidad a menudo se denota por
cardN = N0. Un conjunto A es �nito si la cardA < card N. Por supuesto, la
card({1, ..., n}) = n y card ∅ = 0. Si cardA ≤ card N, entonces A es contable. Si
cardA ≥ card N, entonces A es in�nita.

Las operaciones de la aritmética cardinal están dadas por:
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cardA+ cardB = card((A× {1}) ∪ (B × {2}))
cardA · cardB = card(A×B)

(cardA)(cardB) = card(AB)

Si A y B son conjuntos �nitos, estas operaciones concuerdan con la suma, la multi-
plicación y la potenciación ordinarias. Además, satisfacen:

1. Si A es in�nito entonces, cardA+ cardB = max{cardA, cardB}.

2. Si A es in�nito y B ̸= ∅, entonces:

cardA · cardB = max{cardA, cardB}

3. Para todos los conjuntos A, B y C,

((cardA)(cardB))(cardC) = (cardA)(cardB)(cardC)

4. Si la cardB ≥ 2, entonces (cardB)(cardA) > cardA.

Es fácil establecer la existencia de una biyección entre el conjunto potencia P(A)
y el conjunto de funciones de A a {1, 2}. Así card (P(A)) = 2(cardA) > cardA. Sin
embargo, el conjunto de subconjuntos �nitos de cualquier conjunto in�nito A tiene
la misma cardinalidad que A.

2.3.8. Categorías

El término clase, como el de conjunto, serán inde�nidas. Todo conjunto es una clase
y existe una clase que contiene todos los conjuntos. Tenga en cuenta que si A es un
conjunto y es una clase, entonces una clase indexada (AC)C en P(A) tiene una unión
y una intersección en A. Sea S una clase para cada par A, B ∈ S , sea morC(A,B)
un conjunto; escriba los elementos de morC(A,B) como "�echas"f : A −→ B donde
A se llama dominio y B codominio. Finalmente, supongamos que para cada triple
A,B,C ∈ S existe una función

◦ : morC(B,C)×morC(A,B) −→ morC(A,C)

Denotamos la �echa asignada a un par

g : B −→ C f : A −→ B

por la �echa gf : A −→ C. El sistema C = (C ,morC, ◦) que consta de la clase C , el
mapa morC : (A,B) −→ morC(A,B), y la regla ◦ es una categoría en el caso:
(C.1) Para cada triple h : C −→ D, g : B −→ C, f : A −→ B,

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.
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(C.2) Para cada A ∈ C hay un único 1A ∈ morC : (A,A) tal que si f : A −→ B y
g : C −→ A, entonces

f ◦ 1A y 1A ◦ g = g.

Si C es una categoría, entonces los elementos de la clase C se denominan objetos de
la categoría, las "�echas f : A −→ B se denominan mor�smos, el mapa parcial ◦ se
denomina composición y los mor�smos 1A se denominan identidades de la categoría.
Un mor�smo f : A −→ B en C se llama isomor�smo en caso de que exista un mor-
�smo (necesariamente único) f−1 : B −→ A en C tal que f−1◦f = 1A y f ◦f−1 = 1B.

Para nuestro propósito, las categorías más interesantes son ciertas categorías con-
cretas. Sea C = (C ,morc, ◦) una categoría. Entonces C es concreto en el caso de que
exista una función u de C a la clase de conjuntos tal que para cada A, B ∈ C

morC(A,B) ⊆Map(u(A), u(B)),

1A = 1u(A),

y tal que ◦ es la composición usual de funciones. Aquí un isomor�smo f : A −→ B
es una biyección f : u(A) −→ u(B).

Ejemplo 2.10. Sea S la clase de todos los conjuntos; para cada A,B ∈ S ,
sea morS(A,B) = Map(A,B), y para cada A,B,C ∈ S , sea ◦ : morS(B,C) ×
morS(A,B) −→ morS(A,C) la composición de funciones. Entonces S = (S ,morS, ◦)
es una categoría concreta donde u(A) = A para cada A ∈ S . Llamemos a S la ca-
tegoría de conjuntos.

Ejemplo 2.11. Sea S la clase de todos los grupos, sea morG(G,H) el conjunto de
todos los homomor�smos de grupo de G a H, y de nuevo sea ◦ la composición usual
de funciones. Entonces G = (S ,morG, ◦) es una categoría concreta, la categoría de
grupos, donde u(G) es el conjunto subyacente de G.

Ejemplo 2.12. La categoría de V espacios vectoriales reales es la categoría (V ,morV, ◦)
donde V es la clase de espacios vectoriales reales, morV(U, V ) es el conjunto de
transformaciones lineales de U a V , y ◦ es la composición habitual. Esta categoría
es concreta donde u(V ) es el conjunto subyacente de V .

Si C = (C ,morC, ◦) es una categoría concreta, entonces el conjunto u(A) se deno-
mina conjunto subyacente de A ∈ C .

Una categoría D = (D ,morD, ◦) es una subcategoría de C = (C ,morC, ◦) siempre
que D ⊆ C , morD(A,B) ⊆ morC(A,B) para cada par A,B ∈ D , ◦ en D es la
restricción de ◦ en C. Si además morD(A,B) = morC(A,B) para cada A,B ∈ D ,
entonces D es una subcategoría completa de C.

Es claro que la clase de grupos abelianos es la clase de objetos de una subcategoría
completa de la categoría de grupos, y que esta categoría tiene una subcategoría
completa cuyos objetos son los grupos abelianos �nitos. Es una práctica común en
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álgebra identi�car un objeto en una categoría con su conjunto subyacente. Así, por
ejemplo, generalmente identi�camos un grupo (G, ◦), que consta de un conjunto G
y una operación ◦, con su conjunto subyacente G. Tenga en cuenta, sin embargo,
que la categoría de grupos no es una subcategoría de la categoría de conjuntos,
simplemente porque para los grupos (G, ◦), (H, ◦) en G

morG((G, ◦), (H, ◦)) ⊆Map(G,H)

y
morG((G, ◦), (H, ◦)) ⫅̸Map((G, ◦), (H, ◦))

2.3.9. Funtores

Un funtor es algo que puede verse como un homomor�smo de categorías. Sean C =
(C ,morC, ◦)y D = (D ,mapD, ◦) dos categorías. Un par de funciones F = (F ′, F ′′)
es un funtor covariante de C a D en el caso de que F ′ sea una función de C a D , F ′′

es una función de los mor�smos de C a los de D tales que para todo A,B,C ∈ C y
todo f : A −→ B y g : B −→ C en C,

(F.1) F ′′(f) : F ′(A) −→ F ′(B) en D;

(F.2) F ′′(g ◦ f) = F ′′(g) ◦ F ′′(f);

(F.3) F ′′(1A) = 1F ′(A).

Por lo tanto, un funtor covariante envía objetos a objetos, mapas a mapas, identi-
dades a identidades y conserva triángulos conmutativos :

Figura 2.14: Triángulos conmutativos de funtores.

Un funtor contravariante es un par F = (F ′, F ′′) que satisface de (F.1) y (F.2) sus
duales

(F.1)* F ′′(f) : F ′(B) −→ F ′(A) en D;

(F.2)* F ′′(g ◦ f) = F ′′(f) ◦ F ′′(g);

(F.3) F ′′(1A) = 1F ′(A)

Entonces, un funtor contravariante es "�echa invertida".
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2.3.10. Transformaciones Naturales

Una transformación natural es algo que compara dos funtores entre las mismas
categorías. Sean C y D categorías. Sean F y G funtores de C a D, digamos ambos
covariantes. Sea η = (ηA)A∈C una clase indexada de mor�smos en D indexada por
C tal que para cada A ∈ C ,

ηA ∈ morD(F (A), G(A))

Entonces η es una transformación natural de F a G en caso de que para cada par,
A,B ∈ C y cada f ∈ morC(A,B) el diagrama:

Figura 2.15: Diagrama conmutativo de homomor�smos donde: ηB◦F (f) = G(f)◦ηA.

conmuta; es decir ηB ◦ F (f) = G(f) ◦ ηA. Si cada ηA es un isomor�smo, entonces η
se llama isomor�smo natural. (Si tanto F como G fueran contravariantes, el único
cambio sería invertir las �echas F (f)yG(f).) La propiedad crucial de los funtores es
que conservan los triángulos conmutativos ; entonces una transformación natural η
logra una "traslación de triángulos conmutativos":

Figura 2.16: Traslación de triángulos conmutativos.

En efecto, observe que cualquier diagrama conmutativo ∆ en C cuando F y G lo
operan elemento a elemento produce un par de diagramas conmutativos F (∆) y
G(∆) en D (porque F y G son funtores). Entonces, una transformación natural η
de F a G traslada conmutativamente F (∆) en G(∆).

Algunas Notaciones Especiales

N0 = {0, 1, 2, ...}, los números enteros no negativos;
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N = 1, 2, ..., los números enteros positivos

P = {p ∈ N/p es número primo}

Z= el conjunto de los números enteros;

Zn = {0, 1, ..., n− 1};

Q = el conjunto de los números racionales;

C = el conjunto de los números complejos;

∅ = el conjunto vacío.

2.3.11. Algunas de�niciones importantes

De�nición 2.3.1 (Anillo). Un anillo es un conjunto no vacío A junto con dos
operaciones algebraicas binarias, que denotaremos por + y · las cuales llamaremos
suma y multiplicación, respectivamente, tales que, para todo a, b, c ∈ A se satisfacen
los siguientes axiomas:

1. a+ (b+ c) = (a+ b) + c (asociatividad de la suma);

2. a+ b = b+ a (conmutatividad de la suma);

3. existe un elemento 0 ∈ A, tal que a+0 = 0+a = a (existencia de un elemento
cero);

4. existe un elemento x ∈ A, tal que a + x = 0 (existencia de inversos para la
suma);

5. (a+ b) · c = a · c+ b · c (distributividad derecha);

6. a · (b+ c) = a · b+ a · c (distributividad izquierda);

Por lo general, escribiremos simplemente ab en lugar de a · b para a, b ∈ A. Se puede
demostrar que un elemento x ∈ A que satisface la propiedad 4 es único. En efecto,
si a+x = 0 y a+ y = 0, entonces x = 0+x = (y+ a)+x = y+(a+x) = y+0 = y.
El elemento x con esta propiedad lo denotamos por −a.

El grupo formado por todos los elementos de un anillo A bajo adición se llama
grupo aditivo de A. El grupo aditivo de un anillo es siempre abeliano.

Un ejemplo trivial de un anillo es el anillo que tiene solo un elemento 0. Este anillo
se llama anillo trivial o anillo nulo. Dado que el anillo trivial no es interesante en
su estructura interna, consideraremos principalmente anillos que tienen más de un
elemento y, por lo tanto, que tiene al menos un elemento distinto de cero. Tal anillo
se llama anillo distinto de cero.

Un anillo A se llama asociativo si la multiplicación satisface la ley asociativa, es
decir, (a1a2)a3 = a1(a2a3) para todo a1, a2, a3 ∈ A.
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Un anillo A se llama conmutativo si la multiplicación es conmutativa en A, es
decir, a1a2 = a2a1 para elementos cualesquiera a1, a2 ∈ A; de lo contrario, es no
conmutativo.

Por una identidad multiplicativa de un anillo A nos referimos a un elemento e ∈ A,
que es neutral con respecto a la multiplicación, es decir, ae = ea = a para todo a ∈ A.
Observe que, si un anillo distinto de cero tiene un elemento de identidad, entonces
está unívocamente determinado. Por lo general, se denota por 1. En general, un
anillo no necesita tener una identidad. Un anillo con la identidad multiplicativa
generalmente se llama anillo con identidad o, para abreviar, un anillo con 1.

De�nición 2.3.2 (Subanillo). Se dice que un subconjunto S no vacío de un anillo
A es un subanillo de A si S mismo es un anillo bajo las mismas operaciones de suma
y multiplicación en A.

Para un anillo con 1 se requiere que un subanillo tenga la misma identidad.

Para determinar si un conjunto S es un subanillo de un anillo A con 1 es su�ciente
veri�car las siguientes condiciones:

(a) los elementos 0 y 1 están en S;

(b) si x, y ∈ S, entonces x− y ∈ S y xy ∈ S.

De ahora en adelante, si no se indica lo contrario, por anillo siempre se entenderá
un anillo asociativo con identidad 1 ̸= 0.

Sea A un anillo. Un elemento distinto de cero a ∈ A se dice que es un divisor
de cero por la derecha si existe un elemento distinto de cero b ∈ A tal que
ba = 0. Los divisores de cero por la izquierda se de�nen de manera similar. En el
caso conmutativo, las nociones de divisores de cero por la derecha y por la izquierda
coinciden y podemos hablar simplemente de divisores de cero. Un anillo A se llama
dominio si ab ̸= 0 para cualquier elemento distinto de cero a, b ∈ A. En tal anillo
no hay divisores de cero a la izquierda (o a la derecha).

Se dice que un elemento a ∈ A es invertible por la derecha si existe un elemento
b ∈ A tal que ab = 1. Tal elemento b se llama inverso por la derecha de a. Los
elementos invertibles por la izquierda y sus inversas por la izquierda se de�nen de
manera análoga. Si un elemento a tiene un inverso b a la derecha y un inverso c a la
izquierda, entonces c = c(ab) = (ca)b = b. En este caso diremos que a es invertible
o que a es una unidad y el elemento b = c es el inverso de a. Es fácil ver que
para cualquier elemento invertible a, su inversa está determinada de manera única
y generalmente se denota por a−1. Si a y b son unidades en un anillo A, entonces
a−1 · a = a · a−1 = 1 y a · b · (b−1 · a−1) = (b−1 · a−1) · a · b = 1, es decir, a−1

y ab también son unidades. Por lo tanto, en un anillo A, las unidades forman un
grupo con respecto a la multiplicación, que se denomina grupo multiplicativo de A
y generalmente se denota por A∗ o U(A).
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Se dice que un elemento e de un anillo A es idempotente si e2 = e. Dos idempotentes
e y f se llaman ortogonales si ef = fe = 0. Es obvio que el cero y la identidad
de cualquier anillo son idempotentes. Sin embargo, pueden existir muchos otros
idempotentes.

Un anillo de división (o un campo sesgado)D es un anillo distinto de cero para el
cual todos los elementos distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicación; es
decir, todo elemento distinto de cero es invertible. Un anillo de división conmutativa
se llama campo.

Sea un campo L que contenga un campo K. En este caso decimos que el campo L
es una extensión de K y que el campo K es un subcampo de L. Evidentemente,
L es un espacio vectorial sobre K. Un elemento α ∈ L se llama algebraico sobre
el campo K si a es raíz de algún polinomio f(x) ∈ K[x].

Un campo L se llama extensión algebraica de un campo K si todo elemento de
L es algebraico sobre K. Una extensión L de un campo K se llama �nita si L es
un espacio vectorial de dimensión �nita sobre K. La dimensión L sobre K se llama
el grado de una extensión y se denota por [L : K]. Si [L : K] = n entonces para
cualquier elemento α ∈ L los elementos 1, α, ..., αn son linealmente dependientes
de K, y por lo tanto a es una raíz de algún polinomio f(x) ∈ K[x]. Por lo tanto,
cualquier extensión �nita es algebraica.

Un álgebra sobre un campo K (o K-álgebra) es un conjunto A que es a la vez un
anillo y un espacio vectorial sobre K de tal manera que las estructuras de los grupos
aditivos son las mismas y el axioma

(λa)b = a(λb) = λ(ab)

se cumple para todos los λ ∈ K y a, b ∈ A.

Se dice que una K-álgebra A es de dimensión �nita si el espacio vectorial A es de
dimensión �nita sobre K. La dimensión del espacio vectorial A sobre K se denomina
dimensión del álgebra A y se denota por [A : K].

Si un campo L contiene un campo K, entonces L es un álgebra sobre K.

Al igual que para los grupos podemos introducir las nociones de anillo cociente,
homomor�smo e isomor�smo de anillos.

De�nición 2.3.3. Un mapa φ de un anillo A en un anillo A′ es llamado mor�smo
de anillo o simplemente un homomor�smo, si φ cumple las siguientes condiciones:

1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)

2. φ(ab) = φ(a)φ(b)

3. φ(1) = 1

para cualquier a, b ∈ A.
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Si un homomor�smo φ : A −→ A′ es inyectivo, es decir, a1 ̸= a2 implica φ(a1) ̸=
φ(a2), entonces se llama monomor�smo de anillos.

Si un homomor�smo φ : A −→ A′ es sobreyectivo, es decir, para cualquier elemento
a′ ∈ A′ existe un a ∈ A tal que a′ = φ(a), entonces φ se llama epimor�smo de
anillos.

Si un homomor�smo φ : A −→ A′ es una biyección, es decir, es tanto un monomor-
�smo como un epimor�smo, entonces se llama isomor�smo de anillos. Si existe un
isomor�smo φ : A −→ A′, se dice que los anillos A y A′ son isomorfos, y escribire-
mos A ≃ A′. Tenga en cuenta que entonces φ−1 : A′ −→ A es también un mor�smo
de anillos, por lo que φ es un isomor�smo en la categoría de anillos en el sentido
categorial. En el caso de que A = A′, φ es llamado automor�smo.

Por el núcleo de un homomor�smo φ de un anillo A en un anillo A′ entendemos el
conjunto de elementos a ∈ A tales que φ(a) = 0. Denotamos este conjunto Kerφ.
El subconjunto de A′ que consta de los elementos de la forma φ(a), donde a ∈ A, se
llama imagen homomór�ca de A bajo un homomor�smo φ : A −→ A′ y denotada
Imφ. Es fácil veri�car que tanto Kerφ como Imφ son cerrados bajo las operaciones
de suma y multiplicación. El núcleo juega un papel importante en la teoría de los
anillos. En realidad, es un ideal en A según la siguiente de�nición.

De�nición 2.3.4 (Ideal). Un subgrupo I del grupo aditivo de un anillo A se deno-
mina ideal derecho (resp. izquierdo) de A si ia ∈ I (resp. ai ∈ I) para cada i ∈ I
y cada a ∈ A. Un subgrupo I que es tanto un ideal derecho como un ideal izquierdo,
se llama ideal de dos lados de A, o simplemente un ideal. Por supuesto, si A es
conmutativo, todo ideal derecho o izquierdo es un ideal.

Cada anillo A tiene al menos dos ideales triviales, el anillo A completo y el ideal
cero, que consta solo de 0. Cualquier otro ideal derecho (resp. izquierdo, de dos
lados) se llama ideal derecho propio (resp. izquierdo, de dos lados).

Para cualquier familia de ideales derechos {Ii : i ∈ I} de un anillo A podemos
de�nir su suma

∑
i∈I Ii, como un conjunto de elementos de la forma

∑
i∈I xi, donde

xi ∈ Ii, y todos los xi excepto un número �nito, son iguales a cero para i ∈ I

También podemos de�nir el producto de dos ideales rectos I,J de A como el con-
junto de elementos de la forma

∑
i

xiyi, donde xi ∈ I, yi ∈ I y solo un número �nito

de xiyi no son iguales a cero.

Es fácil veri�car que una suma y un producto de ideales derechos también son
ideales derechos. Enunciados similares valen, por supuesto, para ideales e ideales de
izquierda. De la manera usual, denotamos II por I2 ; y en general para cada entero
positivo n > 1 escribimos In = In−1 para cualquier ideal derecho I.

Para cualquier familia de ideales derechos {Ii : i ∈ I} de un anillo A podemos
considerar su intersección

⋂
i∈I Ii como un conjunto de elementos {x ∈ A} tal que

x ∈ I para cualquier i ∈ I. Obviamente, es un ideal derecho de A también. Tenga
en cuenta que si I y J son ideales de dos caras, entonces IJ ⊆ I∩J . Si I y J son
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ideales derechos, entoncesIJ ⊂ I, pero no es necesariamente cierto que IJ ⊂ J .
La unión de dos ideales no es necesariamente un ideal. Sin embargo, esto es cierto
para algunos casos particulares.

Un ideal derecho I de un anillo A es nilpotente si In = 0 para algún entero positivo
n > 1 . En este caso x1x2...xn = 0 para cualquier elemento x1, x2, ..., xn de I.

Si A es un anillo y a ∈ A, entonces I = aA (resp. I = Aa) es un ideal derecho (resp.
izquierdo) que se llama ideal principal derecho (resp. izquierdo), determinado
por a. Un anillo, cuyos ideales derechos (resp. izquierdos) son principales, se deno-
mina anillo ideal principal derecho (resp. izquierdo). Análogamente, I = AaA
se denomina ideal principal bilateral determinado por a y se denota por (a). Cada
elemento de este ideal tiene la forma

∑
xiayi, donde xi, yi ∈ A. Un anillo, cuyos

ideales derecho e izquierdo son principales, se llama anillo ideal principal. Un
dominio, cuyos ideales derecho e izquierdo son principales, se denomina dominio
ideal principal o DIP para abreviar.

Sea I un ideal de dos caras de un anillo A. Entonces podemos construir un anillo
cociente A/I de�niéndolo como el conjunto de todas las clases laterales de la forma
a+ I para cualquier a ∈ A con las siguientes operaciones de suma y multiplicación

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I,

(a+ I)(b+ I) = (ab) + I.

El cero de este anillo es la clase lateral 0+I, y la identidad es la clase lateral 1+I.
La función π : A −→ A/I de�nida por π(a) = a+ I, es un epimor�smo de A sobre
A/I y se llama la proyección natural de A sobre A/I.

Ejemplo 2.13. El conjunto de todos los números enteros Z forma un anillo conmu-
tativo bajo las operaciones usuales de suma y multiplicación. Mostraremos que todo
ideal en Z es principal. Sea I un ideal en Z. Si I es el ideal cero, entonces I = (0)
es el ideal principal generado por 0. Si I ̸= 0, entonces I contiene números enteros
positivos distintos de cero. Sea n el entero positivo más pequeño que pertenece al
ideal I. Obviamente, (n) ⊆ I. Mostraremos que I ⊆ (n) también. Sea m ∈ I .
Por el algoritmo de división existen números enteros q y r tales que m = qn + r y
0 ≤ r < n. Desde m,n ∈ I y r = m − qn, se sigue qué r ∈ I . Si r ̸= 0, entonces
tenemos un entero positivo en el que es menor que n. Esta contradicción muestra
que r = 0 y m = qn. De esta igualdad se sigue qué m ∈ (n), entonces I ⊆ (n). Por
lo tanto I = (n) es un principal ideal generado por n. Entonces el anillo Z es un
dominio ideal principal conmutativo.

Ejemplo 2.14. Los conjuntos Q,R,C de números racionales, reales y complejos son
campos.

Ejemplo 2.15. Los polinomios en una variable x sobre un campo K forman un
anillo conmutativo K[x]. El campo K puede considerarse naturalmente como un
subanillo deK[x]. Mostraremos que todo ideal enK[x] es también principal. Sea I ≠
0 un ideal enK[x]. Elegimos en I un polinomio p(x) = a0x

n+a1x
n−1+...+an(a0 ̸= 0)
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con el grado más pequeño deg(p(x)) = n. Obviamente, (p(x)) ⊆ I . Mostraremos que
I ⊆ (p(x)) también. Sea f(x) un elemento arbitrario en I . Entonces por el algoritmo
de división existen polinomios q(x), r(x) ∈ K[x] tales que f(x) = q(x)p(x) + r(x) y
0 ≤ deg(r(x)) < n . Como p(x), f(x) ∈ I y r(x) = f(x) − q(x)p(x), se sigue qué
r(x) ∈ I . Si r(x) ̸= 0, entonces tenemos el elemento en I cuyo grado es menor
que n. Esta contradicción muestra que r(x) = 0 y f(x) = q(x)p(x). Por lo tanto
f(x) ∈ (p(x))) y I ⊆ (p(x)). Así, I = (p(x)) es el ideal principal y K[x] es un
dominio de ideal principal conmutativo.

Podemos generalizar este ejemplo. Sea A un anillo arbitrario. podemos considerar
A[x], el conjunto de todos los polinomios en una variable x sobre A (es decir, con
coe�cientes en A). Si el anillo A es conmutativo, entonces A[x] también lo es. La
identidad de A es también la identidad de A[x]. Sin embargo, existen anillos A tales
que no todos los ideales en A[x] son principales. Por ejemplo, sea A = Z el anillo de
los enteros y I el conjunto de todos los polinomios con términos constantes pares.
Es fácil ver qué I es un ideal en Z[x] pero no es un ideal principal.

Análogamente podemos considerar el anillo A[x, y] de polinomios en dos variables
x e y con coe�cientes en un anillo A y así sucesivamente.

Ejemplo 2.16. Sea K cualquier anillo asociativo y sea G un grupo multiplicativo.
Considere el conjunto KG de todas las sumas �nitas formales

∑
g∈G agg con ag ∈ K.

Las operaciones en KG. Están de�nidos por las fórmulas:

∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g

(
∑
g∈G

agg)(
∑
g∈G

bgg) =
∑
h∈G

chh

donde ch =
∑
axby con sumatoria sobre todo (x, y) ∈ G×G tal que xy = h. Es fácil

veri�car que KG es efectivamente un anillo asociativo. Este anillo se llama el anillo
de grupo del grupo G sobre el anillo K. Claramente, KG es conmutativo si y solo
si tanto K como G son conmutativos. Además, si K es un campo, entonces KG es
un K-álgebra denominad álgebra de grupos del grupo G sobre el campo K. Si K
es un anillo conmutativo con 1, el anillo de grupos KG suele denominarse álgebra
de grupos del grupo G sobre el anillo K también.

Ejemplo 2.17. El álgebra de Cayley (el álgebra de octavas u octoniones) O es un
álgebra de división de 8 dimensiones (no asociativa) sobre el campo de los números
reales. El álgebra de Cayley consiste en todas las sumas formales α+βe, donde α, β
son cuaterniones y e es un nuevo símbolo con e2 = −1, con suma y multiplicación
obvias por números reales.

En otras palabras, es un espacio vectorial de 8 dimensiones sobre R con base
{1, i, j, k, e, ie, je, ke} y la siguiente tabla de multiplicar:

54



1 i j k e ie je ke
1 1 i j k e ie je ke
i i −1 k −j ie −e −ke je
j j −k −1 i je ke −e −ie
k k j −i −1 ke −je ie −e
e e −ie −je −ke −1 i j k
ie ie e −ke je −i −1 −k j
je je ke e −ie −j k −1 −i
ke ke −je ie e −k −j i −1

Cuadro II.1: Tabla de multiplicación de vectores.

Un álgebra de división A se llama alternativa si todas sus subálgebras generadas
por dos elementos son asociativas. Las siguientes álgebras de dimensión �nita sobre
el campo de los números reales R son bien conocidas:

1. el campo de los números reales R;

2. el campo de los números complejos C;

3. el anillo de división de los cuaterniones H.

Aquí está la estructura de permutaciones ortogonales que corresponde al campo de
los números complejos C, el anillo de división de los cuaterniones H y el álgebra de
Cayley O:

1. los números complejos C. Multiplicando el número complejo a1 + a2i corres-
pondiente al vector a = (a1, a2) por los elementos básicos 1 e i, obtenemos:

P1a = (a1, a2)

P2a = (−a2, a1).

2. los cuaterniones H. De nuevo, multiplicando el cuaternión a1+ a2i+ a3j+ a4k
correspondiente al vector a = (a1, a2, a3, a4) ∈ R4 por los elementos básicos
1, i, j, k, obtenemos las siguientes permutaciones en R4:

P1a = (a1, a2, a3, a4),

P2a = (−a2, a1,−a4, a3),
P3a = (−a3, a4, a1,−a2),
P4a = (−a4,−a3, a2, a1).

3. el álgebra de Cayley O. De la misma manera se pueden obtener las siguientes
permutaciones en R8 (por a = (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8)):

P1a = (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8),

P2a = (−a2, a1,−a4, a3,−a6, a5, a8, a7),
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P3a = (−a3, a4, a1,−a2,−a7,−a8, a5, a6),
P4a = (−a4,−a3, a2, a1,−a8, a7,−a6, a5),
P5a = (−a5, a6, a7, a8, a1,−a2,−a3,−a4),
P6a = (−a6,−a5, a8,−a7, a2, a1, a4,−a3),
P7a = (−a7,−a8,−a5, a6, a3,−a4, a1, a2),
P8a = (−a8, a7,−a6,−a5, a4, a3,−a2, a1).

2.3.12. Módulos y Homomor�smos

Una de las nociones más importantes del álgebra moderna es la noción de módulo,
que puede considerarse como una generalización natural de un espacio vectorial.

De�nición 2.3.5. Unmódulo derecho sobre un anillo A (o A-módulo derecho)
es un grupo abeliano aditivo M junto con una función M ×A→M tal que a cada
par (m, a), donde m ∈ M , a ∈ A, corresponde un elemento ma ∈ M determinado
unívocamente M y se cumplen las siguientes condiciones:

1. m(a1 + a2) = ma1 +ma2

2. (m1 +m2)a = m1a+m2a

3. m(a1a2) = (ma1)a2

4. m · 1 = m

para cualquier m,m1,m2 ∈M y cualquier a, a1, a2 ∈ A.

De manera similar, se puede de�nir la noción de un A-módulo izquierdo. Algunas
veces escribiremos M =MA para enfatizar la acción correcta de A. Si A es un anillo
conmutativo y M = MA entonces podemos convertir M en un A-módulo izquierdo
de�niendo am = ma para m ∈ M y a ∈ A. Así, para los anillos conmutativos,
podemos escribir los elementos del anillo a ambos lados. Si A no es conmutativo,
en general no todo A-módulo derecho es también un módulo A izquierdo. En lo que
sigue, al decir un A -módulo nos referiremos a un A-módulo derecho.

Tenga en cuenta que si A es un campo, entonces un módulo A derecho es preci-
samente un espacio vectorial derecho. Formalmente, la noción de módulo es una
generalización de la idea de espacio vectorial. En general, las propiedades de los mó-
dulos pueden ser bastante diferentes de las propiedades de los espacios vectoriales.

Ejemplo 2.18. SeaM = A y como el mapa φ :M×A→M tomamos la multiplica-
ción habitual, es decir, φ(m, a) = ma ∈M . Entonces obtenemos un módulo derecho
AA que se llama módulo regular derecho. Análogamente, podemos construir el
módulo regular izquierdo AA. Por lo tanto, cualquier anillo A puede considerar-
se como un módulo sobre sí mismo y cualquier ideal derecho (izquierdo) en A es
claramente un A-módulo derecho (izquierdo).
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Ejemplo 2.19. SeaA = Z el anillo de los enteros. Entonces cualquier grupo abeliano
G es un módulo Z, si de�nimos el mapa φ : G × Z → G como la adición múltiple
habitual φ(g, n) = gn = g + ...+ g ∈ G.

Ejemplo 2.20. Sea G un grupo abeliano primario, es decir, todo elemento g ∈ G
tiene orden pk para algún número primo �jo p y un número k. Sea m

n
un elemento de

Z(p). Ya que (n, p) = 1, tenemos (n, pk) = 1 también. Por lo tanto, existen enteros
x, y tales que nx + pky = 1. Así, para cualquier elemento g ∈ G tenemos g,1 =
g.nx + g.pky = g.nx. Entonces, g = g.nx = (gx)n, es decir, la operación g. 1

n
= gx

está bien de�nida en G. Por lo tanto, podemos de�nir un mapa G × Z(p) → G por
la siguiente regla:

g.
m

n
= (gm)x

y el grupo abeliano primario G puede considerarse como un Z(p)-módulo.

Ahora presentamos los conceptos de homomor�smos e isomor�smos para módulos.

De�nición 2.3.6. Un homomor�smo de un A-módulo derechoM en un A-módulo
derecho N es un mapa f :M −→ N que satisface las siguientes condiciones

1. f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2) para todo m1,m2 ∈M .

2. f(ma) = f(m)a para todo m ∈M,a ∈ A.

El conjunto de todos estos homomor�smos f se denota por HomA(M,N). Si f, g ∈
HomA(M,N) entonces f + g :M → N está de�nido por (f + g)(m) = f(m)+ g(m)
para todo m ∈ M . Se puede veri�car que f + g es también un homomor�smo y el
conjunto HomA(M,N) forma un grupo abeliano aditivo.

Si un homomor�smo f : M → N es inyectivo, es decir, m1 ̸= m2 implica f(m1) ̸=
f(m2), entonces se llamamonomor�smo. Para veri�car que f es un monomor�smo
de A-módulos es su�ciente mostrar que f(m) = 0 implica m = 0. Si un homomor-
�smo f : M → N es sobreyectivo, es decir, todo elemento de N es del forma f(m),
entonces f se llama epimor�smo.

Si un homomor�smo f : M → N es biyectivo, es decir, inyectivo y sobreyectivo,
entonces se le llama isomor�smo de módulos. En este caso decimos que M y N son
isomorfos y escribiremos M ≃ N . Los módulos isomorfos tienen el mismo propie-
dades y pueden ser identi�cados. Es fácil comprobar que entonces f−1 : N −→ M ,
de�nida por f−1(n) = m si y sólo si f(m) = n es también un homomor�smo de
módulos, de modo que un homomor�smo biyectivo es un isomor�smo en el sentido
categórico.

Un subconjunto no vacíoN de unA-módulo deM se llamaA-submódulo siN es un
subgrupo del grupo aditivo de M que es cerrado bajo la multiplicación por elementos
de A. Tenga en cuenta que dado que A en sí mismo es un A-módulo derecho, los
submódulos del módulo regular AA son precisamente los ideales derechos de A.

Sea N un submódulo de un A-módulo M . Decimos que dos elementos x, y ∈M son
equivalentes si x − y ∈ N . Considere el conjunto M/N de clases de equivalencia
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m+N , donde m ∈M . Podemos introducir una estructura de módulo en M/N si
de�nimos las operaciones de suma y multiplicación por un elemento a ∈ A haciendo

(m+N) + (m1 +N) = (m+m1) +N,

(m+N)a = ma+N

para todo m,m1 ∈M .

El A-módulo M/N se denomina módulo cociente de M por N .

Nótese que el módulo cociente tiene una aplicación natural π :M →M/N asignando
a cada elemento m ∈ M la clase m +N ∈ M/N . Además, es fácil ver qué π es un
epimor�smo de A-módulos. Este epimor�smo se denomina proyección natural de
M sobre el módulo cociente M/N.

Sea f :M → N un homomor�smo de A-módulos. El conjunto

Ker(f) = {m ∈M : f(m) = 0}

es un submódulo de M . Se llama núcleo del homomor�smo f . Obviamente, f(m1) =
f(m2) se cumple si y sólo sim1−m2 ∈ Ker(f). Es fácil probar que para la proyección
natural π :M →M/N tenemos Ker(π) = N .

La imagen de un homomor�smo f es el conjunto Im(f) de todos los elementos de
N de la forma f(m). Es fácil veri�car que Im(f) es un submódulo en N. El conjunto

Coker(f) = N/Im(f)

se llama el conúcleo del homomor�smo f y es el módulo cociente de N por Im(f).
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CAPÍTULO III

METODOLOGÍA DEL PROYECTO

3.1. Categorías, Subcategorías y matriz de catego-

rización apriorística

Para el presente trabajo se considerará las siguientes categorías y subcategorías

1. Módulos pobres: Esta categoría procura descubrir y analizar los módulos
pobres sobre un anillo R. Un R-móduloM es llamado pobre cuando SSMod−
R = In−1(M).

Sus subcategorías que se considerarán serán:

R-módulos semisimples

Anillos Noetherianos y Artinianos

2. Dominios de inyectividad: Los Dominios de inyectividad de un R- módulo
M representa la clase:

{S ∈Mod−R :MesS − inyectivo} = In−1(M).

Sus subcategorías que se considerarán serán:

R-módulos inyectivos

Envolventes inyectivos

Adicionalmente, con respecto a la matriz de categorización apriorística, se tendrá lo
siguiente:
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Problema

de investi-

gación

Preguntas

de investi-

gación

Objetivo

general

Objetivos

especí�cos

Categorías Subcategorías

¾Es posible

realizar una

descripción y

análisis de los

Módulos

Pobres a

partir de los

dominios de

inyectividad?

P1: ¾Existe

una rela-

ción entre

los anillos

artinianos y

los módulos

pobres?

Realizar una

descripción

y análisis de

los Módulos

pobres a

partir de los

dominios de

inyectividad.

OE1. Mos-

trar que

existe una

relación en-

tre los anillos

artinianos y

los módulos

pobres.

Módulos

pobres. R-Módulos

semisimples

Anillos

Artinianos

y Noethe-

rianos.

P2: ¾Existe

una relación

entre los ani-

llos noethe-

rianos y los

módulos po-

bres?

OE2. Mos-

trar que

existe una

relación en-

tre los anillos

noetherianos

y los módu-

los pobres.

Dominios de

inyectividad. R-Módulos

inyectivos

Envolventes

Inyectivos.

Cuadro III.1: Matriz de categorización apriorística.
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3.2. Escenario de estudio

Facultad de Ciencias Naturales y Matemáticas - Universidad Nacional del Callao.

3.3. Participantes

Debido a la naturaleza cualitativa y documental del trabajo, los únicos participantes
en la elaboración de este trabajo de investigación serán la autora y el asesor.

3.4. Técnicas e instrumentos de recolección de da-

tos

Para la realización de este trabajo de tesis se revisó bibliografía especializada y
recopilación de información obtenida relacionada al tema de interés.

3.5. Procedimiento

Con respecto al procedimiento, el desarrolla de la investigación tendrá en cuenta los
siguientes items:

1. Método de recolección de información: Dada la naturaleza básica y do-
cumental del trabajo, la recolección de la información se realizará a partir de la
búsqueda y análisis teórico en la literatura sobre la teoría de anillos y módulos,
en particular, centrando la información en los módulos pobres.

2. Categorización: A partir del conocimiento teórico con respecto al tema, se
categorizó el trabajo en dos grandes familias de conocimiento: Los módulos
pobres y los dominios de inyectividad. Esto se eligió de esta manera, debido a
que uno de los objetivos principales del trabajo es mostrar que relación tienen
estas dos categorías.

3. Triangulación: Después de realizar una búsqueda detallada de la información
necesaria en la literatura, se pretende triangular los resultados mas relevantes
con la �nalidad de obtener un resultado novedoso sobre los módulos pobres.
Para esto se realizará un análisis inductivo-deductivo de la teoría correspon-
diente.
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3.6. Rigor cientí�co

3.6.1. Tipo de investigación

Según el propósito, este trabajo presenta una investigación básica, pues, como se
menciona en [4], la investigación básica tiene como objetivo producir e incrementar
nuevos conocimientos, principalmente teóricos. Esto se puede observar fácilmente al
contrastar el objetivo principal propuesto con lo descrito en la literatura.

Adicionalmente, según el nivel de investigación que se expone, se puede decir que
es del tipo explicativo, pues, como bien comenta Hernández en [16], este tipo de
investigación busca explicar el porqué del fenómeno y en qué condiciones se puede
manifestar.

3.6.2. Diseño de la investigación

Según el diseño se puede decir que el presente trabajo de investigación es del tipo
documental, pues, como bien mencionan [18], la revisión bibliográ�ca además de ser
obligatoria sobre cualquier investigación, se basa en la búsqueda y análisis de fuentes
documentales.
Esto es algo importante a destacar en la realización de este trabajo, ya que no se
pretende realizar un estudio experimental que permita el desarrollo de la teoría a
tratar, si no que el análisis propuesto se sugiere a partir de una exhaustiva revisión
de la literatura sobre el tema (en el campo del álgebra) y bajo supuestos referentes
al estudio de los R-módulos.
Es así que inicialmente en las bases teóricas del trabajo se propone una visión general
de los R-módulos prestando especial atención en los R-módulos semi-simples, ya que
los módulos pobres se caracterizan a partir de una clase de conjuntos generados por
R-módulos semi-simples. Adicionalmente, se presentará una descripción detallada
con respecto a los anillos noetherianos y artinianos ya que se pretende demostrar
diferentes equivalencias con la de�nición de los módulos pobres a partir del tipo de
anillo que lo genera.
Posteriormente, en el desarrollo del trabajo de investigación se pretende abordar a
los dominios de inyectividad mostrando la de�nición de un módulo pobre a partir de
la clase de submódulos semisimples del anillo que genera al módulo y del dominio de
inyectividad del propio modulo. Esto permitirá realizar un análisis y una descripción
detallada de los módulos pobres a partir de nuevos tipos de anillos como lo son los
anillos sin clase media, los anillos indigentes, anillos que son utopías, entre otros.

3.7. Método de análisis de datos

Debido al tipo de investigación el presente trabajo presentará un método de inves-
tigación cualitativo donde la credibilidad, con�abilidad y consistencia general de los
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datos e información a usarse se basan en las de�niciones previas relacionadas a la
literatura sobre el tema. Esto es debido a que los resultados a usarse son netamen-
te teóricos y alimentan a la propia rama de estudio. No se pretenderá en ningún
momento mostrar resultados experimentales o que presenten algún grado de validez
por metodologías estadísticas.
Cabe mencionar que los resultados novedosos que se mostraran en el trabajo con-
llevan un estudio de la axiomática propia de la teoría matemática y un delicado
trabajo deductivo-inductivo de los temas que se abordarán.

3.8. Aspectos éticos en investigación

El presente trabajo se realizará teniendo en cuenta los siguientes parámetros éticos:

1. Bene�cencia: Debido al aporte cientí�co que se pretende conseguir con este
trabajo, se espera que diversos estudiantes de pregrado en matemática, pue-
dan obtener bene�cio del mismo a partir del desarrollo de futuros trabajos
de investigación sobre este tema, ya que la teoría sobre los módulos pobres
conlleva un avance signi�cativo en el álgebra moderna.

2. No male�cencia: Por la naturaleza del trabajo, el mismo no implica algún
riesgo de daño a terceros.

3. Autonomía y justicia: Con este trabajo no se pretende incurrir en algún
tipo de plagio y en los casos que sea necesario, se citará la literatura corres-
pondiente.
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CAPÍTULO IV

RESULTADOS

Como se mencionó a lo largo del trabajo, el objetivo principal que motivó el estudio
de esta tesis son los módulos pobres. Es así que se ha dividido el capítulo de resul-
tados en 3 secciones, la primera analizaremos algunos anillos que tengan un módulo
pobre, para posteriormente en la sección 4.2 veremos anillos cuyos módulos sean o
pobres o inyectivos, es decir, no poseen clase media. Finalmente, en la última sección
4.3 se explorarán las condiciones en las cuales un anillo es una utopía. Todos estos
resultados están basados en el trabajo [23] y para dar más desarrollo a este trabajo
se emplearon las demostraciones.

4.1. Anillos con Módulos Pobres

El análisis de los anillos PCI es el punto de partida de esta sección. El siguiente
teorema, establece que, si tenemos un anillo R que es PCI, entonces RR es un
módulo pobre. Usaremos el siguiente lema para la demostración del teorema.

Lema 4.1.1. Si R es un dominio PCI y xR es un R-módulo cíclico que no es
isomorfo a R, entonces xR es semisimple.

Demostración: Por hipótesis R es un dominio PCI, entonces por el Teorema 2.2.99,
o R es semisimple o es noetheriano, hereditario y un V -dominio de Ore.

Analizamos los casos: Si R es semisimple, entonces todos los R-módulos lo son.

Si R es un dominio de Ore, entonces todo ideal I de R es esencial. Así, dado un
R-módulo cíclico xR tenemos xR ⋍ R/I, donde I es un ideal esencial de R.

Por el Teorema 2.2.114, R es un dominio SI, por lo tanto, por el Teorema 2.2.113
inciso (d), xR es semisimple.

Teorema 4.1.2. Si R es un dominio PCI, entonces R no tiene clase media y RR

es un módulo pobre.

Demostración: Comenzamos probando que R no tiene clase media: Si todo R-
módulo es inyectivo, por el Teorema 2.2.54, todo R-módulo es semisimple, por lo
que R no tiene clase media y RR es un módulo pobre.

Ahora, supongamos que existe un R-módulo M que no es inyectivo, para que R
no tenga clase media el R-módulo M tendría que ser pobre. Probaremos que todo
xR ∈ In−1(M) es semisimple.

Si xR ⋍ RR entonces RR ∈ In−1(M), entonces M es inyectiva, lo que contradice la
hipótesis. Por lo tanto, xR es un R-módulo cíclico no isomorfo a RR y, por el Lema
4.1.1, xR es semisimple. Como xR es cualquiera, M es pobre. En consecuencia,
Mod-R no tiene clase media.
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Ahora probaremos que RR es pobre:

Por el Teorema 2.2.99, o R es semisimple o es noetheriano, hereditario, V -dominio
de Ore.
Si RR es semisimple, entonces por el Lema 2.2.67, RR es un módulo pobre.
Si RR no es semisimple, entonces en particular, RR no es simple, es decir, existe un
submódulo propio no trivial IR de RR.
En estas condiciones, supongamos, por contradicción, que RR es inyectiva y tomemos
un elemento x ∈ IR distinto de cero.
Así, el submódulo propio y cíclico xR de RR es inyectivo: si xR no es isomorfo a
RR entonces xR es inyectivo, ya que R es un dominio PCI y si xR es isomorfo a RR

entonces xR es inyectivo, puesto que RR lo es.
Además, observe que, dado que RR es uniforme, xR es un submódulo esencial de
RR, es decir, RR es una extensión esencial propia de xR y, por el teorema 2.2.78,
xR no es inyectivo, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, RR no es inyectivo,
en consecuencia, es pobre. □

Corolario 4.1.3. Si R es un dominio PCI, entonces R no es una utopía.

Demostración: Pues RR es un R-módulo pobre. □

El siguiente teorema muestra que si R es un anillo artiniano, entonces Mod-R no es
una utopía.

Teorema 4.1.4. Si R es un anillo artiniano y J es su radical de Jacobson. Entonces
el R-módulo cíclico M = R/J es pobre.

Demostración: Sea xR ∈ In−1(R/J) un módulo cíclico no vacío, y N1 un submódulo
simple de xR; tenga en cuenta que N1 existe debido a que R es artiniano, por lo que
también lo es xR. Existe un ideal maximal I de R tal que N1 ≃ R/I. Está claro que
J ⊆ I, por lo tanto, R/J ⊇ R/I ⋍ N1, es decir, M contiene una copia isomór�ca de
N1. Como R/J es semisimple (dado que R/J es J-semisimple y artiniano), existe
un submódulo B de R/J tal que R/J = (R/I)⊕B.
A�rmamos que N1 es xR-inyectivo. En efecto, sea A un submódulo de xR y homo-
mor�smos f : A −→ xR, g : A −→ N1 con f inyectiva. Consideremos los isomor-
�smos ϕ : N1 −→ R/I, ϕ−1 : R/I −→ N1 y los homomor�smos i : R/I −→ R/J ,
π : R/J −→ R/I, la inclusión y la proyección, respectivamente. Como xR ∈
In−1(R/J), existe el homomor�smo j : xR −→ R/J tal que j ◦ f = i ◦ ϕ ◦ g,
así, tomando h el homomor�smo h : xR −→ N1 tal que h = ϕ−1 ◦π ◦ j, tenemos que
h ◦ f = (ϕ−1 ◦π ◦ j) ◦ f = ϕ−1 ◦π ◦ (j ◦ f) = (ϕ−1 ◦π) ◦ (i ◦ϕ ◦ g) = (ϕ−1 ◦ϕ) ◦ g = g.
Lo podemos ver en el siguiente diagrama:
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Figura 4.1: Diagrama de homomor�smos donde: j ◦ f = i ◦ ϕ ◦ g y h = ϕ−1 ◦ π ◦ j.

Por la proposición 2.2.56, N1 es sumando directo de xR, es decir, existe un submó-
dulo L1 de xR tal que xR = N1 ⊕ L1. Si L1 = 0 entonces xR = N1 ⋍ R/I ⊆ R/J ;
entonces xR es semisimple. Si L1 ̸= 0 entonces vamos a repetir el procedimiento,
es decir, tomemos un submódulo simple N2 de L1 y vamos a encontrar L2 ⊆ L1 tal
que L1 = N2 ⊕ L2, y así sucesivamente. Nótese que estamos creando una cadena
descendente xR ⊇ L1 ⊇ L2 ⊇ ... y como xR es artiniano, existe un n ∈ N tal
que Ln = Ln+m, para todo número natural m, es decir, el proceso termina en un
�nito número de pasos. Por lo tanto, xR es semisimple. Como xR ∈ In−1(M) es
cualquiera,M es pobre. □

Vamos a introducir algunas de�niciones para seguir buscando módulos pobres en el
caso de que el anillo es un dominio hereditario y noetheriano.

De�nición 4.1.5 (Anillo Primo). Un anillo R es primo si dado dos elementos
a, b ∈ R tales que aRb = 0, entonces a = 0 o b = 0.

De�nición 4.1.6 (Módulo Uniserial). Un módulo es llamado uniserial si es arti-
niano, noetheriano y contiene una única serie de composiciones.

De�nición 4.1.7 (Módulo de Cadena). Un móduloM es unmódulo de cadena si
el conjunto X = {N ⊆M ;N es submódulo de M} es totalmente ordenado respecto
a la inclusión.
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De�nición 4.1.8 (Módulo Uniserial Generalizado). Un anillo R es llamado unise-
rial generalizado si cada R-módulo es una suma directa de submódulos de cadena.

Ejemplo 4.1. El anillo Z es primo, hereditario y noetheriano. Si un Z-módulo es de
torsión y �nitamente generado, entonces es un grupo abeliano �nito. Estos grupos
son suma directa de grupos cíclicos de órdenes de potencia de primos y estos son
módulos uniseriales.

El Lema 4.1.9, es una generalización de esta observación.

Lema 4.1.9. (a) (Lema 1 de [24]) Sea R un anillo noetheriano primo, hereditario.
Todo R-módulo de torsión �nitamente generado es suma directa de un número �nito
de módulos uniseriales;

(b) (Lema 2 parte i de [26]) Si, en un R-módulo M, un elemento x es torsión,
entonces xR es un submódulo de torsión con annR(xR) ̸= 0;

Tenga en cuenta que un R-módulo uniserial contiene solo un submódulo simple, que
es su único submódulo semisimple.

Proposición 4.1.10. Sea R un dominio hereditario noetheriano y sea M el R-
módulo semisimple que contiene exactamente una copia de cada R-módulo simple.
Bajo estas condiciones, M es o pobre o inyectivo.

Demostración: Supongamos que M no es inyectiva, en este caso, demostremos
que M es pobre usando la proposición 2.2.63: Sea xR ∈ In−1(M); consideremos
el homomor�smo sobreyectivo ϕ : RR −→ xR tal que ϕ(a) = xa,∀a ∈ R. Así,
RR/Ker(ϕ) ≃ xR. Si Ker(ϕ) = 0 entonces RR ≃ xR y, según el criterio de Baer,
M es inyectivo, lo cual es una contradicción. Por lo tanto Ker(ϕ) ̸= 0 de donde
concluimos que x es un elemento de torsión, así por el ítem b. del Lema 4.1.9, xR
es un submódulo de torsión.

Teniendo en cuenta que todo dominio es un anillo primo, podemos aplicar el item a.
del Lema 4.1.9, por lo tanto, xR es suma directa de un número �nito de R-módulos
uniseriales U1, ..., Un, es decir, xR = U1 ⊕ ...⊕ Un. Probemos que Ui es simple, para
todo i ∈ {1, ..., n}. Sea i ∈ {1, ..., n} y supongamos, por absurdo, que Ui no es
simple. Tomemos el submódulo simple no vacío S de Ui, recuerde que S existe y
es único ya que Ui es uniserial. Dado que S es un R- módulo simple, M contiene
una copia de S, por lo que existe un homomor�smo módulos g : S −→ M tal que
Im(g) ≃ S, con, Ker(g) = 0. Como M es Ui-inyectivo, existe el homomor�smo de
módulos h : Ui −→M tal que g = h ◦ i, donde i : S −→ U , es la inclusión canónica.
Consideremos el siguiente diagrama:
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Figura 4.2: Diagrama conmutativo de homomor�smos i, g y h

Como Ui; es uniserial o Ker(h) = 0 o Ker(h) ⊇ S. SiKer(h) ⊇ S entonces g =
h ◦ i es el homomor�smo nulo, lo que contradice la hipótesis. Así, Ker(h) = 0 de
donde se sigue que Ui ≃ M , por tanto, Ui es semisimple y como Ui es uniserial,
Ui = S es simple, una contradicción. Esta contradicción proviene del hecho de que
asumimos que Ui no simple, entonces, Ui es simple y por lo tanto xR es semisimple.
□

En el caso particular de la proposición anterior en el que R tiene solo un R-módulo
simple M (a menos que sea isomor�smo), entonces M es o inyectivo o pobre.

Corolario 4.1.11. Considerando las mismas condiciones de la proposición anterior,
M es inyectivo si y solo si R es un V -anillo

Demostración: ⇒) Si M es inyectivo, entonces R es un V -anillo. En efecto, sea S
un R-módulo simple, mostremos que S es inyectivo. Dados los R-módulos A, B y
los homomor�smos de módulo f : B −→ A, g : B −→ S con f inyectivo, considere
el homomor�smo de inclusión i : S −→ M . Dado que M es inyectiva, existe el
homomor�smo j : A −→ M tal que i ◦ g = j ◦ f . Se puede ver en el siguiente
diagrama:

Figura 4.3: Diagrama conmutativo de homomor�smos f , g, i y j.

Consideremos el homomor�smo de proyección π : M −→ S, por lo tanto, existe el
homomor�smo h = π ◦ j : A −→ S tal que (π ◦ j) ◦ f = g,

68



Figura 4.4: Diagrama conmutativo de homomor�smos donde h = π ◦ j.

entonces S es inyectiva, como S es cualquier módulo simple, R es un V -anillo.

⇐) Si R es un V -anillo, entonces, por la proposición 2.2.48, el R-módulo semisimple
M , de�nido como en la proposición anterior, es inyectivo. □

Corolario 4.1.12. Sea R un dominio hereditario noetheriano. Si existe un R-
módulo uniserial U no trivial y no simple, entonces el R-módulo M, de�nido como
en la proposición 4.1.10, es un R-módulo pobre.

Demostración: Basta con demostrar queM no es inyectivo. Supongamos, por absur-
do, que M es inyectiva y tomemos el R-submódulo propio simple S de U (S existe
porque U es uniserial, no trivial y no simple). Consideremos los homomor�smos de
módulos g : S −→ M , i : S −→ U tales que Im(g) ≃ S e i es la inclusión. Como
M es inyectiva, existe un homomor�smo de módulos h : U −→M tal que g = h ◦ i,
esquemáticamente tenemos lo siguiente:

Figura 4.5: Diagrama conmutativo de homomor�smos i, g y h.

Como U es uniserial, o Ker(h) = 0 o Ker(h) ⊇ S. Si Ker(h) ⊇ S entonces g = h◦ i
es el homomor�smo nulo, lo que contradice la hipótesis. Así, Ker(h) = 0 de donde
se sigue que U ≃ M , entonces U es semisimple y como U es uniserial concluimos
que U es simple, lo cual es absurdo. Por lo tanto M no es inyectivo. □
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Mostraremos un ejemplo de la proposición 4.1.10:

Ejemplo 4.2. Tomemos R = Z. Sabemos que Z es un dominio de ideales principales,
en particular, todo ideal es �nitamente generado, es decir, Z es noetheriano, además,
si I es un ideal de Z, entonces el R-módulo IR es un R-módulo libre, por lo que IR
es proyectivo, de lo que concluimos que Z es hereditario.

A�rmamos que todo Z-módulo simple es isomorfo a Z/(pZ) = Zp, para algún primo
p. En efecto, sea S un Z-módulo simple. S es cíclico, entonces existe un ideal I = nZ
de Z tal que S ≃ (Z/(nZ)) = Zn; si n no es primo, entonces n = pq, con p, q ∈
Z − {1}, por lo que Zp y Zq son submódulos no triviales de S, lo que va en contra
de la simplicidad de S, por lo que n es primo.

TomemosM como en la proposición 4.1.10, del enunciado anterior sabemos queM =⊕
p primo(Z/(pZ)) =

⊕
p primo Zp. Probemos que M es pobre: sea xZ ∈ In−1(M),

sabemos que existen p1....pr primos distintos y n1, ..., nr números naturales estricta-
mente positivos tales que n = pn1

1 ...p
nr
r y Zn = xZ, además, sabemos que dado un

submódulo A de xZ y homomor�smo de módulos f : A −→ xZ, g : A −→M como
f es inyectiva, existe el homomor�smo h : xZ −→ M tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Figura 4.6: Diagrama conmutativo g, f y h.

Supongamos, por absurdo, que xZ = Zn no es semisimple. Entonces existe i ∈
{1, ..., r} tal que ni ≥ 2. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que n1 ≥ 2.
Nótese que n/p1 ∈ Z ya que p21 divide a n. Tomando A = (n/p1)Zn, g : A −→M tal
que g(n/p1) = 1Zp1

, y f : (n/p1)Zn −→ xZ = Zn la inclusión canónica Bajo estas
condiciones, tenemos que

1Zp1
= g(

n

p1
) = hf(

n

p1
) = h(

n

p1
) =

n

p1
h(1) (4.1)

Consideremos π :
⊕

p primo Zp −→ Zp1 la proyección habitual y consideremos π(h(1)) ∈
Zp1 . Por la ecuación 4.1, (n/p1)π(h(1)) = 1, pero p1 divide (n/p1), entonces 1 =
p1(n/p

2
1)π(h(1)) = 0, absurdo. Por lo tanto xZ es semisimple. Así, por la proposi-

ción 2.2.63, concluimos que M es pobre.

El Z-módulo M también es un ejemplo de un módulo pobre tal que ningún submó-
dulo propio es pobre. En efecto, sea N un submódulo propio de M , entonces existe
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p un número primo tal que ningún submódulo de N es isomorfo a Zp. Considere-
mos el Z-módulo Zp2 , que no es semisimple; tenga en cuenta que Zp2 tiene solo un
submódulo no trivial, que incluso es simple, a saber, pZp2 ≃ Zp. Demostraremos
que Zp2 ∈ In−1(N): Sea A un submódulo de Zp2 y homomor�smos de módulos
f : A −→ Zp2 , g : A −→ N con f inyectiva.

Si A es uno de los submódulos triviales de Zp2 , entonces es trivial encontrar h :
Zp2 −→ N tal que el siguiente diagrama conmuta.

Figura 4.7: Diagrama conmutativo de homomor�smos f , g y h.

Si A = pZp2 ≃ Zp, entonces g es el homomor�smo nulo ya que, por hipótesis, ningún
submódulo de N es isomorfo a Zp, por lo que basta con tomar h el homomor�smo
nulo que conmuta el diagrama anterior.

Por lo tanto, Zp2 ∈ In−1(N), por lo tanto, N no es pobre.

Ejemplo 4.3. Consideremos a R un dominio PCI.

Si R es semisimple entonces R es hereditario y noetheriano. Así, por el Teorema
2.2.99, en cualquier caso, R es hereditario y noetheriano.

En el conjunto de ideales maximales de R, de�nimos la relación I ∼ K si y sólo si
R/I ≃ R/K, que obviamente es una relación de equivalencia. Sea A un conjunto de
representantes de estas clases. Así, podemos escribir el R-módulo M , de�nido como
en la proposición 4.1.10, como M =

⊕
I∈AR/I.

Si existe un ideal I de A tal que (R/I) ≃ RR entonces RR ≃ R/I ⊆M , como M es
semisimple, se sigue que RR es semisimple, por lo que todo R-módulo es semisimple
y M es pobre e inyectivo.

Si para todo ideal I de A, R/I no es isomorfo a RR, entonces M es la suma de los
R-módulos inyectivos y, por la proposición 2.2.49, es inyectivo.

Por tanto, si tomamos un dominio PCI tenemos un ejemplo dondeM , de�nido como
en la proposición 4.1.10, es inyectivo.

El último teorema que vamos a probar en esta sección es el siguiente:

Teorema 4.1.13. Si R es un anillo no singular que tiene un R-módulo pobre no
singular, entonces R es un anillo SI.
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Demostración: Sea R un anillo no singular que tiene un R-módulo pobre M no
singular. Si N es un R-módulo singular, entonces N ∈ In−1(M). En efecto, sea un
submódulo B de N y los homomor�smos de módulos f : B −→ N , g : B −→M , con
f inyectiva. Como N es singular, B también lo es, así, por la proposición 2.2.107,
g es el homomor�smo nulo, entonces, basta con tomar el homomor�smo nulo h :
N −→M que conmuta el siguiente diagrama:

Figura 4.8: Diagrama conmutativo de homomor�smos nulos yf

Dado que M es pobre, concluimos que todo R-módulo singular es semisimple y por
el teorema 2.2.113, R es un anillo SI. □

4.2. Anillos Sin Clase Media

En la sección 2.2.5 se ha de�nido lo que signi�ca que un anillo no tenga una clase
media. De manera similar, si la clase de R-módulos simples de un anillo R no tiene
clase media, se dirá que no tieneclase media simple Análogamente, de�nimos lo
que quiere decir que el anillo R no tenga una clase media semisimple, una clase
media proyectiva, etc.

Teorema 4.2.1. Sea R un anillo tal que J(R) es un ideal simple y esencial en R.
Si R/J(R) es semisimple, entonces R no tiene clase media. Además, J(R) es un
R-módulo pobre.

Demostración: Sea M un R-módulo no inyectivo y sea xR un R-módulo cíclico tal
que xR ∈ In−1(M). Como M no es inyectiva, xR no es isomorfo a RR, es decir,
existe un I ideal no vacío de R tal que xR ≃ (R/I). Así, se sigue que J(R) ⊆ I ya
que I es no vacío y J(R) es simple y esencial en R; luego, tenemos que:

R
J(R)

I
J(R)

≃ R

I
≃ xR.

Como R/J es semisimple, también lo es xR; así, por la proposición 2.2.63, M es
pobre, es decir, R no tiene clase media. Como un anillo con unidad siempre contiene
un ideal maximal, J(R) es un ideal propio de R, es decir, J(R)R es un R-módulo
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propio y esencial de RR; así, por el Teorema 2.2.78, J(R)R no es inyectivo y por lo
tanto pobre. □

Veamos algunos ejemplos de familias que no tienen clase media:

Ejemplo 4.4. Si R es un dominio PCI, entonces la familia de R- módulos no tiene
clase media, por el teorema 4.1.2

Ejemplo 4.5. Si R es un V -anillo, entonces la familia de R-módulos simples no
tiene clase media, esto se da por la de�nición de V -anillo.

Para la siguiente proposición introduciremos la siguiente de�nición:

De�nición 4.2.2 (Anillo Cuasi-Frobenius). Un anillo inyectivo y noetheriano R se
llama anillo Quasi-Frobenius (QF).

Proposición 4.2.3. Si un anillo R es QF, entonces todo R-módulo proyectivo es
inyectivo.

Demostración: Sea un anillo R que es QF.

A�rmamos que cada R-módulo libre es un R-módulo inyectivo. En efecto, cada R-
módulo libre es una suma directa de copias de R. Como el anillo R es inyectivo
tenemos que cada R-módulo libre es suma directa de submódulos inyectivos. Utili-
zando la hipótesis de que el anillo es noetheriano, podemos aplicar la proposición
2.2.49, de la que concluimos que todo R-módulo libre es inyectivo.

Así, si tomamos un R-módulo proyectivo P , tenemos que P es inyectivo ya que es
una suma directa de un módulo libre y una suma directa de un R-módulo inyectivo
es un R-módulo inyectivo, como vimos en 2.2.58. □

Ejemplo 4.6. Por la proposición anterior tenemos que si R es un anillo QF, entonces
la familia de R-módulos proyectivos no tiene clase media, ya que estos son inyectivos.

De�nición 4.2.4. Un anillo R se llama anillo de Frobenius si R es Quasi-
Frobenius y Soc(RR) ≃ (R/J).

En consecuencia, por de�nición y por la proposición 4.2.3, si R es un anillo de
Frobenius, entonces la familia de R-módulos proyectivos no tiene clase media.

De�nición 4.2.5 (Módulos Ortogonales). Se dice que dos módulos M , N son orto-
gonales si no hay M0, N0 submódulos distintos de cero de M , N , respectivamente,
de modo que M0 y N0 sean isomorfos.

Lema 4.2.6. Sean un R-módulo proyectivo y semisimple M , un R-módulo semi-
simple B que es ortogonal al R-módulo M y un submódulo X de E(B). Entonces
Hom(X,M) = 0

Demostración: Sean M , B y X como en el enunciado y sea f ∈ Hom(X,M).
Como M es semisimple, f(X) es una suma directa de M , entonces, por el corolario
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2.2.52, f(X) también es proyectiva. Por la proposición 2.2.51, f(X) es isomorfa a
un sumando directo de X, es decir, X = Y ⊕Ker(f) donde Y es isomorfa a f(X).

Supongamos que f(X∩B) ̸= 0, entonces, por el mismo argumento que expusimos en
el párrafo anterior, tenemos que X∩B es isomorfo a f(X∩B)⊕ [(Ker(f)∩(X∩B))]
lo cual es una contradicción pues B yM son ortogonales. Por lo tanto, f(X∩B) = 0,
de donde se sigue que X ∩B ⊆ Ker(f) ⊆ X.

Como B es esencial en E(B) y X es esencial en X, por la proposición 2.2.70, inciso
(b), X ∩B es esencial en X, entonces, por la proposición 2.2.70, inciso (a), Ker(f)
es esencial en X, entonces Y = 0, es decir, X = Ker(f).

Teorema 4.2.7. Si M es un módulo semisimple, pobre y proyectivo, entonces cual-
quier módulo semisimple B, que sea ortogonal a M , es inyectivo.

Demostración: Probemos que E(B) = B, entonces, como E(B) es inyectivo, B
también lo es.

Tomemos X ⊆ E(B). Por el lema 4.2.6, Hom(X,M) = 0 entonces, como X es
cualquiera, M es E(B) inyectiva. Nótese que si M es E(B) inyectivo entonces E(B)
es semisimple porque M es pobre. En consecuencia, por el Teorema 2.2.78, E(B) no
tiene submódulo propio esencial, por lo que E(B) = B. □

Corolario 4.2.8. Si R es un anillo tal que hay un R-módulo simple proyectivo y
pobre M , entonces R es un V G-anillo.

Demostración: Sea R un anillo tal que exista un R-módulo simple proyectivo y pobre
M y sea B un R-módulo simple. Si B es isomorfo a M , entonces B es proyectivo ya
que, por suposición, M lo es. Si B no es isomorfo a M entonces, por la simplicidad
de B y M , B es ortogonal a M , entonces podemos aplicar el teorema 4.2.7, donde
tenemos que B es inyectivo. Por lo tanto, R es un V G-anillo. □

Corolario 4.2.9. Sea R un anillo que no es semisimple. Si hay un R-módulo simple,
proyectivo y pobre M ̸= 0, entonces

(a) Toda suma directa de R-módulos simples e inyectivos es un R-módulo inyectivo.

(b) R no tiene clase media simple.

Demostración. (a) Sea B =
⊕

i∈λ Si una suma directa de R-módulos simples e
inyectivos. Como Si es inyectivo para todo i ∈ λ y el anillo R no es semisimple, no
existe i0 ∈ λ tal que Si0 es no vacío y sea isomorfo aM ya que, si existiera tendríamos
un R-módulo Si0 inyectivo y pobre, por lo tanto, el anillo R es semisimple, lo cual
es una contradicción.

Así, por la simplicidad de M , el R-módulo B, además de semisimple, es ortogonal
a M . Por lo tanto, por el teorema 4.2.7, B es un R-módulo inyectivo.

(b) Se sigue inmediatamente del corolario 4.2.8.

□
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Para el siguiente teorema, necesitaremos la siguiente de�nición y el siguiente resul-
tado:

De�nición 4.2.10 (Anillo de Kasch). Un anillo R se llama anillo de Kasch si
todo R-módulo simple es isomorfo a un ideal de R.

Proposición 4.2.11. Si R es un anillo y A es un submódulo propio de RR, entonces
existe B submódulo maximal de RR tal que A ⊆ B.

Demostración: Sean un anillo R y un submódulo propio A de RR. Consideremos
la familia F de submódulos propios N de RR con A ⊆ N ; parcialmente ordenado
por inclusión, es decir, F = {N submódulo de RR;A ⊆ N y1 /∈ RR}. Tenga en
cuenta que esta familia no es vacía porque el R-módulo A pertenece a F , además,
cada subfamilia completamente ordenada tiene un elemento máximo. En efecto, sea
{Ni}i∈I una subfamilia completamente ordenada de F , por lo tanto,

⋃
i∈I Ni es tal

que A ⊆
⋃

i∈I Ni; y 1 /∈
⋃

i∈I Ni, por lo tanto,
⋃

i∈I Ni; es un elemento maximal.
Así, podemos aplicar el lema de Zorn, del cual concluimos que existe un elemento
maximal B de la familia F .

Lema 4.2.12. Si todo ideal maximal I ⊆ R es sumando directo del anillo R, en-
tonces el anillo R es semisimple.

Demostración: Supongamos que todo ideal maximal es sumando directo y tomemos
A submódulo de RR, por la proposición 2.2.73, existe B submódulo de RR tal que
A⊕B es esencial en RR. Si A⊕B ̸= RR entonces, por la proposición 4.2.11, existe
N submódulo maximal de RR tal que A⊕B ⊆ N . Como todo submódulo maximal
es sumando directo, existe E ̸= 0 tal que N ⊕ E = RR en particular, N ∩ E = 0
y como A ⊕ B ⊆ N , (A ⊕ B) ∩ E = 0 lo que contradice el hecho de que A ⊕ B es
esencial en RR. Por lo tanto A⊕B = RR.

Teorema 4.2.13. Sea R un anillo de Kasch. Si existe un módulo R no vacío,
semisimple, pobre y proyectivo, entonces R es semisimple.

Demostración: Tomemos R como en el enunciado. Para probar que R es semisimple,
por el lema 4.2.12, basta con mostrar que todo ideal maximal es sumando directo.

Sea I un ideal maximal de R. Por el corolario 4.1.11 o R/I es inyectivo o R/I
es proyectivo. Si R/I es proyectivo entonces podemos considerar el homomor�smo
proyección π : R −→ R/I, entonces, R/I es imagen del R-módulo RR por un
epimor�smo, por lo tanto, por la proposición 2.2.51 inciso (b), R/I es isomorfo a
un sumando directo de RR, es decir, existe T submódulo de RR tal que R/I ≃ T y
T ⊕Ker(π) = T ⊕ I = RR. En el caso de que R/I sea proyectivo, demostramos que
I es un sumando directo de RR.

Sea R/I inyectivo. Como R es un anillo de Kasch, existe S submódulo simple de
RR tal que R/I es isomorfo a S. Sabemos que S es inyectivo porque R/I lo es, así
que por el corolario 2.2.57, S es sumando directo de RR. Como RR es un R-módulo
libre, podemos aplicar la proposición 2.2.51 inciso (c), de lo cual concluimos que S
es proyectivo, por lo tanto, R/I es proyectivo y, en este caso, ya hemos probado que
I es sumando directo de RR. □
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4.3. Anillos que son Utopías

De manera similar a la sección anterior, un anillo R es una utopía simple si la
clase {M ∈ Mod − R;M es simple} es una utopía. De manera similar de�nimos
para una clase de módulos proyectivos, artinianos, etc.

Ejemplo 4.7. Sea R un V-anillo que no es semisimple y sea un R-módulo simple
S. Por de�nición, el R-módulo S es inyectivo, por lo tanto R ∈ In−1(S). Como el
anillo R no es semisimple, tenemos que el R-módulo S no es pobre. Dado que el
R-módulo S es un R-módulo simple cualquiera, concluimos que el anillo R es una
utopía simple.

Ejemplo 4.8. Sea R un anillo QF que no es semisimple y sea un R-módulo pro-
yectivo P . De la proposición 4.2.3, sabemos que el R-módulo P es inyectivo, por lo
tanto R ∈ In−1(P ). Como el anillo R no es semisimple, tenemos que el R-módulo
P no es pobre. Como el R-módulo P es cualquier R-módulo proyectivo, concluimos
que el anillo R es una utopía proyectiva.

Ejemplo 4.9. Si R es un dominio PCI que no es un anillo con división, entonces R
es una utopía singular.

En efecto, probaremos que si existe un R-módulo M singular y pobre entonces R
es un anillo con división.

Ya sabemos que todo dominio PCI es SI (Teorema 2.2.114), por lo tanto, el R-
módulo singular M es inyectivo, por lo tanto, R ∈ In−1(M) y como M es pobre,
concluimos que el anillo R es semisimple .

En estas condiciones, demostremos que R es un anillo con división: tomemos un
elemento no nulo x ∈ R. Como todo anillo semisimple es artiniano, la cadena des-
cendente xR ⊇ x2R ⊇ ... ⊇ xnR ⊇ ... se estaciona, es decir, existe un número
natural n tal que para todo número natural k ≥ n, tenemos xnR = xkR, en parti-
cular, xnR = xn+1R, entonces existe un elemento r ∈ R tal que xn = xn+1r por lo
tanto, xn(1− xr) = 0 y como el anillo R es un dominio y x es un elemento no nulo,
tenemos que xr = 1. Como el elemento x es cualquiera, tenemos que el dominio R
es un anillo con división.

Teorema 4.3.1. Sea un anillo R tal que existen subanillos R1, R2 ⊂ R con R =
R1⊕R2. Bajo estas condiciones, siM es un R-módulo pobre entonces, para i ∈ {1, 2}
se tiene que MRi es un Ri-módulo pobre. Por otro lado, si R2 no es semisimple,
entonces el R-módulo MR1 no es pobre.

Demostración. Sea un anillo R y un R-módulo M = MR como en el enunciado.

Mostraremos que M1 =MR1 es un R1-módulo pobre. El mismo argumento prueba
que MR2 es un R2-módulo pobre.
Sea un R1-módulo cíclico N ∈ In−1(M1).

Consideremos la operación ♦ : N × R −→ N tal que, para todo n ∈ N para todo
(r1 + r2) ∈ R, se tiene que n♦(r1 + r2) = nr1.
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Tenga en cuenta que con la operación de�nida anteriormente, N es un R-módulo.
Lo denotaremos por NR. Probaremos que NR está en el dominio de inyectividad de
M .

Sea A un submódulo de NR y consideremos un homomor�smo inyector f : A −→
NR. Sea un homomor�smo g : A −→M . Esquemáticamente tenemos lo siguiente:

Figura 4.9: Diagrama de homomor�smos f y g.

Tenga en cuenta que g(A) ⊆ M1, porque si a ∈ A, entonces g(a) = g(a1R) =
g(a(1R1 + 1R2)) = g(a1R1) = g(a)1R1 ∈M1. Análogamente, f(A) ⊆ N .

Además, restringiendo los escalares, podemos considerar g y f comoR1-homomor�smos.
Note que A ⊆ N también hereda una estructura de R1-módulo natural, tenemos el
siguiente diagrama de R1-módulos:

Figura 4.10: Diagrama de homomor�smos restringidos f y g.

Como N ∈ In−1(M1), existe un R1-homomor�smo h : N −→ M1 ⊆ M tal que el
diagrama anterior conmuta.

A�rmamos que h es también un R-homomor�smo. En efecto, si r1 ∈ R1, r2 ∈ R2

y n ∈ N entonces h(n(r1 + r2)) = h(r1n) = r1h(n) = r1h(n) + r2h(n). Tenga en
cuenta que r2h(n) = 0 pues r2 ∈ R2 y h(n) ∈M1.

Por lo tanto, NR ∈ In−1(M), luego, es un R-módulo semisimple. Como los sub-
módulos de NR son los mismos que los de N , tenemos que N es un R1-módulo
semisimple. Con esto concluye la primera parte del teorema.

Ahora vamos a demostrar que si M1 =MR1 es pobre como R-módulo, entonces R2

es semisimple.
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Nótese que, con la operación ♢ : R2 × R −→ R2 tal que, para todo r ∈ R2 y para
todo (r1+r2) ∈ R, se tiene r♢(r1+r2) = rr2. Podemos considerar R2 con estructura
de R-módulo.

Sea un submódulo S ⊆ R2 y g : S −→ M1 un homomor�smo. Si s ∈ S entonces
g(s) = g(s1R) = g(s(1R1 +1R2)) = g(s1R2) = g(s)1R2 = 0 ya que g(s) ∈M1. Como s
es cualquier elemento de S, tenemos que g = 0. Así, para cualquier homomor�smo de
R-módulos f : S −→ R2 inyectivo, tomando el homomor�smo nulo: h : R2 −→M1,
tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Figura 4.11: Diagrama conmutativo de homomor�smos f , g y h.

Luego, R2 ⊆ In−1(M1).

Dado que M1 es pobre, R2 es un R-módulo semisimple.

Ya hemos visto que los submódulos de R2 como R2-módulo y como R-módulo coin-
ciden, por lo que R2 es un R2-módulo semisimple.

Teorema 4.3.2. Si R es un anillo y R1, S1 son subanillos de R tales que R =
R1 ⊕ S1, R1 ≃ R y S1 no es semisimples. Entonces que el anillo R es una utopía
artiniana.

Demostración. Sea M ̸= 0 un R - módulo pobre, para demostrar que M no es
artiniano, construyamos una cadena descendente no estacionaria en M .

Por el Teorema 4.3.1,M1 =MR1 ̸= 0 es un R1-módulo pobre que no es un R-módulo
pobre. Por lo tanto, M1 es un R-submódulo no vacío propio de M .

Como R1 ≃ R, existen subanillos R2, S2 de R1 tales que R1 = R2 ⊕ S2, R2 ≃ R1

y S2 no es semisimple. Repitiendo el argumento anterior, tenemos que existe un
R-módulo no vacío, M2 = M1R2, tal que M2 es un submódulo propio de M1 y M2

es un R2-módulo pobre.

Inductivamente tenemos la cadena decreciente {Mi}i∈N que no es estacionaria. □

Ejemplo 4.10. Consideremos un campo F y sea el anillo sea R =
∏

i∈N Fi; donde
N denota el conjunto de los números naturales y, para todo i ∈ N, Fi = F . Es fácil
ver que R no es artiniano y que R ≃ R⊕R.

Así, nos encontramos en las hipótesis del Teorema 4.3.2, de las que podemos concluir
que el anillo R es una utopía artiniana.
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Tenga en cuenta que, en lugar de tomar el conjunto de números naturales, podríamos
haber tomado cualquier conjunto in�nito de índices. En cualquier caso, tendríamos
satisfechas las hipótesis del Teorema 4.3.2.
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CAPÍTULO V

DISCUSIÓN DE RESULTADOS

Como hemos observado, en el Capítulo I de este trabajo, se muestra un problema
general en el cual nos preguntamos ¾es posible realizar una descripción y análisis
de los módulos pobres a partir de los dominios de inyectividad? La respuesta a
este problema es sí, esto podemos apreciarlo directamente de la de�nición de domi-
nios de inyectividad y posteriormente en los métodos/teoremas que nos garantizan
cuando un módulo es pobre (estos teoremas están relacionados con los dominios de
inyectividad).

También en este trabajo mostramos problemas especí�cos:

PE1. ¾Existe una relación entre los anillos artinianos y los módulos pobres?

PE2. ¾Existe una relación entre los anillos noetherianos y los módulos pobres?

Las respuestas a estos problemas la encontramos en el Capítulo IV.

En relación con el PE1, el Teorema 4.1.4 nos dice que si tenemos un anillo
artiniano R entonces el R-módulo cíclico R/J es pobre, donde J es el radical
de Jacobson de R.

También, en el Teorema 4.3.2 vemos que si tenemos un anillo que se puede
expresar como la suma directa de dos de sus subanillos, donde uno de estos es
isomorfo al anillo y el otro subanillo es semisimple, entonces el anillo es una
utopía artiniana (esto es, la clase de módulos artinianos forman una utopía).

Respecto al PE2 podemos señalar que si existe una relación entre los anillos
noetherianos y los módulos pobres, pero en un caso particular, teniendo en
cuenta más condiciones, esto se da en la Proposición 4.1.10 en la cual podemos
notar que si tenemos un anillo primo, hereditario y noetheriano, además un
módulo semisimple bajo este anillo que contiene solo una copia de cada módulo
simple del anillo, entonces el módulo es o pobre o inyectivo.

En el Corolario 4.1.12 observamos que si existe un módulo uniserial, no trivial
y no simple bajo un anillo primo, hereditario y noetheriano, entonces el módulo
semisimple bajo este anillo que contiene solo una copia de cada módulo simple
del anillo es pobre.
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CAPÍTULO VI

CONCLUSIONES

De acuerdo a lo desarrollado podemos concluir lo siguiente:

Hay anillos que no poseen clase media, más aún, estos solo poseen módulos
pobres, lo que implica que no son una utopía. Esto se da cuando se consideran
dominios PCI.

Un módulo es o pobre o inyectivo si este está bajo un dominio hereditario,
noetheriano y se considera que el módulo contiene exactamente una copia
de cada módulo simple del anillo. En un caso particular, si se considera la
existencia de un módulo uniserial no simple y no trivial, el módulo será pobre.

Si un anillo es QF o de Frobenius y todos los módulos bajo este anillo son
proyectivos, entonces este no posee clase media.

Podemos garantizar bajo ciertas hipótesis que un anillo es una utopía arti-
niana/singular; sin embargo, no tenemos un resultado similar para utopías
noetherianas.
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CAPÍTULO VII

RECOMENDACIONES

Según lo realizado en este trabajo, se recomienda lo siguiente:

Si bien en este trabajo se consideraron una cierta variedad de anillos, hay
muchos más con los que no se ha trabajado como, por ejemplo: anillo semiper-
fecto, anillo semiprimo, módulos SSC, etc. Para próximas investigaciones se
recomienda considerar este tipo de anillos y responder a las mismas preguntas
planteadas.

Se trabajó con anillos que no poseen clase media y que son utopía. Se reco-
mienda analizar que ocurre con los anillos que poseen clase indigente.

Se recomienda profundizar en las utopías noetherianas y obtener así condicio-
nes bajo las cuales un anillo será una utopía noetheriana.

En el caso general, cuando se tiene un anillo noetheriano, se debería estudiar
condiciones más débiles que las ya formuladas que impliquen módulos pobres.
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ANEXOS

7.1. Matriz de Categorización

Problema

de investi-

gación

Preguntas

de investi-

gación

Objetivo

general

Objetivos

especí�cos

Categorías Subcategorías

¾Es posible

realizar una

descripción y

análisis de los

Módulos

Pobres a

partir de los

dominios de

inyectividad?

P1: ¾Existe

una rela-

ción entre

los anillos

artinianos y

los módulos

pobres?

Realizar una

descripción

y análisis de

los Módulos

pobres a

partir de los

dominios de

inyectividad.

OE1. Mos-

trar que

existe una

relación en-

tre los anillos

artinianos y

los módulos

pobres.

Módulos

pobres. R-Módulos

semisimples

Anillos

Artinianos

y Noethe-

rianos.

P2: ¾Existe

una relación

entre los ani-

llos noethe-

rianos y los

módulos po-

bres?

OE2. Mos-

trar que

existe una

relación en-

tre los anillos

noetherianos

y los módu-

los pobres.

Dominios de

inyectividad. R-Módulos

inyectivos

Envolventes

Inyectivos.

Cuadro VII.1: Matriz de categorización apriorística.
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