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Resumen

En estas notas, exploramos y proporcionamos demostraciones detalladas de dos
teoremas fundamentales en el campo de la interpolacion de operadores: el Teorema
de Interpolacion de Riesz-Thorin, que se aplica a operadores de tipos fuertes, y el
Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz, que se utiliza para operadores de tipo
débil. Nuestro andlisis se centra en aplicaciones significativas de estos teoremas. En
particular, examinamos la acotacién del operador maximal de Hardy-Littlewood,
un concepto central en el andlisis arménico, discutimos cémo las estimativas de
tipo débil permiten pasar a estimativas de tipo fuerte mediante la interpolacion de
Marcinkiewicz. También investigamos la acotacién de la transformada de Fourier y
la desigualdad de Young para la convolucidén, una herramienta esencial en el anéli-
sis de Fourier. Nuestro objetivo es proporcionar una comprension mds profunda
de estos teoremas y su relevancia en la teoria de la interpolacién de operadores,
con la esperanza de fomentar futuras investigaciones y aplicaciones en este campo
fascinante.

Palabras clave. Teorema de Interpolacién de Riesz-Thorin, Teorema de In-
terpolacién de Marcinkiewicz, Desigualdad de Hausdorff-Young, desigualdad de
convolucién de Young, ecuaciéon de Schrodinger, operador maximal de Hardy-
Littlewood.



Abstract

In these notes, we explore and provide detailed demonstrations of two funda-
mental theorems in the field of operator interpolation: the Riesz-Thorin Interpola-
tion Theorem, which applies to operators of strong types, and the Marcinkiewicz
Interpolation Theorem, which is used for operators of weak type. Our analysis fo-
cuses on significant applications of these theorems. In particular, we examine the
boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator, a central concept in har-
monic analysis, and discuss how weak type estimates allow us to move to strong
type estimates through Marcinkiewicz interpolation. We also investigate the boun-
dedness of the Fourier transform and Young’s inequality for convolution, an essen-
tial tool in Fourier analysis. Our goal is to provide a deeper understanding of these
theorems and their relevance in the theory of operator interpolation, with the hope
of fostering future research and applications in this fascinating field.

Keywords. Riesz-Thorin Interpolation Theorem, Marcinkiewicz Interpolation
Theorem, Hausdorff-Young inequality, Young convolution inequality, Schrodinger
equation, Hardy-Littlewood maximal operator.



Introduccion

Existen diversas razones para estudiar la teoria de interpolacion. Por un lado,
puede ser impulsada por la curiosidad matemética inherente a la disciplina. Por
otro lado, puede ser atraida por sus numerosas aplicaciones como, La desigualdad
de Hausdorff-Young que establece acotacion en la transformada de Fourier, la de-
sigualdad de convolucién de Young que proporciona acotacién para la convolucién
de funciones, las desigualdades de dispersion para la ecuacion de Schrodinger que
es fundamental en la teoria cudntica y teorfa de fluidos, la acotacioén del opera-
dor maximal que es un concepto clave en el andlisis arménico y la generalizacién
de la desigualdad de Young que extiende la desigualdad original a contextos mas
generales.

Frecuentemente, se estudian operadores de diversas clases con el objetivo de
determinar si estdn acotados o no al pasar de un espacio de medida a otro. En mu-
chas ocasiones, estos operadores poseen una expresion analitica que es aplicable a
un conjunto especifico o a tipos de funciones facilmente manejables. Sin embargo,
carece de sentido cuando intentamos extender el dominio del operador a un espacio
mds general o a un espacio de funciones diferente. La teoria de interpolacién puede
proporcionar informacién valiosa para resolver este tipo de problemas.

La interpolacion de operadores en los espacios LP(u) se basa en una hipétesis
que incluye dos estimativas, Ag < CoBg y A] < CBj. A partir de estas, se deduce
una familia de estimativas intermediarias A, < C,B,, donde Cy, C| y C, son cons-
tantes para cualquier eleccién del pardmetro 1 < @ < 1. Este tipo de problemas son
frecuentes en la Fisica y en diversas ramas de las Matematicas.

El primer hito en la interpolaciéon de operadores se remonta al afio 1911, con
un resultado de Schur [6]. De hecho, en ese articulo, Schur establece que si T
es un operador lineal y continuo en los espacios de sucesiones £! y £, entonces
también estd acotado del espacio ¢” en si mismo, para todo p > 1. Un afio después,
Young [7] formul6 un resultado del mismo tipo. Durante la primera mitad del siglo
XX, matematicos destacados como Marcel Riesz [9], G. Olof Thorin [10] y Josef
Marcinkiewicz [13] ampliaron estos resultados a operadores lineales y sublineales
entre espacios de Lebesgue generales.

Tartar [11], proporciona una prueba alternativa del teorema de interpolacién de
Riesz-Thorin para operadores de tipo fuerte (1, 1) y (o0, 00). Su método caracteriza
la norma L” (i) en términos de los espacios de Lebesgue L' (1) y L*(u), y funciona
no solo para espacios de Lebesgue complejos sino también para espacios de Le-
besgue real. Yoichi Miyazaki [14] extiende el resultado de Tartar para operadores
de tipo fuerte (p1,q1) y (00,00) con 1 < p; < g < oo. Lech Maligranda [12],
presenta una prueba simple del teorema de interpolacidn real Riesz—Thorin para



operadores de tipos fuertes (pg, qo) y (00, 0) en el tridngulo inferior, es decir, si
0 < po < go < oo con la mejor estimativa de las normas.

En estas notas, ofrecemos dos resultados fundamentales en la teoria de inter-
polacion de operadores: el Teorema de Interpolacion de M. Riesz y G. O. Thorin
y el Teorema de J6zef Marcinkiewicz. El Teorema de Interpolacién Riesz-Thorin
establece que si un operador lineal estd acotado en dos espacios LP(u), entonces
también estard acotado en todos los espacios LP(u) intermedios entre estos dos. Por
otro lado, el Teorema Marcinkiewicz proporciona una herramienta poderosa para
demostrar que un operador sublineal, que cumple con estimativas de tipo débil,
estard acotado en cualquier espacio L”(u) que se encuentre entre los dos espacios
L? () débiles. Seguimos en gran medida la presentacion en [Budge Folland Gerald,
Real analysis, (1999), [3]].

Después de nuestra discusion sobre los dos teoremas de interpolacion, consi-
deramos varias aplicaciones: la acotacidn del operador maximal Hardy-Littlewood
(Teorema 15), la Desigualdad de Hausdorff-Young para la transformada de Fou-
rier (Teorema 12), la desigualdad de Young para convolucién (Teorema 13) y las
desigualdades de dispersion para la ecuaciéon de Schrodinger.



|. Planteamiento del Problema

.1 Descripcion de la realidad problematica

La interpolacién de operadores en los espacios de Lebesgue es un pilar funda-
mental en el anélisis real. Un espacio de interpolacion se define como un espacio
que se sitda entre dos espacios de Banach. Sus aplicaciones més destacadas se en-
cuentran en los espacios de Sobolev, donde se interpolan espacios de funciones con
un ndmero no entero de derivadas a partir de espacios de funciones con un nimero
entero de derivadas.

No obstante, este tema presenta varios desafios y problemas que pueden com-
plicar su comprensién y aplicacion.

Los espacios LP(u), que son espacios de funciones medibles con respecto a una
medida dada, donde p es un nimero real positivo, requieren un sélido entendimien-
to de la teoria de la medida y la integracion.

Los teoremas de interpolacién, como el Teorema de Riesz-Thorin y el Teore-
ma de Marcinkiewicz, son fundamentales en este campo. Sin embargo, debido a
su naturaleza abstracta y matematica, estos teoremas pueden resultar dificiles de
comprender y aplicar.

A pesar de que la interpolacion de operadores en espacios L”(u) tiene nume-
rosas aplicaciones tedricas, puede ser un desafio encontrar aplicaciones précticas
directas. Esto puede llevar a que algunos estudiantes o investigadores perciban este
tema como desconectado de la realidad.

|.2 Formulacion del problema

|.2.1 Problema general

Un espacio de Banach X se dice que estd inmerso continuamente en otro espa-
cio de Banach Y si cumple con dos condiciones: en primer lugar, X debe ser un
subespacio vectorial de Y; en segundo lugar, la aplicacion de inclusién que mapea
X en Y debe ser continua.

Las inmersiones continuas de los espacios de Banach Xy y X; en un espacio
vectorial Y nos permite considerar dos espacios de Banach especificos.

XonX; y Xo+X1={z€Z:z2=x0+x1, x9 €Xo, X1 €X1}.

con las normas,
lIxllxonx, := max (||xllx,, llxllx,) ,
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[Ixllxo+x, := Inf {|[xllx, + lxllx, : x = x0 + x1, x0 € Xo, x1 € X;}.

Las siguientes inclusiones son todas continuas
XonX;CcX;, XicXo+X; i=1{0,1}.

La interpolacién estudia la familia de espacios X que son espacios intermediarios
entre X y X; en el sentido que

XoNX cXcXy+ Xy,

donde las dos aplicaciones de inclusién son continuas.

|.2.2 Problema Especifico

a) Teorema de Interpolacién de Riesz-Thorin. Sean (X, X, 1) y (¥, Y, v) dos espacios
de mediday 1 < pg, qo, p1,q1 < 0. Si gg = q1 = +00, suponga que v es semifinita.
Para 0 <t < 1, define p; y g, por

1 1-t ¢ 1 -t ¢
—=—+—; —=— 4 —.

Pt Po P1 q: q0 q1

Si T es una transformacidn lineal de L”°(u) + LP'(u) — L9°(v) + L7 (v) tal que:

T fllzoocy < Mollfllzroy, paratodo  f € LP(u)

T fllzar oy < Millfllemy, paratodo  f € LP'(u),

demostraremos que

IT fllray < My M|l paratodo  f € L7 (u).

b) Teorema interpolacion de Marcinkiewicz. Supongamos que (X, X, n) y (¥, Y,v)
son espacios de medida; po, p1,qo,¢1 son elementos de [1, oo], tal que py < qo,

P1 241,540 #4q1;Y

1 1-t ¢ 1 1-t ¢t

—=—+— y —=——+4+— donde O<r<l.

p Po P1 q q0 q1
Si T es una aplicacién sublineal desde LP°(u) + LP'(u) para el espacio de funciones
medibles en Y que es tipo débil (po, g0 ) Y (p1,41 ), entonces T es tipo fuerte (p, g).
Mas precisamente, si

[Tflg; < Cillfllp,  j=0.1,
demostraremos que
IT fllg < Bpllfll,
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donde B, depende solo de pj; g;; C; ademds de p;.

|.3 Objetivos
|.3.1 Objetivo General

El propésito de este estudio es explorar y clarificar los teoremas de interpolacién
de operadores de Riesz-Thorin y Marcinkiewicz. Nuestro enfoque se centrard en
profundizar en los fundamentos tedricos de estos teoremas y en buscar activamente
las aplicaciones de estos resultados.

1.3.1 Objetivo Especifico

El objetivo especifico de este estudio es llevar a cabo una demostracién meticu-
losa del teorema de interpolacion de Riesz-Thorin en los espacios de Lebesgue,
utilizando herramientas de andlisis funcional y andlisis complejo. Asimismo, se
presentard una demostracion detallada del teorema de Marcinkiewicz en el espacio
LP () débil. Se buscard una comprension profunda de las hipétesis y conclusiones
de estos teoremas, asi como de los métodos y técnicas empleados en sus demostra-
ciones. Ademads, exploraremos las aplicaciones de estos teoremas en dreas como el
anélisis armdnico, el andlisis de Fourier y las ecuaciones diferenciales parciales.

|.4 Justificacién

Los teoremas de interpolacién de Riesz-Thorin y Marcinkiewicz son funda-
mentales en el andlisis real y tienen aplicaciones en una variedad de campos, lo
que justifica su estudio detallado.

Importancia tedrica: Estos teoremas proporcionan un marco sélido para enten-
der y definir operadores lineales entre diferentes espacios L?(u). Esto es crucial
para el estudio de problemas en andlisis funcional, andlisis de Fourier y ecuaciones
diferenciales parciales.

Aplicaciones pricticas: Los teoremas de interpolacién tienen numerosas aplica-
ciones en matematica y fisica. Por ejemplo, son ttiles en el estudio de las ecuacio-
nes de Schrodinger en fisica cudntica y en el andlisis arménico.

Avance del conocimiento: El estudio de estos teoremas contribuye al avance del
conocimiento en matematica pura. Podemos descubrir nuevas propiedades y enten-
der mejor la estructura y el comportamiento de los espacios L”(u) y los operadores
lineales.

Formacién académica: Para los estudiantes y académicos de matematica, el es-
tudio de estos teoremas es una parte esencial de su formacioén. Ayuda a desarrollar



habilidades de razonamiento abstracto y a entender conceptos fundamentales en
andlisis real.

En resumen, el estudio de los teoremas de interpolaciéon de Riesz-Thorin y Mar-
cinkiewicz es esencial tanto desde una perspectiva tedrica como practica, y contri-
buye significativamente al avance del conocimiento en matematica.

.5 Limitantes de la Investigacion

e Limitante Teorico

Restricciones en los espacios: Los teoremas de Riesz-Thorin y Marcinkiewicz
se aplican a operadores lineales definidos entre espacios L”(u) o espacios L”(u)
débiles. No se puede en general aplicar directamente a operadores definidos en
otros espacios funcionales.

Limitaciones en los operadores: El teorema de Riesz-Thorin se aplican a ope-
radores lineales acotados. No se pueden aplicar a operadores no acotados o no
lineales. El teorema de Marcinkiewicz se aplica a operadores sublineales. No se
puede aplicar a operadores en general

Restricciones en las hipdtesis: Los teoremas de Riesz-Thorin y Marcinkiewicz
requieren ciertas hipétesis para ser validos. Por ejemplo, el teorema de Riesz-
Thorin requiere que el operador sea acotado en los espacios extremos, y el teo-
rema de Marcinkiewicz requiere que el operador sea de tipo débil en los espacios
extremos.

Limitaciones en las conclusiones: Estos teoremas proporcionan informacién so-
bre la norma del operador en los espacios intermedios L (u), pero no dan informa-
cién sobre la estructura detallada del operador en estos espacios.

Dificultad en la aplicacién practica: Aunque estos teoremas son muy utiles en
teoria, pueden ser dificiles de aplicar en la prictica debido a la complejidad de
verificar sus hipétesis y de calcular las constantes de interpolacién.

Estas limitaciones no disminuyen la importancia de estos teoremas en el analisis
real, pero es crucial tenerlas en cuenta al aplicar estos teoremas en la investigacion.

¢ Limitante Temporal

El trabajo que presentamos es tedrico; netamente abstracto, no tiene limitante
temporal alguno; por tanto. NO APLICA.

¢ Limitante Espacial

Por el mismo argumento de la limitante temporal se considera que no existe
limitante espacial. Por tanto, NO APLICA.



ll. Marco Teorico

.1 Antecedentes

[1.1.1 Internacionales

Issai Schur [6], introdujo el primer resultado de interpolacién de operadores,
que afirma que si T es un operador lineal y continuo en el espacio de las sucesiones
£''y £, entonces también es acotado de £” en si mismo, para todo p > 1.

Tartar [11], proporciona una prueba alternativa del teorema de interpolacién de
Riesz-Thorin para operadores de tipo fuerte (1, 1) y (o0, 00). Su método caracteriza
la norma LP(u) en términos de los espacios de Lebesgue L!(u) y L®(u), y funcio-
na no solo para espacios de Lebesgue complejos sino también para espacios de
Lebesgue real.

Yoichi Miyazaki [14] extiende el resultado de Tartar para operadores de tipo
fuerte (p1,q1) y (co0,00) con 1 < p; < g1 < co.

Lech Maligranda [12], presenta una prueba simple del teorema de interpolacién
real Riesz—Thorin para operadores de tipos fuertes (po, go) y (o0, 00) en el tridngulo
inferior, es decir, si 0 < pg < gg < oo con la mejor estimativa de las normas.

[1.1.2 Nacionales

No se encontrd a la fecha trabajos de la teoria de interpolacion de operadores
en nuestro medio.

[1.2 Marco

[1.2.1 Teodrico

La interpolacién de operadores ha sido objeto de estudio por muchos afios, y ha
sido desarrollado y mejorado por diversos autores. Entre los trabajos més relevantes
se encuentran los de Marcel Riesz [9], G. Olof Thorin [10] y Josef Marcinkiewicz
[13]. En afios recientes, se continua publicando diversos articulos que profundizan
en las bases tedricas de la interpolacion de Riesz-Thorin y Marcinkiewicz, como
Tartar [11], Lech Maligranda [12] y Yoichi Miyazaki [14].

El teorema de Riesz-Thorin, a menudo denominado teorema de interpolacién
de Riesz-Thorin o teorema de convexidad de Riesz-Thorin, es un resultado sobre



la interpolacién de operadores. Este teorema acota las normas de los operadores
lineales que actian entre espacios L”(w). Su utilidad proviene del hecho de que
algunos de estos espacios tienen una estructura més simple que otros, como L?(u),
que es un espacio de Hilbert, o L'(u) y L*(u). Por lo tanto, uno puede probar
teoremas sobre los casos mds complicados probdndolos en dos casos simples y
luego usando el teorema de Riesz-Thorin para pasar de los casos simples a los casos
complicados. El teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz, descubierto por Jozef
Marcinkiewicz, es un resultado que acota las normas de los operadores sublineales
que actdan en espacios LP(u).

En este trabajo estudiaremos el teorema de interpolacidn clasico de Riesz-Thorin
y el teorema de Marcinkiewicz y presentaremos diferentes aplicaciones. En el es-
tudio de estos resultados son importantes los espacios de Lebesgue y los espacios
de Lebesgue débil.

II.2.2 Conceptual

Es facil demostrar que si una funcién f pertenece a los espacios L (i) y L(u)
entonces también pertenece a L"(u) para todo p < r < q. Esta idea es generalizada
por el teorema de Riesz-Thorin de la siguiente manera:

Consideramos a T como un operador lineal que cumple con las siguientes pro-
piedades: T mapea de manera continua desde LP°(u) a L9(u) y desde LP'(u) a
L7 (u). Bajo estas condiciones, se puede establecer una estimativa de la norma de
T que mapea un subespacio intermedio entre L°(u) y LP' (1) hacia un subespacio
intermedio entre L% () y L9'(u). Es importante notar que recuperamos la afirma-
cién inicial cuando consideramos a 7' como el operador identidad.

En la demostracidn del teorema de Riesz-Thorin, se utilizan funciones holomor-
fas para establecer un resultado dentro del andlisis real. Posteriormente, introduci-
mos los espacios LP(u) débiles para probar un segundo resultado de interpolacién,
conocido como el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz.

[1.3 Definicién de Términos Basicos

Esta seccién se basa en los materiales disponibles en las obras de Bartle [1],
Brezis [2] y Folland [3]. Nuestro objetivo es revisar algunos resultados clave de la
teoria de 1la medida.

El propésito principal de esta revision es demostrar los teoremas de interpo-
lacién de Riesz-Thorin y Marcinkiewicz, y explorar sus aplicaciones. Para alcan-
zar este objetivo, discutiremos sobre las o-algebras, las medidas y las funciones
medibles, y examinaremos algunas de sus propiedades fundamentales. Ademas,
estableceremos la definicion de la integracién de funciones medibles.
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Iniciaremos nuestra discusion con la definicion de una o-algebra. A lo largo de
esta seccion, nos esforzaremos por proporcionar una comprension clara y concisa
de estos conceptos y teoremas

Espacios medibles y funciones medibles

Definicion 1. Sea X conjunto. Una o-dlgebra en X es un conjunto X de subcon-
juntos de X satisfaciendo

HPeXyXelX,
ii) Si A € X entonces A€ € X,
iii) Si A1,As,--- € X entonces | ;| A, € X.

Un espacio medible es un par (X, X) donde X es un conjunto y X es una o-
algebra en X.

Cualquier conjunto en X se llama conjunto X-medible, pero cuando la o-élge-
bra X es fijo (como suele ser el caso), normalmente se dird que el conjunto es
medible.

Observe que la interseccion de cualquier coleccion no vacia de o—dlgebras en X
es también una o—élgebra en X. Si P(X) es el conjunto potencia de X, entonces para
cualquier € C P(X), la interseccién de todas las o—algebras en X que contienen a C,
es la menor o—algebra en X que contiene C. A menudo se conoce como o—algebra
generada por C.

Definicion 2. Sea (X, X) un espacio medible. Una funcion f : X — R se denomina
X-medible (o simplemente medible) si, y solo si, para cualquier niimero real a, el
conjunto {x € X : f(x) > a} pertenece a la o-dlgebra X, es decir, es un conjunto

medible.

Lema 1. Sea (X, X) un espacio medible y f : X — R una funcion. Son equivalen-
tes:

i) Paratodo a € R, el conjunto A, = {x € X : f(x) > a} es medible.
ii) Para todo a € R, el conjunto B, := {x € X : f(x) < a} es medible.
iii) Para todo a € R, el conjunto C, :={x € X : f(x) > a} es medible.

iv) Para todo a € R, el conjunto D, := {x € X : f(x) < a} es medible.

Demostracion.
Consulte el Lema 2.4 en la pagina 8 del libro de Bartle [1]. [ |

Proposicion 1. Sea (X, X) un espacio medible. Si f : X - Ry g : X — R son
X-medibles y ¢ € R, entonces cf, 2, f + g, f.g y|f| son X-medibles.
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Demostracion.
Consulte el Lema 2.6 en la pagina 9 del libro de Bartle [1]. |

Definicion 3. Sea f : X — R una funcion. definimos la parte positiva y negativa
de f denotados por f*y f~ respectivamente como

(0 = max{f(x),0} y f~(x) := mix{-f(x),0}

Observamos que la funcién f puede ser expresada como la diferencia f = f* —
f~ y su valor absoluto como la suma |f| = f* + f~. A partir de estas identidades,

podemos deducir que
f1+f If=f
+
e A
En consecuencia, de acuerdo con la Proposicién 1, la funcién f es X-medible si y
solo si su parte positiva f* y negativa f~ son ambas X-medibles.

Definicion 4. Sea (X, X) un espacio medible. Una funcion f : X — R = [—co, +00]
se denomina X-medible si, para cualquier niimero real a, el conjunto {x € X :
f(x) > a} es un conjunto medible.

Es importante destacar que el Lema 1 sigue siendo vélido incluso en esta situa-
cién.

Notacion. Denotaremos por M(X, X) al conjunto de todas las funciones f : X — R
que son X-medibles.

Observacion 1. Si f € M(X, X), entonces

{xeX:f(x):+oo}=ﬂ{xeX:f(x)>n}ex.

n=1

{xeX:f(x):—oo}:(U{xeX:f(x)>—n} eX.

n=1

Lema 2. Una funcion f : X — R es X-medible si y solo si los conjuntos A := {x €
X: f(x) =+o00}yB:={xe X: f(x) = —oo} son medibles, y la funcion f; : X - R
definida por

f(x) si x¢ AUB,

fi(x) 2={ _
0 si xe AU B,

es X-medible.
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Demostracion.
Consulte el Lema 2.8 en la pagina 11 del libro de Bartle [1]. [ |

Corolario 1. Si f € M(X, X), entonces cf, f>, |fl, f*, f~ € M(X, X).

Observacion 2. Si las funciones f, g pertenecen a M(X, X), la suma de estas no
estd definida en la union de los conjuntos

Ei={xeX: f(x)=—-c0yg(x)=+o0}e X,

Ey ={xeX: f(x)=+oc0yg(x)=—oc0}eX.

No obstante, si definimos f + g como cero en el conjunto E| U Ej, entonces esta
serd una funcion X-medible.

Proposicion 2. Sea (f,) una sucesion en M(X, X). Defina

f() = inf (0. F() = sup f,(x)

neN
f*(x) ;= iminf f,(x) F*(x) := limsup f,(x).
n—eo n—oo
Entonces f, F, f* y F* € M(X,X)
Demostracion.
Consulte el Lema 2.9 en la pagina 12 del libro de Bartle [1]. [ |

Corolario 2. Si (f,,) es una sucesion en M(X, X) que converge puntualmente para
una funcion f en X, entonces f € M(X, X).

Demostracion.
Consulte el Corolario 2.10 en la pagina 12 del libro de Bartle [1]. [ |

Proposicion 3. Si las funciones [y g pertenecen a M(X, X), entonces el producto
f - g también pertenece a M(X, X).

Demostracion.
Consulte en la pagina 12 del libro de Bartle [1]. [ |

Definicion 5. Dada una funcion f : X — C, existen dos funciones reales u : X —
Ryv: X — Rtales que f(x) = u(x) + iv(x) para todo x € X. Aqui, u es la parte
real de f (denotada como Ref) y v es la parte imaginaria de f (denotada como

Imf).

Decimos que la funcion f : X — C es X-medible si y solo si tantou : X —» R
como v : X — R son X-medibles.
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Ahora nos centraremos en las funciones fundamentales para la teoria de la inte-
gracién. Supongamos que (X, X) es un espacio medible y que E es un subconjunto
de X. En este contexto, la funcién caracteristica de E, denotada por y (también
conocida como la funcién indicadora de E y representada por 1g), se define de la
siguiente manera:

1 six€eE,
XE(X) 1=
0 six¢E.

Una funcién simple sobre X es una combinacion lineal finita de funciones ca-
racteristicas de conjuntos en X, con coeficientes en el conjunto de los nimeros
complejos. Cabe destacar que no permitimos que las funciones simples tomen los
valores +oco. De forma equivalente, una funcién f : X — C se considera simple
si y solo si f es X-medible y el conjunto imagen de f, denotado por Img(f), es un
subconjunto finito de C. En efecto, tenemos que

fi= ) we, donde Ej = f7zj)) y Ime(f) = (ar. -2
=1

Esto se conoce como la representacion estdndar de la funcién f. Dicha repre-
sentacion descompone a f en una combinacion lineal de funciones caracteristicas,
con coeficientes distintos, correspondientes a conjuntos que son disjuntos dos a dos
y cuya unién conforma el conjunto X.

Es importante destacar que, aunque uno de los coeficientes z; pueda ser 0, el
término z;xg; sigue siendo considerado parte de la representacion estindar de la
funcioén f. Esto se debe a que el conjunto E; puede desempefiar un papel crucial
cuando f interactda con otras funciones.

Notamos que si f y g son funciones simples, entonces las funciones f+gy f-g
también son simples. A continuacidn, demostraremos que es posible aproximar
funciones arbitrarias X-medibles mediante el uso de funciones simples.

Lema 3. Sea (X, X) un espacio medible.

i) Si tenemos una funcion X-medible f : X — [0, o], entonces podemos encon-
trar una sucesion (¢,) de funciones simples X-medibles en X con valores en
[0, oo[ tal que 0 < @1(x) < @2(x) < -+ < f(x) para todo x € X y que f(x)
es el limite de ¢, (x) cuando n tiende a infinito, para todo x € X. Ademds, si
f es una funcion acotada, podemos seleccionar los ¢, de tal manera que la
convergencia de @, para f sea uniforme en X.

ii) Si tenemos una funcion X-medible f : X — C, entonces podemos encontrar
una sucesion (¢,) de funciones simples X-medibles en X con valores en C.
Esta sucesion satisface que |p1(x)| < |pa(x)| < -+ < |f(x)| para todo x € X
y que f(x) es el limite de ¢,(x) cuando n tiende a infinito, para todo x € X.
Ademds, si f es una funcion acotada, podemos seleccionar los ¢, de tal
manera que la convergencia de ¢, para f sea uniforme en X.
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Demostracion.
Consulte el Teorema 2.10, en la pdgina 47 del libro de Folland [3]. [ |

Medidas

Definicion 6. Una medida positiva en un espacio medible (X, X) se define como
una funcion u : X — [0, +co] que cumple con las siguientes propiedades:

i) La medida del conjunto vacio es cero, es decir, u(0) = 0,

ii) Para cualquier sucesion (E,) de conjuntos medibles que son disjuntos dos a
dos, la medida de la union enumerable de estos conjuntos es igual a la su-
ma de sus medidas individuales. Matemdticamente, esto se expresa como

il O E) = iu(En).
n=1 n=1

Si la medida de todo el espacio X, es finita (u(X) < oo), entonces la medida de
cualquier conjunto E en el espacio medible X también sera finita. En este contexto,
nos referimos a ¢ como una medida finita.

Si el espacio X puede ser expresado como la unién enumerable de conjuntos
[e0)

E; pertenecientes a X, es decir, X = U E;, y cada conjunto E; tiene una medida
Jj=1
finita, entonces la medida ¢ se denomina medida o—finita.

Si para cualquier conjunto E en X que tiene medida infinita, existe un subcon-
junto F en X tal que F esta contenido en E y la medida de F es finita y positiva,
entonces la medida u se denomina medida semifinita.

La funcién u se denomina medida de probabilidad si la medida del espacio total
X es exactamente 1.

Definicion 7. Un espacio de medida se define como una terna (X, X, 1), donde
(X, X) representa un espacio medible y u es una medida sobre (X, X).

Proposicion 4. Consideremos un espacio de medida (X, X, p). Si tenemos dos con-
juntos E y F que pertenecen a X y E es un subconjunto de F, entonces la medida
de E es menor o igual a la medida de F. Ademds, si la medida de E es finita, en-
tonces la medida del conjunto diferencia entre F y E, denotado por F — E, es igual
a la diferencia entre las medidas de F y E.

Demostracion.
Dado que el conjunto F puede ser expresado como la unién disjunta de F y
F — E, la medida de F es igual a la suma de las medidas de E 'y F — E, lo que
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implica que u(F) = u(E)+u(F — E). Esto, a su vez, es mayor o igual que la medida
de E.

Ademds, si la medida de E es finita, entonces podemos restar la medida de E
de ambos lados de la ecuacién para obtener la medida del conjunto F — E, lo que
nos da u(F — E) = u(F) — u(E). [ ]

Proposicion 5. Consideremos un espacio de medida (X, X, u). Establecemos las
siguientes propiedades:

a) Si tenemos una sucesion (E,) de conjuntos medibles que es creciente (es decir,
cada conjunto en la sucesion es un subconjunto del siguiente), entonces la
medida de la union enumerable de estos conjuntos es igual al limite de las
medidas de los conjuntos en la sucesion cuando n tiende al infinito. Es decir,

" (U E) = lim p(E,).

n=1

b) Si tenemos una sucesion (F,) de conjuntos medibles que es decreciente (es
decir, cada conjunto en la sucesion contiene al siguiente) y la medida del
primer conjunto es finita, entonces la medida de la interseccion enumerable
de estos conjuntos es igual al limite de las medidas de los conjuntos en la
sucesion cuando n tiende al infinito. Es decir,

1 (ﬂ Fn] = 1im p(Fy).

n=1

Demostracion.
Consulte el Lema 3.4, en la pagina 21 del libro de Bartle [1]. [ |

Definicion 8. Consideremos un espacio de medida (X, X,u) y una propiedad P
que se aplica a los elementos de X. Decimos que la propiedad P es vdlida para
casi todos los puntos (c.t.p.) de X si y solo si existe un conjunto medible N que
es un subconjunto de X, tal que u(N) = 0, y todos los elementos x en el conjunto
diferencial X — N poseen la propiedad P.

La integral

Denotamos por M* (X, X) al conjunto de todas las funciones que son no negati-
vas y X-medibles, de X a R. Esto es,

MYX, X) :={f: X = [0,+00] : fes X-medible}.
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Definicion 9. Consideremos el espacio de medida (X, X, u). Sea ¢ una funcion
simple perteneciente al conjunto de funciones medibles no negativas M* (X, X).
n

Consideremos esta funcion simple ¢ en su representacion estdndar, ¢ = Z a;XE;

j=1
donde aj son los valores que toma la funcion y E; son los conjuntos en los que
toma dichos valores.

La integral de la funcion simple ¢ con respecto a la medida u se define como:

n

fxso dp = Zaj H(E)),

J=1

donde u(E;) es la medida de los conjuntos E ;.

Definicion 10. Consideremos un espacio de medida (X, X, u) y una funcion f que
pertenece al conjunto de funciones medibles no negativas M* (X, X).

i) Definimos la integral de f con respecto a u de la siguiente manera:

ffd,u = sup ftp du.
b X

0<ep<f
0 € MY (X,X)

simple

Aqui, el supremo se toma sobre todas las funciones simples ¢ que son posi-
tivos y menores o iguales a f.

it) Definimos la integral de f sobre un conjunto medible E con respecto a u de la

siguiente manera:
[ran= [ soean
E X

Aqui, xE es la funcion caracteristica del conjunto E.

Lema 4. Consideremos un espacio de medida (X, X, pt). En este contexto, podemos
establecer las siguientes propiedades:

a) Si g, € M* (X, X) son funciones simples 'y ¢ > 0 es una constante, entonces se
cumplen las siguientes igualdades:

» La integral de una funcion simple positiva multiplicada por una cons-
tante es igual a la constante multiplicada por la integral de la funcion:

fcgod,uchgody
X X
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= La integral de la suma de dos funciones simples positivas es igual a la
suma de las integrales de las funciones:

f(so+w>dﬂ=fsodﬂ+ft//du
X X X

b) Si g € M* (X, X) es una funcion simple y definimos A : M — [0, co] por

AE) = stXE dp,
X
entonces A es una medida sobre (X, X).

Demostracion.
Consulte el Lema 4.3, en la pigina 28 del libro de Bartle [1]. [ |

Teorema 1. (Teorema de Convergencia Mondtona) Sea (X, X, u) un espacio de
medida. Supongamos que (f,) es una sucesion de funciones en M* (X, X) que es
mondtonamente creciente y converge puntualmente para una funcion f. Entonces,
la integral de f sobre el conjunto X es igual al limite de las integrales de las
funciones f,, cuando n tiende al infinito. Es decir,

ff du=lim | f,du.
X n—oo X

Demostracion.
Consulte el Teorema 4.6, en la pagina 31 del libro de Bartle [1].

Este teorema es una herramienta fundamental en la teoria de la medida y es
especialmente 1til en el estudio de la convergencia de sucesiones de funciones. ®

Proposicion 6. Sea (X, X, i) un espacio de medida.

a) Dada una funcion f que pertenece al conjunto M* (X, X) y un niimero real
no negativo c, la funcion cf también pertenece a M* (X, X). Ademds, la integral de
cf esigual a c veces la integral de f. Es decir,

f);cfdu:cj;fdu.

b) Si fy g son dos funciones que pertenecen a M* (X, X), entonces la suma
[ + g también pertenece a M* (X, X). La integral de f + g es igual a la suma de las
integrales de f y g. Es decir,

fx(f+g)d#=fxfdu+fxgdu-
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Demostracion.
Consulte el Corolario 4.7, en la pagina 32 del libro de Bartle [1]. [ |

Lema 5. (Lema de Fatou) Sea (X, X, i) un espacio de medida. Supongamos que
(fn) es una sucesion de funciones en el conjunto de funciones medibles no negativas
M* (X, X). Entonces, el limite inferior de la sucesion f, cuando n tiende al infinito,
denotado por lizr_l) glf fn, también pertenece a M* (X, X). Ademds, la integral de

liminf f,, sobre el conjunto X es menor o igual al limite inferior de las integrales

n—0oo

de las funciones f, cuando n tiende al infinito. Es decir,

flim inf f,, du < lim infffn du.
X - Jx

n—oo n

Demostracion.
Consulte el Lema 4.8, en la pagina 33 del libro de Bartle [1].

Este lema es una herramienta fundamental en la teoria de la medida y es espe-
cialmente 1til en el estudio de la convergencia de sucesiones de funciones. [ |

Corolario 3. Sea (X,X,u) un espacio de medida. Supongamos que (f,) es una
sucesion de funciones en el conjunto de funciones medibles no negativas M* (X, X)
que es mondtonamente creciente y converge casi en todas partes (c.t.p.) a una
funcion [ que también pertenece a M* (X, X). Entonces, la integral de f es igual
al limite de las integrales de las funciones f, cuando n tiende al infinito. Es decir,

ffd,u:h’mffnd,u.
X n—e Jx
Demostracion.

Este corolario es una consecuencia directa del Teorema de Convergencia Mon6to-
na y es una herramienta qtil en el estudio de la convergencia de sucesiones de
funciones.

Consulte el Corolario 4.12, en la pagina 35 del libro de Bartle [1]. [ |

Funciones integrables

Definicion 11. Consideremos un espacio de medida (X, X, u). Decimos que una
funciéon f : X — R es integrable si cumple con las siguientes condiciones:

n [ es X-medible.

= Las integrales de las partes positivas y negativas de f sobre X son finitas, es

decir,
ff+d/1<ooyff_d,u<oo.
X X
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Bajo estas condiciones, definimos la integral de f con respecto a u como la suma
de las integrales de las partes positivas y negativas de f sobre X:

fxfdu:fxf*du—fxf‘du.

Denotamos por L(X, X, u) al conjunto de todas las funciones integrables f :
X - R

Proposicion 7. Consideremos un espacio de medida (X, X, u). Supongamos que
f.& : X — R son funciones integrables y que « es un niimero real. Entonces, la
funcion af y la suma de las funciones f y g también son integrables. Ademds, se
cumplen las siguientes igualdades:

= La integral de af sobre X es igual a a veces la integral de f sobre X, es

decir,
fa/fdy:affdy.
X X

= La integral de la suma de fy g sobre X es igual a la suma de las integrales
de f y g sobre X, es decir,

[oroau= [ raus [ gan
X X X
Demostracion.

Consulte el Teorema 5.5, en la pagina 43 del libro de Bartle [1]. [ |

Consideremos una funciéon f : X — C que es X-medible. La integral de f se
define como la suma de la integral de la parte real de f y la integral de la parte
imaginaria de f, multiplicada por i. Es decir,

fX f du = fx Re(/) du + fX Im(f) di.

A partir de esta definicién, podemos deducir que el conjunto de todas las funcio-
nes integrables con valores en C forma un espacio vectorial sobre C. Ademais, la
integral de estas funciones es una funcional lineal sobre este espacio vectorial com-
plejo.

Teorema 2. [Teorema de Convergencia Dominada] Consideremos un espacio de
medida (X, X, u) y una sucesion de funciones integrables (f,,) donde cada f,, - X —
C. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. La sucesion de funciones (f;) converge a una funcion f en casi todos los
puntos con respecto a la medida y, es decir, lim f, = f u-c.t.p.
n—oo
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2. Existe una funcion integrable g : X — [0, +00] tal que el valor absoluto de
cada funcion f, es menor o igual a g en casi todos los puntos con respecto a
la medida p, esto es, |f,| < g p-c.t.p.

Bajo estas condiciones, la funcion limite f : X — C es integrable y la integral de
f es igual al limite de las integrales de las funciones f,. En otras palabras,

ffd;;: lim ffndu.
n—o0o
Demostracion.

Consulte el Teorema 2.24, en la pagina 54 del libro de Folland [3]. [ |
Espacios de Lebesgue

En esta seccién, nos centraremos en un espacio de medida (X, X, i) especifico.
Adoptamos la convencion habitual de que dos funciones se consideran iguales si
estos coinciden excepto en un conjunto de yu-medida cero.

Consideremos un nimero real p en el intervalo [1, co). Denotamos por L?(u),
o alternativamente por LP(X, du), LP(X) o simplemente por LP, al espacio de Le-
besgue de (todas las clases de equivalencia de) funciones f : X — C X-medibles,

tales que
1/p
e = [ 17600 a)

es finito.

Cuando p = oo, el espacio L™ (u) consiste de todas las funciones f : X — C
que son X-medibles y que son iguales casi en todas partes (c.t.p.) a alguna funcién
acotada g : X — C que también es X-medible. En este caso, definimos la norma
de f en L™ (1) como:

Ifllz=q = ess supx|f(x)] = inf{B > 0 : u({x : |f(x)| > B}) = O}.

Es evidente que si f y g son dos funciones que pertenecen al espacio de Le-
besgue L”(u), entonces la suma de estas dos funciones, también pertenece a L”(u).
Ademds, si multiplicamos la funcién f por cualquier nimero complejo a, también
pertenece a L”(u). Por lo tanto, podemos concluir que L”(u) es un espacio vectorial
sobre el campo de los nimeros complejos para cualquier p en el intervalo [1, co].

Para cualquier nimero real p en el intervalo abierto (1, o), definimos el niime-
ro conjugado de Holder, denotado por p’ como p’ = p%l. Ademas, extendemos
esta definicion para los extremos del intervalo, estableciendo que el conjugado de
Holder de 1 es oo, y viceversa, es decir, 1’ = ooy oo’ = 1. Esta definicion tiene
la propiedad interesante de que el conjugado del conjugado de un nimero es el
ndmero original, es decir, (p’)’ = p para todo p € [1, co].
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Teorema 3. (Desigualdad de Hilder) Considere un espacio de medida (X, X, u)
y dos niimeros reales p y q en el intervalo [1, o] que son conjugados de Holder,
es decir, cumplen con la relacion % + [13 = 1. Si f es una funcion en el espacio de
Lebesgue LP(u) y g es una funcion en el espacio de Lebesgue Li(u), entonces el
producto de estas dos funciones, denotado por fg, pertenece al espacio de Lebes-
gue L'(). Ademds, la norma de fg en L' (i) es menor o igual al producto de las
normas de f en LP(u) y de g en L1(u). Es decir,

/gl < IflLrgollglliogs-

Demostracion.
Consulte el 6.2 en la pagina 182 y 6.8a. en la pagina 184 del libro de Folland [3].

Esta desigualdad es una herramienta fundamental en el anélisis funcional y tiene
numerosas aplicaciones en diversas ramas de las matemaéticas. [ |

Teorema 4. Para cualquier niimero real p en el intervalo cerrado [1, oo], el espa-
cio de Lebesgue LP(u) es un espacio de Banach.

Demostracion.
Consulte el Teorema 6.6 y el Teorema 6.8 en la pagina 183 y 184 del libro de
Folland [3]. [ ]

Teorema 5. Considere un espacio de medida (X, X, u) y un niimero real p en el
intervalo abierto (1, ). El conjunto de funciones simples ¢ : X — C tal que

@Y= i AiX A,
i=1

donde, {A;} es una sucesion de conjuntos en X que son disjuntos dos a dos, a; € C
son coeficientes complejos distintos y la medida de cada conjunto A; es finita, para
cada indice 1 < i < n. Este conjunto de funciones simples es denso en el espacio
de Lebesgue L (u).

Demostracion.
Consulte la Proposicién 6.7, en la pagina 183 del libro de Folland [3]. [ |

Definicion 12. Definimos una sucesion (f,,) de funciones complejas X-medibles en
el espacio de medida (X, X, u) como de Cauchy en medida si cumple la siguiente
condicion: para cualquier niimero real positivo &,

M pu(hx fn(0) — ful0)] 2 ) = 0

Esto significa que, a medida que m y n se hacen muy grandes, la medida del con-
junto de puntos donde las funciones f,, y f, difieren significativamente tiende a
cero.
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Definicion 13. Decimos que una sucesion (f,) de funciones complejas X-medibles
en el espacio de medida (X, X, u) converge en medida a una funcion f si cumple la
siguiente condicion: para cualquier niimero real positivo &g,

Jim pufor = [fa(x) = f(0] 2 ) = 0

Esto significa que, a medida que n se hace muy grande, la medida del conjunto de
puntos donde las funciones f, y f difieren significativamente tiende a cero.

Teorema 6. Supongamos que tenemos una sucesion (f,) de funciones que es de
Cauchy en medida. Bajo esta suposicion, afirmamos que existe una funcion f X-
medible tal que la sucesion (f,) converge a f en medida, y podemos extraer una
subsucesion (fy;) de (f,) que converge a f casi en todas partes (c.t.p.) con respecto
a la medida u.

Ademds, si suponemos que la sucesion (f,) también converge a otra funcion g
en medida, entonces podemos afirmar que gy f son iguales casi en todas partes
(c.t.p.) con respecto a la medida p.

Demostracion.
Consulte el Teorema 2.30, en la pdgina 61 del libro de Folland [3]. [ |

Teorema 7. Sea (X, X, u) un espacio de medida y un niimero real p tal que 1 <
p < o0. Sillfy = fllLrqy — O cuando n — oo, entonces f, — f en medida, y por
lo tanto existe una subsucesion de (f,) que converge a f en casi en todas partes
(c.t.p.) con respecto a |

Ademds,, si f, — f en mediday |f,| < g paratodon € Ny g € LP(u). Entonces
lfn = fllrw — O cuando n — oo.

Demostracion.
1. Suponga que ||f, — fllzrw — 0 cuando n — oo, para algiin 1 < p < co. Sea
& > 0 un nimero real arbitrario. Para cualquier n € N defina el conjunto E, . como

En,s ={x: |fn(x) - f(x)l > &g}

Entonces, tenemos que

1/p 1/p
& u(En ) = (" (Ene)” = ( fE o du) " < fE = 1 du)

< ( fx o — 17 d,u)l/p = = Fllergo.

Por lo tanto, por hipétesis, tenemos que p(E, ) < gl,,ll fu—f IIZ,,(H) — 0 cuando
n — oo. Esto significa que f, — f en medida.
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2. Dado que f;, — f en medida, podemos aplicar el Teorema 6, Este teorema
nos garantiza que existe una subsucesion de (f;) que converge a f casi en todas
partes con respecto a u.

3. Por otro lado, suponga que f, — f en mediday que |f;| < g paratodon € N.
Dado que g € LP (i) tenemos que g” € L' ().

Desde que f, — f en medida, por el Teorema 6, sabemos que existe una sub-
sucesion f,; de (f,) que converge para f casi en todas partes (c.t.p.) con respecto a
. También se cumple que |f,,| < g para todo j € N.

Si tomamos el limite cuando j — co obtenemos que |f| < g casi en todas partes
(c.t.p.) con respecto a u. Por lo tanto, tenemos que

Uy = 1P < Ufu | + 107 <2787 y 278" € L' .

Aplicando el Teorema de convergencia dominada, Teorema 2, obtenemos que
tin [ 1y~ sV du= [ Jim U5, = 11 du=0
n—o |y x n—®

Por lo tanto, concluimos que || f,; — fllLr() — 0 cuando n — oo.

Afirmamos que ||f, — fllzr@) — 0 cuando n — oo.

Supongamos que la afirmacion es falsa. Esto implica que existe un nimero real
positivo 6 > 0 tal que ||f, — fllzr(u) = 0 para infinitos términos f, de la sucesion.
Con estos términos f,;, formamos una nueva subsucesién de (f;), a la que vamos a
denotar por g,.

Por lo tanto, tenemos que g, — f en medida y |g,| < g para todo n € N.
Ademéds, g pertenece a LP(u).

Aplicando el mismo razonamiento que hemos utilizado anteriormente, podemos
establecer que existe una subsucesion, denotada por (g¢) de la sucesién (g,) tal que
llgx = fllzrwy — O cuando k — oo.

Esto significa que, para k suficientemente grande ||g;— fllzr() < 6, Sin embargo,
esto contradice la suposicidn inicial que habiamos hecho. Por lo tanto, podemos
concluir que nuestra afirmacion inicial es, verdadera. [ |

Consideremos que p y g son exponentes conjugados. Es un hecho bien esta-
blecido en el campo de las matematicas que el espacio dual (L”(u))" de LP(u) es
isométrico a LY(u). Esto es valido para todo p en el intervalo [1, o). Ademas, esta
propiedad también se mantiene cuando p = oo, siempre y cuando u sea semifinita.

Ademas, es importante destacar que la norma L”(u) de una funcién puede ser
determinada a través de un proceso de dualidad. Este proceso es aplicable cuando
el valor de p se encuentra en el intervalo [1, co]. El procedimiento para obtener la
norma enunciamos en el siguiente Lema.
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Lema 6. Considere un espacio de medida (X, X, i) y dos niimeros reales p 'y q en
el intervalo [1, o] que son conjugados de Holder, es decir, cumplen con la relacion
% + (11 = 1. Suponga que f : X — C es una funcion X-medible tal que fo € L' (1),
para todo ¢ € Y x (Xx es el espacio de las funciones simples que se desvanecen
fuera de un conjunto de medida finita). Suponga también que

My =swl| [ fedu: oY) v ol =1}
X

es finito. Ademds suponga que el conjunto S = {x € X : f(x) # 0} es o-finito, o
que la medida p es semifinita. Entonces f € L1(u) y My(f) = || fllzaqw-

Demostracion.
1. Comencemos observando que si tenemos una funcién medible acotada ¢ que
se desvanece fuera de un conjunto £ de medida finita y [|¢llz»,) = 1, entonces se

cumple que
’ f of du

Esto se puede demostrar de la siguiente manera: por el Lema 3, sabemos que
existe una sucesion {¢,} de funciones simples que cumple que |g,| < |¢| (en parti-
cular, ¢, se desvanece fuera de E) y que ¢, converge casi en todas partes a .

Ademds, dado que

< My(f).

loal < llgllooxe  y  xef € L',

podemos aplicar el teorema de convergencia dominada para concluir que

‘fsofdu‘:r}ingo‘fsonfdu

2. Supongamos ahora que g < co.
Afirmamos que, si y es semifinita, entonces el conjunto {x : [f(x)|] > &} tiene
medida finita para todo & > 0. Por lo tanto, S ; es o-finita.

Para demostrar esto, supongamos que la afirmacién es falsa. Esto implicaria que
existe un ¢ > 0 tal que

< My(f).

UE) =00 V0<e<,

donde
Ee={x:|f(x)]> &}

Definamos
A=sup{a >0: u(E,) = oo}.

(4 existe ya que y es semifinita, por lo que el conjunto {& > 0 : u(E,) = oo} es
acotado.)
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Observemos que, definiendo ¢ = XE,,, sgn( f), tenemos que |l¢|lzrqy =

II(E/H%)I;

1 _1 1
[
p(E )P JE, " n

Esto implica que

Por lo tanto,

My(f) >

1 1 -1
00 > My(f) Zh’m,u(E/Hl)l_zl’(/l + —) = A(E)"F = oo,
n—oo n n

Esto es una contradiccién, por lo que podemos concluir que nuestra afirmacién
es verdadera.

Podemos asumir que S y es o-finita, ya que esta condicion se cumple automati-
camente cuando u es semifinito, segtn la afirmacién anterior.

Consideremos {E,} una sucesion creciente de conjuntos de medida finita tal que
S ¢ = U, En. Sea {¢,} una sucesién de funciones simples tal que ¢, — f pun-
tualmente y |¢,| < |f], y definamos f, = ¢,xk,. Entonces, f;, — f puntualmente,
Ifal < Ifl, v fu se desvanece fuera de E,,.

Definamos X
_ 1l sgn(p)
Ul

Se deduce que

et Wl
p(q 1) n ’

g}
O e Al

donde la igualdad del medio se deriva del hecho de que p y g son exponentes
conjugados. Ademds, por el Lema de Fatou,

Il < Vimint 1o = imin [ 1

< liminf f lonfl du = liminf f onf du < M(f).
n—oo n—oo

(Para la dltima estimativa, utilizamos la observacioén al inicio de la demostracion.)
Por otro lado, la desigualdad de Holder nos da

My(f) < fllzallellrqy < 1 Nlagy  yaque el < 1.

Con esto, la demostracion estd completa para el caso g < co.
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3. Supongamos ahora que ¢ = 0. Dado & > 0, definamos A = {x : |[f(x)| >
M (f) + £}. Si u(A) fuera positivo, podriamos seleccionar un subconjunto B € A
tal que 0 < u(B) < oo (esto es posible ya sea porque u es semifinito o porque
ACS f).

Definamos ¢ = u(B)~'ypsgnf. Con esta definicién, tendriamos que ||¢|| L =
Ly

Mo(f) > f of = u(B)" fB 1> Ma(f) + 6.

Esto es una contradiccién con la observacién al principio de la demostracién, por
lo que debemos concluir que u(A) = 0. Por lo tanto, f € L™(u) y

SNl < Moo(f),

La desigualdad inversa se obtiene, una vez mds, a partir de la desigualdad de
Holder. u

Funciones de Distribucién y L? débil.

Si f es una funcién medible en (X, X, u), definimos su funcién de distribucién
Af 1 (0,00) — [0, oo] por

Ap(@) = p(fx = |f(0)] > a}).

La funcion de distribucion A ¢ proporciona informacion sobre la magnitud de f
pero no ofrece detalles sobre el comportamiento local f en punto punto dado. Por
ejemplo, una funcién en R" y cada una de sus traslaciones tienen la misma funcién
de distribucién.

Ahora, presentamos algunas propiedades de las funciones de distribucién.

Proposicion 8. a) Ay es decreciente y continua por la derecha.
b) Si|fl < |gl, entonces Ay < A,.
¢) Si|ful cresce y converge para |f|, entonces Ay, crece y converge para Ay.
d) Si f = g+ h, entonces Ag(a) < /lg(%a/) + /lh(%a/).
Demostracion.
Para simplificar, denotamos E(a, f) = {x : |f(x)| > a} para todo a > 0.
(a) La funcion Ay es decreciente ya que si @ < S entonces E(B, f) C E(a, f). Su-

pongamos que {ax} es una sucesion decreciente de nimeros positivos que converge
a a, entonces se tiene que

E(a, f) =] B, p.
k=1
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Dado que {E(ax, f)} es una sucesion creciente de conjuntos, se cumple que
Af(@) = p(E(a, f)) = lim p(E(ay, f)) = lim Ap(ar).
Esto implica que A ¢(a) es continua por la derecha.

(b) Si se cumple que |f| < |g|, entonces E(a, f) € E(a,g). Por lo tanto, de
acuerdo a la definicion, se tiene que Ay < A,.

(c) Si |f;| crece y converge para |f|, entonces el conjunto E(a, f) es la unién
creciente de los conjuntos {E(a, f,,)}°

n=1°
Ap(@) = p(E(a, 1)) = Iim p(E(a, fu)) = lim Ay (a).
Por lo tanto, podemos concluir que Ay, crece y converge para Ay.

(d) Si |g(x) + h(x)| > a, entonces |g(x)| > a/2 o |h(x)| > a/2. Por lo tanto,
E(a, f) € E(3a, g) U E(3a, h). Esto implica que

1 1
Af(@) = p(Ela. f)) < pEGG . 8) + uEGG . h) = dg(@/2) + A(a/2).
n

Proposicion 9. (La norma equivalente de LP(u)). Considere un espacio de medida
(X, X, u) donde u es o-finita. Para una funcion f € LP(u), con p € [1, =], tenemos
las siguientes propiedades:

(a) Si 1 < p < oo, entonces

™ 1/p
Wm%gﬁawwwwﬁ.

(b) Si p = oo, entonces ||fll = infla : Ar(a) = 0}.

Demostracion.
(a) Aplicando el teorema de Fubini, obtenemos la siguiente secuencia de igual-

dades:
[f(0l .
= [ an= [ [ par dodn

= fo pal”! fX XE(.f) duda = p fo o' Ap(a) da,

(b) Consideremos la siguiente secuencia de igualdades:
inf{a : Af(a) = 0} = inf{a : u({x € X : |[f(0)| > a}) = 0}
=infla: |f(x)| £ @, ct.p.}
= ess sup,ex|f(O = [Ifllzego-
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Con esto, completamos las pruebas. [ |

Una variante de los espacios L”(u) que aparece con bastante frecuencia es la
siguiente. Si f es una funcién medibleen X y 1 < p < oo, introducimos la siguiente
definicion:

1/p
[f1, = (sup a/p/lf(a/)) .
a>0

Definimos el espacio L”(u) débil como el conjunto de todas las funciones f para
las cuales [f], < co. Cuando p = oo, L*(u) débil por definicion es igual a L™ (u).
Es importante notar que [-], no satisface la desigualdad triangular, por lo que no
constituye una norma. Sin embargo, se cumple que [cf], = |c|[f],. Esto se puede
deducir a partir de,

(o Jef 001 > o) =l s 100l > 12D,

lo que implica que A.p(@) = A f(ﬁ). Por lo tanto,

% Ii 1/p
[Cf]p=(supa"/lf(g)) =(ﬂsupﬁ”ICI”/lf(B)) =ICI[;ug,3p/lf(ﬂ)) = lcllf1p-

a>0 |c| lcl>0

La relacidn entre los espacios LP(u) y LP(u) débil es la siguiente,

LP () € LP(u) débil, y [f1, < lIfllurgo-

Esta relacion se deduce del hecho de que

1y = [ 17 du> | 7 d>a” [ du = a2y (@)
X {xeX:|f(x)>a} {xeX:|f(x)|>a}

Esto es,
1/p
flp = (SUP a”/lf(a)) < [ llze -
a>0

Un ejemplo clasico de una funcién que pertenece al espacio L?(u) débil pero
no al espacio LP(u) es la funcién f(x) = x~ 1P efinida en el intervalo (0, o) (con
respecto a la medida de Lebesgue).

A menudo resulta ttil descomponer una funcién en una parte “pequefia” y una
parte “grande”. A continuacién, presentamos un método para realizar esta descom-
posicién que proporciona una férmula sencilla para las funciones de distribucidon.

Proposicion 10. Si f es una funcion medible y A > 0, definimos E(A) = {x :
|f(x)] > A}. A continuacion, establecemos dos nuevas funciones, hy y ga, de la
siguiente manera:

ha = fxx-Ewn) + Alsgn XE@)
ga = f —ha = (sgn f)f] — AxEw).
Entonces,
Ag, (@) = Ar(a + A),

Ap(@) sia <A,
Ay (@) =
0 sia>A.
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Demostracion.

Ag (@) = u({x : [ga(x) > a})
=u({x: If) = Alye@a(x) > a})
=u(x:lf)I=A>afn{x:|f(x)]>A})

=px:lfl>a+An{x:|f(x)|> A},
Dado que a + A > A, se sigue que {x : |[f(x)| > a+ A} C {x: |[f(x)| > A}. Asi,

gy (@) = p({x 1 |f(0] > a + A}) = Ap(a + A).
A continuacion, consideremos
Apy (@) = p({x : Tha(x)] > @)
= p({x 1 f O x-E@y(x) > @) + p({x 0 Axea)(x) > o))
=p(x: fI >} n{x: 1f )l < AD + p({x s Avpa)(x) > a})

Si tenemos que @ > A entonces se cumple que {x : [f(x)| > a}N{x: |f(x)| <A} =0
y {x : Aygw(x) > a} = 0, Por lo tanto, 4;,(a) = 0.

Si se cumple que @ < A, entonces
Apy(@) = p(x 2 1f Ol > a0 {x: [f (0l < AD + p(fx s Aveay(x) > at)
= pu({x: 1fl > ab 0 {x: 1f 0l > AY) + p({x: 1f (0l > A}
=p{x 1 fOl > ab —{x f ()l > AD + p({x 2 [f (0] > A})
=p{x|fl > ah) —p(x: [f(Ol > AD + u({x: [f(0] > A}
= A7(@) - Ap(A) + A5(A)
= A5(a).

Por lo tanto

Ap(@) sia <A,
Apy (@) =
0 sia > A.

La convolucion.

Consideremos dos funciones, f y g, que son medibles en R". La convolucion
de f vy g, denotada por f = g, es una nueva funcion que se define de la siguiente
manera:

Fra= [ =g ds
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Esta definicion es valida para todo x para el cual la integral existe. Es importan-
te notar que la existencia de la convolucién f * g, al menos casi en todo punto,
puede depender de las propiedades de las funciones f y g. En particular, si f es
una funcion acotada con soporte compacto, y g es una funcidén que es integrable
localmente, entonces la convolucién f * g estd bien definida al menos casi en todo
punto.

Estas condiciones sobre f 'y g son solo un ejemplo de las muchas que podriamos
imponer para garantizar la existencia de la convolucién. En general, el estudio de
las condiciones bajo las cuales la convolucién de dos funciones estd bien definida
es un tema importante en el andlisis de Fourier y en el andlisis arménico.

Proposicion 11. Supongamos que todas las integrales involucradas existen. Bajo
esta suposicion, podemos establecer las siguientes propiedades de la convolucion
de las funciones f y g:

a) La convolucion es una operacion conmutativa, f * g = g * f,
b) La convolucion es una operacion asociativa, (f * g) * h = f * (g x h),
¢) Para cualquier z € R", se cumple, 7,(f * g) = (1. f) g = f = (1,9),

d) SiAeslaclausurade {x+y : x € supp(f),y € supp(g)}, entonces supp(f = g) C
A.

Demostracion.
Consulte la proposicién 8.6, en la pagina 240 del libro de Folland [3]. [ |

La Transformada de Fourier.

Definicién 14. Para cualquier f € L' (m) definimos la transformada de Fourier de
f como:

F(H(x) = f(x) = (Zﬂ)_"/Zf e f(y)dy, paratodo x € R".
Rn
Aqui la integral es con respecto a la medida de Lebesgue.

Tenga en cuenta que el operador de transformada de Fourier es lineal ya que
para fi, f» € L'(m) y ¢ € C", tenemos

Flefi + L))

Qn)™? W@ﬁ+ﬁxwf“%@

CQﬂWi&ﬁwa@+Qﬂwa&ﬁ®fM@

cF (D) + F(f)2(x).
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lll. Hipdtesis y variables
l1l.1 Hipdtesis

I11.1.1 Hipétesis General
Supongamos que tenemos dos espacios de Banach, denotados como Xy y Xj.
Las siguientes inmersiones continuas:

XoNnXiCcX;, X, CcXo+Xi

donde 0 < i < 1, nos permitirdn establecer la interpolacion de operadores.

I11.1.2 Hipotesis Especifica

Supongamos que tenemos cuatro nimeros reales 1 < pg, qo, p1, g1 < . Con-
sideraremos un operador lineal acotada T con las siguientes propiedades: T :
LPo(u) — L)y T : LP*(u) — L7'(u). Esto nos permitird demostrar que T
mapea un subespacio intermedio entre L”°(u) y L' (u) en un subespacio interme-
diario entre L% (v) y L' (v) tal que ||T fllza¢) < C I fllrw)-

I11.2 Definicion Conceptual de Variables
Las variables identificadas en la hipétesis general se pueden definir conceptual-
mente de la forma que se indica a continuacién.

¢ Variable Independiente
Inmersion continua entre espacios de Banach

e Variable Variable dependiente
Operador que mapean subespacios intermediarios.

I11.3 Operacionalizacién de la variable

Variable Dimensiones Indicadores indices Método Técnica
Independiente
L, ) Comportamiento Analitico,
Inmersion Espacios de P i Problema de . .
: de los espacios | . ., | Inductivo- | Constructiva
continua entre Banach interpolacion .
. de Banach Deductivo
espacios de
Banach.
Dependiente
Teoria de Comportamiento -
Analitico,
Operador que | operadores de los Problema de . :
. . . Inductivo- | Constructiva
mapeo lineales operadores interpolacion )
: Deductivo
subespacios acotadas acotados
intermediarios.
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V. Diseno metodoldgico

IV.1 Tipo y diseno de la investigacion

El estudio en cuestion es de naturaleza bésica, tal como lo define Alva Lucia
Marin Villada (2008), quien lo denomina también como investigacion pura, teérica
o dogmdtica. Esta se distingue por su origen y permanencia en un marco tedrico.
Su propésito principal es la formulacién de nuevas teorias o la modificacién de las
existentes, con el objetivo de ampliar los conocimientos cientificos o filoséficos.
Sin embargo, estos conocimientos no se contrastan con aspectos practicos.

Este estudio se clasifica como basico debido a que su objetivo es contribuir con
conocimientos que permitan refinar ciertos aspectos del marco teérico. En cuanto
a su disefo, este es de tipo no experimental.

V.2 Método de investigacion

El estudio se basa en dos enfoques principales: Andlisis y Sintesis. En el andli-
sis, se examinardn los elementos del problema en estudio para descubrir sus apli-
caciones. La sintesis, por otro lado, se llevard a cabo a partir de los resultados
obtenidos en el andlisis. En este contexto, se analizan diferentes espacios donde se
aplican los resultados de la interpolacidn.

El método Inductivo-Deductivo también es fundamental en nuestro estudio. Uti-
lizaremos la induccién como una forma de razonamiento que nos permite pasar del
conocimiento de casos particulares a un conocimiento mas general. De manera si-
milar, emplearemos la deduccién, otra forma de razonamiento, que nos permite
pasar de un conocimiento general a uno de menor nivel o particular. Este método
es una herramienta constante en nuestra investigacion, especialmente al plantear y
desarrollar teoremas y lemas correspondientes.

IV.3 Poblacion y muestra

Dado el cardcter de nuestra investigacion, no empleamos técnicas convencio-
nales de recoleccion de datos, tales como la observacion, la experimentacion o la
encuesta. En consecuencia, no realizamos la recoleccion de datos de una muestra

o poblacién.

Poblacién: No Aplica
Muestra: No Aplica

IV.4 Lugar de estudio
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El estudio se llevard a cabo en las instalaciones de la Facultad de Ciencias Natu-
rales y Matemdticas de la UNAC. Sin embargo, es importante precisar que debido
a la situacién sanitaria actual que enfrenta el pais, gran parte del trabajo se reali-
zard en el domicilio del autor.

IV.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la in-
formacion

Dada la naturaleza de nuestra investigaciéon, no empleamos técnicas conven-
cionales de recoleccién de datos, como la observacion, la experimentacién o la
encuesta. Al tratarse de un trabajo estrictamente “matematico” (tedrico-abstracto),
no se requieren procedimientos especiales para la recoleccion de informacién. En
su lugar, realizamos una busqueda y revisioén bibliografica exhaustiva, que inclu-
ye libros especializados, paginas web, articulos y revistas especializadas. Ademas,
mediante el uso de técnicas de andlisis-sintesis e inductivo-deductivo, avanzamos
progresivamente hacia los resultados propuestos.

IV.6 Plan de Trabajo de Campo

El proyecto no necesita de un andlisis técnico ni de un estudio de la estructura
administrativa, ya que se trata de un trabajo de cardcter tedrico y no estd dirigido
a un proyecto de inversion. Ademads, el proyecto no tiene como objetivo evaluar el
impacto ambiental ni desarrollar un plan de trabajo de campo. No obstante, el drea
de estudio se centra en el andlisis real.

IV.7 Andlisis y Procesamiento de datos

Dado que se trata de un trabajo no experimental, no se realiza ningtin andlisis ni
procesamiento de datos. La direccién del proyecto no estd orientada a la inversiéon
ni al impacto ambiental. El proyecto se ha llevado a cabo tras una extensa revision
de material bibliografico y especializado en el drea de andlisis real.
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V. Resultados
V.1 Resultados descriptivos

Consideremos el caso en el que 1 < p < g < r < co. En este escenario, encon-
tramos que (LP(u) N L" (1)) € L9(u) C (LP(u) + L (u)). Surge una pregunta natural:
si tenemos un operador lineal 7 en L?(u) + L"(u) y estd acotado tanto en L (u)
como en L'(u), ;jestard también acotado en L9(u)?. La respuesta a esta pregunta
es afirmativa. Este resultado no solo es valido en este caso, sino que puede ser
generalizado de diversas formas. Los teoremas de interpolacién de Riesz-Thorin
y Marcinkiewicz son fundamentales para entender esta cuestion. En esta seccién
presentaremos estos teoremas en detalle.

IV.1.1 La interpolacién de Riesz-Thorin.

En esta seccion seguimos en gran medida la presentacién en [Budge Folland
Gerald, Real analysis, (1999), [3]].

Nos enfocaremos en trabajar con escalares que son nimeros complejos. Sea T
una aplicacion lineal de LP(u) en LY(v). En términos matemadticos, esto implica
que para cualquier par de funciones f,g € LP(u) y y cualquier par de escalares
complejos @, € C se cumple que T(af + Bg) = aT(f) + ST (g). En este caso
escribiremos

T:LP(u) - Li(y)

si ademas T es acotado, es decir, si

T Fllzaga
S sup T flla

A=
FilArgz0r IlLeG  iifilpg)#0

es finito. El nimero A se define como la norma de T. Ademas, sera esencial abordar
de manera simultdnea los operadores 7 definidos en varios espacios LP(u).

Definicion 15. Dado un espacio de medida (X, X, u), definimos el espacio LP(u) +
L"(u) como el espacio que contiene todas las funciones f tal que f = fi + f2, con

fielP(wy fa e L'(w).

Teorema 8. Sea (X, X, u) un espacio de medida. Si se cumple que 1 < p < g <
r < oo, entonces se tiene que LI(u) C LP(u) + L' (w). Es decir, cada f € L1(u) es la
suma de una funcion en LP (i) y una funcion en L (u).

Demostracion.
Sea f € L(u) y sea y una constante positiva fija. Sea

f, 1fxl >,
filx) =
0, If™l<y,
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y fo(x) := f(x) — fi(x). Entonces
f P du = f AP du < 97 f OO du
X X X

ya que p — g < 0. De manera similar, debido a r > q.

f LGN dy = f IR du <y f OOl du,

X X X

Asi fi € LP(u)y > € L"(u),con f = fi + oy r < 0. Si r = co. Entonces
olliogn = IEIC € B2 plx € X 150] > C) = 0} < .

Asi f> € L™(u), y el teorema esta probado. |

Teorema 9. Sea (X, X, u) un espacio de medida. Si 1 < p < g < r < oo, entonces
LP(u) N L'(u) € L) y
1£1ly < IAILIAL

cont € (0, 1) definida por

1-1 1/g-1
+ , 0<r<, estoest:u

t
P 1/p-1/r

1
q
Demostracion.

1. Supongamos que r < oo. Dada la ecuacién
1 ¢t 1-t

A —— (0.1)
g p T

si reorganizamos los términos para tener g en el lado derecho, obtenemos los ex-

ponentes conjugados

t 1—-1
1:g+ﬂ )

p r
Ahora, utilizando la desigualdad de Holder, Teorema 3, podemos calcular la norma

Li(u) de f:
f A1 du = f LA
X X
(11

qt
< ([ )" ( [ 0w a)
X X

1-
= A IS5

de donde se deduce que
11y < Ao A1y
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2. Supongamos que r = oo. Entonces tenemos que t = p/q y que

P = 1191 < IAIESTIAP

Por lo tanto, podemos expresar la norma L7(u) de f como

1/q _ 1/q _ B
Wleso = ( f i) <17 f AP dit) = AP UAIL = A
X X

Proposicion 12. Sea (X, X, u) un espacio de medida. Si se cumple que 1 < p <
r < oo, entonces LP(u) N L' (u) es un espacio de Banach con la norma definida
como ||fll = Ifllrqy + 1fllr)- Ademds, si p < g < r, la aplicacion inclusion
LP(u) N L (i) — Li(u) es continua.

Demostracion.

1. LP(u)NL"(u) es un espacio normado. Para demostrar esto, consideremos f, g €
LPyN L' (u)y @ € C, entonces f,g € LP(u) y f,g € L' (1) por tanto se satisfacen
todas las condiciones para ser un subespacio vectorial, ya que tanto LP(u) como
L’(u) son espacios vectoriales. Ademas

D) |l.ll =0, paratodo f € LP(u) N L™ (u). Esta afirmacion es evidente dado que las
normas || fllzru) ¥ I1f1l() son siempre no negativas.

i) |IfIl = 0 si, y solo si, || fllzr(wy = lfllzrw) = O siy solo si, f =0 u-c.t.p.
iii) llafll = llafllergy + llefllerg = lal 1f gy + lal 1fllzrg = lal 1]

) f +gll = If +gllrq +I1f + &llzrqy < W llerq +8llerw + 1 g + gl =
A1+ Tlgll-

2. LP(u)NL’(u) es un espacio de Banach. Para demostrar esto, consideremos (f;,)
una sucesion de Cauchy en LP ()N L" (). Entonces (f;,) es también una sucesion de
Cauchy en LP(u) y en L"(u). Por lo tanto, existen funciones f € LP(u) y g € L"(u)
tales que

lim f, = f en LP(u) lim f, =g en L' ().

Esto implica que f, — f en medida y si r < oo también f;, — g en medida. Si
r = oo entonces existe una subsucesion (fy,) de (f,) tal que f,, — g p-c.t.p. Por
el Toerema 6, tenemos que f = g u-c.t.p. Por lo tanto, concluimos que f = g €
LP(u) N L"(u). Dado que f, — f tanto en L”(u) como en L' (u), se deduce que
fu— fen LP(u) N L"(w) y por lo tanto, LP (i) N L" () es un espacio de Banach.

3. Laaplicacién i : LP(u) N L"(u) — L(u) es continua. Esto se puede demostrar
utilizando el Teorema 9, que nos dice que existe un ¢ € (0, 1) tal que

I Nzoey < AN Iy
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donde

qg p r
Dado que || fllLr@y < 111y Ifllr < 11f1l, obtenemos

I Nzog < WAl NGy < IAIILAIT = 1A

Ahora, consideremos un € > 0y dos funciones f,g € LP(u) N L"(u), Si elegimos
0=eyllf-gll <dentonces ||f — gllraq < Ilf — gll < &. Por lo tanto, la aplicacién
i:LP(u)yn L"(u) — L9(u) es uniformemente continua. [ |

1 ¢ 1-t¢

Proposicion 13. Sea (X, X, u) un espacio de medida. Si 1 < p < r < oo, entonces
el espacio LP(u) + L (1) es un espacio de Banach, equipado con la norma definida
por |Ifll = inf{lIgllLrw) + 1Allrq : f = & + h}. Ademds, si p < g < r, la aplicacion
inclusion L1(u) — LP(u) + ||h||L- es continua.

Demostracion.

1. El espacio LP(u) + L' () es un espacio normado. Para demostrar esto, consi-
deremos f,g € LP(u) + L' (1) y @ € C. Podemos expresar f 'y g como f = f] + fo,
g = g1 + g respectivamente, donde fi,g1 € LP(w) y fr,g> € L' (). Dado que
tanto L” (1) como L' (u) son espacios vectoriales, se cumplen todas las condiciones
necesarias para que L”(u) + L (1) sea un subespacio vectorial. Ademas,

D) |l.|l =0, paratodo f € LP(u) + L"(u). Esto se deduce directamente del hecho
de que, ||fllzr@) + Iflzr) es siempre mayor o igual a cero. Por lo tanto, el
infimo es mayor o igual que cero.

it) [If1l = 0 si, y solo si, llgllzr) = Al = O tal que f = g + h. Ademds, esto
ocurre si, y solo si, f = 0 u-c.t.p.

111}
: llefll = inf{llegllre + lehllrq) : af = ag + ah}
= inf{le] llgllLr@ + lad 1Rl : af = ag + ah}
= |e|inf{lIgllLrg + Al = f = g+ h}
= |l |If1I.
iv)
Ilfi + f2ll = inf{ligllzr) + 1Allrw) = fi + o =g+ h}
= inf{llg1 + g2ller@w + 1 + hallr = f1 + o =g+ h = (g1 +g2) + (h1 + )}
< inf{(lgillerg + g2llr@) + 1hillrgy + h2llrgy = fi+ fa=g+h
= (g1 +82) + (1 + )}
< inffllgillrq + il : fi = g1 + it +inf{llgallirqy + h2llrqw @ f2 = g2 + ha}
= [IAl+ A
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2. El espacio LP(u) + L' (1) es un espacio de Banach. Para demostrar esto, ha-
cemos uso del Teorema 5.1 de la pdgina 152 en Folland [3] que establece que un
espacio vectorial normado, X, es completo si y solo si, toda serie absolutamente
convergente en X converge.

Supongamos que Y, f, es una serie absolutamente convergente en LP(u) +
L’ (). Por la definicién de infmo y la norma || . ||, sabemos que para todo n € N,
existen g, € LP(w)y h, e L'(w)talque f, = g, + h, y

lgnllLrwy + Whnllery < I1full + 172"

A partir de esta desigualdad, y dado que ambas series 3, | f, y 2.~ 1/2" son
absolutamente convergentes, se deduce que las series 3" | g, Y 2.~ h, también
son absolutamente convergentes en los espacios L (u) y L"(u) respectivamente.

Como los espacios LP(u) y L' (1) son espacios de Banach, existen g € LP(u) y
h e L"(u) tales que 3.7, g, — gen LP(u) y 3" hy, = hen L™ (u). Ademas,

lg= D gl <lig = )" gullirgy = O cuando n — co.

n=1 n=1

De manera similar,

= > hall <l =" hullirgy = O cuando n — co.

n=1 n=1

Combinando estas dos desigualdades, obtenemos que

lg+h= > fl <lg =D gallrgy + 1= ) hallirgy — O cuando n — oo.

n=1 n=1 n=1
Por lo tanto,la serie 3> | f, = 3.7 ,(gx + hy), converge para g + h € LP(u) + L' ().

Esto demuestra precisamente lo que queriamos.

3. La aplicacién i : L9(u) — LP(u) + L"(u) es continua. Para demostrar esto,
consideremos p < g < ry f € Li(u). Definamos el conjunto E de la siguiente
manera:

E:={xeX:1<|[f(x).

Por construccién de E se tiene que
fxel” <Ifxel® y \fxel” <Ifxeel,
Por lo tanto, tenemos que fyg € LP(u) y fxec € L"(1). Entonces,
LA = Nl xe+fxeell < Wfxellre N fx el < N xElliag+HIfxedllLaw = 1flzag)-

Dadoun & > 0y f,g € LI(u), si definimos 6 = ey si ||f — gllzs() < O entonces

IIf =gl < IIf = gllea < e
Por lo tanto, la aplicacion i : L9(u) — LP(u) + L"(u) es uniformemente continua
y, €n consecuencia, es continua. ]
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Lema 7. (Lema de las tres lineas). Sea ® una funcion continua y acotado en la
franja 0 < Re(z) < 1 que es holomorfa en el interior de la franja. Supongamos que
My >0y M; > 0. Si se cumple que

|D(2)] < My, cuando Re(z) =0,

|D(2)] < My, cuando Re(z) =1,

entonces se deduce que:

|D(z)| < M(l)_'Mi, cuando Re(z) =t, paratodo 0 <t<1.

Demostracion.
Consideremos 0 < € < 1. Paratodo z € {w € C : 0 < Re(w) < 1} definamos la

funcién ®@,(z) como
e—gz(l—z)q)(z)

(D{;‘(Z) = Ml_ZMZ
0 1

Observemos que @, es una funcién holomorfa en el interior de la franfa y continua
en toda la franja. Ahora, consideremos z = ¢ + ib

Re[z(1 = 2)] = Re[(t + ib)(1 —t — ib)] = t(1 = 1) + b*

¢ Si establecemos que Re(z) = ¢ = 0, entonces obtenemos:

_ _ _ _ _oh2
0up) = [NR@L  SCETIMy T My ey
’ IMYEIMS| T MR RO T My }

¢ Si establecemos que Re(z) = ¢ = 1, entonces obtenemos:

_ _ _ _ b2
() = le ez(1 Z)”(D(Z)l - eRe(=&x(1 z))M1 e &b M, B e_gbz <1
’ IMYEIME T MR MR T M, B

Observemos que @, cumple las condiciones del lema, con My y M| ambos iguales
a 1. Para comprobar que @, esta acotada en la franja, consideremos ¢ € (0, 1)

|e—sz(1—z)||q)(z)| ~ eRe(—sz(l—z))lq)(Z)| ~ e—s(t(l—t)+b2)|q)(z)|
MM My M MM,

D (2)] =

2
e—st(l—t)e—sb |(I)(Z)| -

2
1-t gt < Ce °
MO Ml

—et(1-1) . . 2 .
donde C >0y "’Ml,—,jl;),(z)' < C. Esto es factible ya que, por hipétesis, sabemos que
0 1

la funcién @ estd acotada en la franja. Como

2
e*" - 0 cuando |b| — oo,
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tenemos que
|®.(z)] = 0 cuando |Im(z)| — .

Esto significa que,
existe A; > 0 tal que |D.(z)| < 1 siempre que |Im(z)| > A.. 0.2)

Sea L, > A, entonces |D.(z)| < 1 en la frontera del rectangulo 0 < Re(z) < 1y
-L, <Im(z) < L.

Aplicando el principio del médulo maximo, Corolario 4.6 de la pagina 92 del
libro de Elias M. Stein y Rami Shakarchi [16], obtenemos que

|®.(z)| < 1 en el interior del rectdgulo también. 0.3)

A partir de las ecuaciones (0.2) y (0.3), concluimos que |®.(z)| < 1 en toda la
franja. Dado que,

e—ez(l—z)q)(z)
1_
M0 ZMT

ReCe1-D ()| e~W1-D+0))P(7)|

|De(2)] = M(I){e(l—z)Mi{e(z) B M(l)_lMi

entonces
e—s(z(l—t)+b2) D)

1-
M,

<1, paratodo0 < Re(z) =1 < 1,

es decir
—(t(1-1)+b%) 1=t p gt
e’ D) < My~ M.

Al aplicar el limite cuando € — 0, obtenemos que
|D(2)] < Mé_tMt , para todo z en la franja.
|

Sean (X, X, u) y (Y, Y, v) dos espacios de medida, y 1 < pg, qo, p1,g1 < o0. Sean
Ty : LPo(u) — L(v)y Ty : LP'(u) — L9'(v) dos operadores. Decimos que T y T
coinciden en el espacio LP°(u) N LP' () si para todo f € LPO(u) N LP'(u), se cumple
que Tof € L1'(v)y Tof = T1 f.

Dado que LP°(u) N LP' () es un subespacio denso de LPi(u), para j € {0, 1}, cada
operador T'; estd completamente determinado por su restriccion en L0 (u) N LP' (u).

Cuando Ty y T coinciden, existe un dnico operador continuo 7' : LPO(u) +
LP'(u) — L%(v)+ L' (v) cuya restriccion a LPi(u) es T';: Este operador T se define
como sigue:

Tf=Tofo+Tih 0.4)

donde f = fo + f1y f; € LP/(u). Segun nuestra hipdtesis, el segundo término de la
igualdad en la ecuacion (0.4) no depende de la descomposicién f = fy + fi.
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La restriccion del operador T : LPO(u) + LP'(u) — L%P(v) + L9 (v) a LP(u) para
p entre pg y p; tiene sentido porque L”(u) es un subespacio (denso) de LPO(u) +

LP1 (/l)

PREGUNTA: ;Existe un valor apropiado de g tal que el operador T : LP(u) —
Li(u) es acotado?

En otras palabras, la imagen T (L”(u)) que estd incluida en L%(u) + L' (u),
(también estd contenida en LI(v) y el nimero [|T'||zr(u)—r4(v) €s finito? Un ejemplo
evidente es: si po = p; = py g entre qo y ¢, en este caso T es un operador lineal
acotado.

De hecho, si definimos ¢ € [0, 1] por la relacién

1 1-t ¢

-—= — 4+ —,
q q0 q1
entonces, utilizando el mismo razonamiento que en la demostracién del Teorema 9
tenemos que 7 f € LI(v) y que

IT fllzsey < UT A1 o7 Al < Cll oo

donde
]_
C= ||T||Lpé(ﬂ)_>Lt10(v)||T”ILP1(,1)_>Lq1(v)-

En este ejemplo particular, todos los valores de g que se encuentran entre gg
y g1 son validos, debido a que py = p;. En un caso més general, la respuesta
proporcionada por el teorema de Riesz-Thorin indica que 1/¢ depende linealmente
de 1/p. Dado que g debe ser igual a g; cuando p es igual a p;, obtenemos la
siguiente relacion:
(G = 2y = (2= Dy - L,
9 490 491 40 p Po P1 Do
Teorema 10. (Interpolacion de Riesz-Thorin). Consideremos dos espacios de me-
dida, X, X, )y (Y,Y,v) y sean 1 < pg, qo, P1,q1 < 0. Si gg = g1 = o0, asumamos
que v es semifinita. Para 0 < t < 1, definimos p; y q; de la siguiente manera:

I 1=t t 1 l-t 1t
;o= —

P Pl @ g a

Si T es una transformacion lineal que mapea LP°(u) + LP'(u) en L°(v) + L' (v) tal
que:

T fllzsoy < Mollfllrowy, paratodo f € LP°(u)

IT fllar oy < Millflleer ), paratodo f € LP'(w),

entonces se cumple que

IT fllzay < My " MAIIfllLmqy paratodo f € LPi(u). (0.5)
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Demostracion.
1. Enel caso en que pg = p; = p, se deduce que p; = p. Este escenario particular
ya ha sido analizado en la pagina precedente.

2. Supongamos que po # pi, con pg < pi, en este caso 1 < p; < oo para todo
O0<t<l.

En primer lugar, vamos a demostrar que la desigualdad (0.5) es vélida para f
perteneciente al espacio ), de funciones simples que se desvanecen fuera de un
conjunto de medida finita. Es importante destacar que el espacio ), es denso en
LP(u), para cualquier 1 < p < o).

Denotemos por ) x vy D,y a los conjuntos de todas las funciones simples en X e
Y respectivamente. De acuerdo con el Teorema 5, tanto ),y como )y son densos
en los espacios LP(u) y L?(v) respectivamente, para 1 < p < oo.

Observemos que, para cualquier f € >y, Tf € L9(v) N L9 (v), Por lo tanto, el
conjunto {y € Y : Tf(y) # 0} es o finita siempre que no se tiene gg = q; = oo.
Sin embargo, si gy = g1 = oo, entonces v es simifinita, y se cumple la hip6tesis del
Lema 6. Por lo tanto, tenemos que

cg€ 2y ¥ el = 1.

T Fllie) = sup {\ fy (T g dv

donde ¢; representa el exponente conjugado de ¢,. Podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que f # 0. En este caso, cambiamos la escala de f tal que ||f|[z» = 1.
Por lo tanto, nuestro objetivo es demostrar que, para cualquier funcioén f € ) x que
cumpla con la condicion ||f||zr ) = 1, verifique que

f(Tf)g dv < My™'M! paratodo g € Yy tal que lgll oz, = 1.
Y

m n
Sea f = Z CXE; Y 8 = Z dixF,, donde los E; y los Fy son disjuntos dos a
=1 k=1
dos en X e Y respectivamente, y cj, d; € C diferentes de cero. Si expresamos c; y
dy en coordenadas polares, tenemos

cj = lejle y dy = |dile*.
Introducimos las funciones a(z) y 5(z) de la siguiente manera:

1-z

1=
a(z)=—+i yﬁ(z)=—z+ :
Po P1

q0 a

Es importante notar que,

1 1
a(t)=— y B(t)= —para0 <t < 1.
Pt q:
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Fijemos ¢ € (0, 1). Dado que p; < oo, se deduce que a(f) > 0. A continuacién,
definimos las siguientes funciones,

I
f% = Z |Cj|(t(t)e jXEj’
j=1

m
g: 1= )l =0 ey, si B0) # 1,
k=1

en el caso que B(f) = 1, definimos g, = g para todo z. Ademés, si z = ¢ entonces se

cumpleque f; = fyg =t
Finalmente, definamos la funcién ®(z) de la siguiente manera:

() = fY (T )8 dv.

Caso I: Consideremos la situacion en la que 5(¢) = 1

n

m
0@ .
O(z) = j;T( Z |cj|«® elyJ)(Ej) Z \dile" x F, dv

j=1 k=1

n

m
D 3 el el f (Txe Ve, dv.
j=1 k=1 Y

Caso II: Ahora consideremos la situacién en la que 5(¢) # 1.
(I)(Z) = f T( Z |c]| a(f) elyJXE,') Z |dk| 1-B(1) el‘/’kXFk dv
y \4 :
j=1 k=1

m
a@ 5@
= Z |Cj|a(t) || =5 el(}/,ﬂﬁk) f(TXE/)XFk dv.
- Y

Por lo tanto, podemos afirmar que ®(z) es una funcion holomorfa de z, que es
continua y acotada en el conjunto donde 0 < Re(z) < 1 ya que, por la desigualdad
de Holder, Teorema 3, tenemos

|f(TXE))(F dvl < IITxEllLowlerll g,
Y

< MO”XE||L1’0(;1)|L\/F”L%(V)

= Mou(E)'"ov(F)' /4%,

Observemos que, si tomamos z = ¢ tenemos que
@) = f(Tf)g dv.
Y
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Ademads, se cumple que

m m m
LOWEN iy
fi= Y lej meMye, = Y lejle™ixe; = > ejxe, = f.
j=1 j=1 j=1
De manera andloga, se verifica que g, = g.

Aplicando el Lema de las Tres Lineas, Lema 7, es suficiente demostrar que
|P(2)| < Mo cuando Re(z) = 0y |P(z)| < M; cuando Re(z) = 1, desde que

|| < My™'M cuando ¢ € (0, 1).

Caso I. Si Re(z) = 0, entonces z = ib, donde b € R. En este caso tenemos

1-ib ib 1 1 1
o) = —= + 2 = — +ib(— - —),
Po P1 Do P1 Do
luego, obtenemos
Lo, ol 1
@ _wt?Gi o) _p, o 11
- 1 - _+lbpl(___)
a(1) o Po pPi Do
@y _ D
Por lo tanto, Re(m) = oo
De manera andloga,
1-ib ib 1 1 1
1-B@) = —— + 2 = 1= — +ib(— — —),
q0 q1 q0 q1 9o

lo que nos permite obtener

1-p@) =g +ibG =)
1= -4 '

q1

Por lo tanto,
-+ 5

Re(i:ﬁii;)_ 0 49 _ 49

1 1 7’
-1 14 q

dado que se cumple que

Luego, tenemos que

Pt

n

Re(22Y, v, Re( 22 Pr.

If] = Z e R leily g, = [FRGW) = | o,
J=1
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m A
1-B(2) . 1-B(2) =+
lg:d = D Ry, = JgRe55) = g,
k=1
Por lo tanto, por la desigualdad de Holder, Teorema 3,

mm{ﬁm&w

< IT fllisoolg:ll .,

< Mollfellrogligell 4., por hipdtesis

’
P /A

= Mollfl 5,8l = Mo

Puesto que se tomo || fllzriqy = 1y ||g||L[,;(V) =1.

Caso II. Si Re(z) = 1, entonces z = 1 + ib, donde b € R. En este caso, tenemos

que

1-(1+ib 1+ib 1 1 1
el G L) S L S VLI
Po p1 p1 P11 Po

a(z)

a continuacion, obtenemos

1 . 1 1
a@ TG -5 p 11
- 1 - _+lbpl(___)
a(1) o D1 P1 Do

a@y _ Pt
Por lo tanto, Re(m) = o

De manera andloga, tenemos

1-(1+1ib 1+1ib 1 1 1
d+i) Ivib L Lol
q1 q1 q1 4o

1-BE)=1-

lo que nos permite obtener

1-pe) =g +ibG—3)
1-B@) 1-1 '

qr

Por lo tanto,

1
I N T
Re(l —,B(t)) 1

dado que se cumple que



Luego obtenemos
n a(z) a(2) Pt
Re(22), iy, Re(&2 a2
il = D e ey, = | FIFED = | feol,
J=1

’
!

9
9

m
R 1-B(z) . R 1-B(z)
lg:d == D Py, = IR (D) = fg()
k=1

Aplicando la desigualdad de Holder, Teorema 3, obtenemos que

D) = | fY (T g dv

<IT Fllen ol

< Millfeller wligell ¢, por hipdtesis
4

-
a
ql

— p =
= Ml“f”yr(y)”g“L o) M.

bt
1

esto se debe a que hemos establecido que || f||zer) = 1y lgll 1.

L9~

Por lo tanto, @ satisface las hipétesis del Lema de las tres lineas, asi tenemos
que
|D(z)| < My'M| para Re(z) =€ (0,1).

Ahora, por el Lema 6, tenemos que
IT fllg < My" M1l
para f simple.

3. supongamos que f es una funcidén arbitraria en L”"(11). De acuerdo con el
Teorema 5, existe una sucesién de funciones (f,,), f, € >.x paracadan € N, tal que
Ifnl <Ifly lim f, = f. Definamos

n—oo
A={xeX:|fl> 1} g=fxa, & =fuxa h=fxacy hn = faxac.

Entonces tenemos que
f=Fxx=fxa+ fxa=g+h,

fn = fn)(X = fn/\/A + fn/\/ c=gnt hn-

Supongamos que 1 < pg < p; < p1 < 0. En caso contrario, simplemente podemos
reasignar las etiquetas de pg y pi.
Por lo tanto, concluimos que g € LP(u) y h € LP'(u), dado que [Igllzrow) <

WAzry y 1Rllzer e < ANl -
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Podemos justificar esto de la siguiente manera:
lg(OIP = 1 f I xa(x) < 1f I xalx) < oo,
dado que |f(x)| > 1y p; > po.
RO = 1 f (I xac(x) < 1f O xac(x) < oo,

desde que |[f(x)| < 1y p: < p1y f € LP'(u), Este es el mismo argumento utilizado
en la demostracion del Teorema 8.

Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada, Teorema 2, concluimos que
1im I = fllp, = 0 con g = Ifl € L"(u),
lim [ign = gllp, = 0 con g = |flxa € L),
lim [l = Allp, =0 con i = |flxac € L7 ().
Esto implica que
1im |7, = Tgllisngy =0y lim [[Th, = Thilzay =0,
dado que

17(gn — llLaoey < Mollgn — &llroqwy ¥ 1T (hy — W|Lar vy < Millhy — hllpe -

Por lo tanto, aplicando el Teorema 7, tenemos que existe una subsucesion (7'g,, )
y (Thy,) de (T'gn) y (Thy) respectivamente, tal que

lim7Tg,=Tg v—ct.p.y lim Th,=Tg v—c.tp.
n—oo n—oo

Esto implica que
imTf,=Tf v-c.tp,
n—oo

dado que
fn=8n+thyy f=g+h,

T(fu) = T(gn) + T(hy) = T(8) + T(h) = T(f).

Aplicando el Lema de Fatou, Lema 5 obtenemos que

IITfllii,,(vfflel"’ dv:fh’rn |T f,,|4 dvsh’minfflenlq’ dv
X Yn—)oo n—oo Y

RV qr
= hrllgglf“TfM Lit(v)"
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Entonces
IT fllacy < Hminf IT folloy < limin My~ M| flluogo = M M|l

Con esto concluimos la demostracion. [ |

La conclusién del teorema de Riesz-Thorin puede ser reformulada de una ma-
nera mas fuerte. Consideremos M(f) como la norma del operador 7' que mapea de
LP(u) a L7(v). Hemos demostrado que

M(t) < My~ M}

Es posible que se mantenga una desigualdad estricta; No obstante, si se da que
O<s<t<u<lyt=(1l-1)s+ 1u, entonces el teorema puede ser aplicado de
nuevo para demostrar que

M) < M(s)' " M(u)".

En resumen, la conclusién es que log M(¢) es una funcién convexa de .

IV.1.2 La interpolacién de Marcinkiewicz.
En gran medida, seguimos la presentacion de Budge Folland Gerald, en su libro
Real Analysis (1999), [3].

Procedamos a explorar el Teorema de Marcinkiewicz, lo cual requiere la in-
troduccion de terminologia adicional. Consideremos 7' como una aplicacién que
mapea el espacio vectorial D, compuesto por funciones medibles en el espacio de
medida (X, X, i), hacia el conjunto de todas las funciones medibles en el espacio
de medida (¥,Y,v).

e La aplicaciéon T se denomina sublineal, si cumple con las siguientes dos pro-
piedades: |T(f + )| <|Tfl+|Tgly |T(cf)| = c|T f] paratodo f,g € Dyc>0.

e Una aplicacion sublineal T se clasifica como de tipo fuerte (p, ¢), donde (1 <
P,q < ), si cumple las siguientes condiciones LP(u) € D, T : LP(u) — Li(v),y
existe una constante C > 0 tal que ||T f|l, < CI|f|l, para todo f € LP(u).

e Una aplicacién sublineal T se clasifica como de tipo débil (p, g), donde (1 <
p < 00,1 < g < o), si cumple las siguientes condiciones LP(u) € D, T : LP(u) —
L4(v) débil, y existe una constante C > 0 tal que [T f], < C||f|l,, para todo f €
L,(u). Ademas, diremos que T es de tipo débil (p, oo) siy solo si T es de tipo fuerte
(p, ).

Teorema 11. (Interpolacion de Marcinkiewicz). Supongamos que (X, X, 1)y (Y, Y,v)
son espacios de medida; po, p1,qo,q1 son elementos de [1, 0], tal que pg < qo,
P1=41,Y4q0 415y

1 1-t ¢t 1 1-¢ ¢

- 4+ — —-=——+— donde 0<t<l.

p Po P1 q q0 q1

<
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Si T es una aplicacion sublineal desde LP°(u)+ LP' (1) para el espacio de funciones
medibles en Y que es tipo débil (py,qo ) ¥ (P1,q1 ), entonces T es tipo fuerte (p, q
). Mds precisamente, si

[Tfly, < Cillflp,, j=0,1,

entonces
ITflly < Bylifllp
donde B, depende solo de pj; q;; C; ademds de p.

Demostracion.
1. Consideremos el caso en el que pg = p; = p. Dada la desigualdad

[Tfly; < Cilfllpy, =01,
podemos deducir que

a® Az p(@) < supa®arp(a) < CPIAIE.
a>0

De lo anterior, se sigue que

Collfll, \*
Arf(@) < (—” . (0.6)
a
De manera similar a lo discutido anteriormente, obtenemos
Cillfll, \*
Arp(a) < ( - 2l . 0.7)

Utilizando las ecuaciones (0.6) y (0.7), obtenemos

‘ﬁﬂfﬂ=qﬁ S € X < (THE) > ) ds

A1,
wﬁ ﬂmeﬂmHMH@ﬁﬂMWmnmwmm

Ilp

1Al C 40 oo C 0
%[ ﬂA(mmﬂ M+Qf ﬂA(mmﬁ .
0 § 71, §

C‘IO qu
q(O + 1}m$

IA

qg—4q0 41—¢q

concluimos que,

c q1 \1/q
nwmsw% 04 ‘) 1711,
q—q0 41 —4
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2. Ahora consideremos el caso en el que pg # p;. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que pg < p1, Por el momento, también asumiremos que gg < oo
y g1 < o0, lo que implica que pyp < p; < co. Dada una funcién f € LP(u) y A > O,
definamos las funciones g4 y h4 como en la Proposicién 10. Entonces, aplicando
las Proposiciones 9 y 10, obtenemos

flgAI"’0 dp = Poj(; B A, (B) dB = poj(; B AB+A)dB, h=B+A
= po fA B~ A 1,8) dB < po fA BB dB,

o0 A
[ du=p [ g @ ds=p [ 56 ap.
0 0
(0.8)
De forma analoga, podemos escribir la siguiente igualdad:

f ITfl?dv =g f Az (@) da = 21g f A7 ;Qayda. h=a/2 (0.9)
0 0

Dado que T es sublineal, por la Proposicion 8 d) obtenemos la siguiente desigual-
dad:
/le(Za/) < /1TgA (@) + /lThA(OZ). (0.10)

Esta relacién es cierto para todo @ > 0y A > 0, lo que nos permite hacer que A
dependa de a. Ahora, vamos a hacer una eleccion especifica de A. A partir de las
ecuaciones que definen p y ¢, y mediante un cdlculo algebraico sencillo, obtenemos
que

1/q—1/q0 1/p—1/po 1/q—1/q: _1/p—=1/p

=1 = = —

g1 - 1/q0 Upi-1pe > Vai-1g ' 1po—1/p1

De aqui, deducimos que

Vg=1/q0 _ 1/q1=1/q0 _ 1/q=1/q
I/p=1/po  1/pr=1/po 1/p=1/p1

lo que implica que
Vg=1/q0 _ 1/g=V/q
1/p=1/po  1/p—1/p:

Por lo tanto, obtenemos la siguiente relacion:

pogo-q _P@ —a) _ pa -a)  pa-g)
qopo—p) ¢ 'p-ps)y ' -piH  @pi—p)

0.11)

Denotamos el valor comtin de estas cantidades por o, y elegimos A = a“. Enton-
ces, teniendo en cuenta las ecuaciones (0.8), (0.9), (0.10), y las estimativas de tipo
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débil en T', tenemos

IT 1§ < quf @ [(Collgallpo/@)® + (Cillhallpr /)] da,
0
00 00 610/170
< zqq Cgopgo/[?o f a,q—qo—l [f ﬁpo_l/lf(ﬁ) dﬁ:|
0 a” ’

00 a’ q1/p1
+20g Y p{!""! f ot [ f ﬁpl‘lﬂf@dﬁ] da,
0 0

1 o aips [ 00 q;/pj
- Vg [ [ [ exwn dﬁ] de,
0

donde, denotamos por xo Y x1 las funciones caracteristicas de los conjuntos {(a, ) :
B>a’}y{(a,B): B < a’}, respectivamente. Entonces, tenemos que

da
(0.12)

¢j(a/,/3) :Xj(a"ﬁ) a(q_qj_l)pj/qjﬁpj_l/lf(ﬁ)'

Dado que go/po = 1y q1/p1 = 1, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski

para integrales para obtener
q;/pj

00 00 q;lp;j 00 00 pjlaj
f [ f b,(@.) dﬁ] das[ f [ f ¢j<a,/s>qf“’fda] dﬁl ,
0 0 0 0
(0.13)

Si definimos 7 = 1/07, y si g1 > qo, entonces tanto (¢ — ¢,) COMO 0" SOn positivos.
En este caso, la desigualdad 8 > a” es equivalente a @ < 7. Por lo tanto,

00 00 Po/qo
f [ f ¢ola, )07 da] dp
0 0
T ]PO/QO

= foo [f a1 go
0 0

=(q—- qO)—Po/QO j()‘oolgpo—lero(q—qo)/QOO'/lf(ﬂ) dp

B~ Ap(B) dp

= (g = qo) ™/ fo B8 dB
= lg — qol ™" p~ I 115,

para simplificar el exponente de 3, recurrimos a la ecuacién (0.11), para obtener

que
Po(g — qo) po(g — qo0)
p0—1+—=p0—1+—p0(q0_q) =po—1—-(po—-p)=p-1

o
0 90 qo(po—p)

Por otro lado, si q; < qo, entonces g —¢qo y o son negativos y la desigualdad 8 >
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a” es equivalente a @ > 87, entonces como se demostrd anteriormente, tenemos

co co Po/qo co co Po/qo
f [f ¢o(a,,3)q0/p0 da/] dp = f [f qd~q0-1 da/] Bpo_l/lf(ﬂ) dp
0 0 0 B

= (g — g) ™0/ fo B A48 dB
=g — qol™P/? p~ I £II5.

Un célculo andlogo nos permite demostrar que

00 00 PI/‘]I
fo [ fo d1(a B/ da] dB = lg — qu "9 p AL

Al combinar estos resultados con las ecuaciones (0.12) y (0.13), observamos que

1/q
1
sup{IIT fllg < I, = 1} < B, = 24" ZC?(p,-/p)qf“’flq—qul‘ :

J=0

Pero dado que la propiedad |T(cf)| = c|T f] es cierto para todo ¢ > 0, podemos

deducir que
1/q
4
Ir ”f“p)”q (f' (”pr)l V)

1/q
( IIfIIq| Dt )

||prII flg-

Esto implica que para toda f € Lf(u), se cumple que 17 flly < Bpllfll,. Con esto,
hemos completado la demostracion.

Aln queda por discutir como adaptar este argumento para tratar los casos ex-
cepcionales donde gg = o0 0 g; = oo. Para ello, distinguiremos tres casos.

Caso I: Si p; = g1 = o (lo que implica que py < go < o), en lugar de tomar
A = a“ en la descomposicion de f, tomamos A = a/Cy. Entonces, se tiene que

IThalle < Cillhallo < a,

lo que implica que
/lThA (a/) = 0

53



Por lo tanto, obtenemos la ecuacién (0.12) con ¢ = 0y reemplazamos a” por a/C}
en la definicion de ¢g. Aplicando el mismo razonamiento que antes, obtenemos:

IT£I§ <29 f 4™ Az, (@) dar,
0
<2 f a7t Collgallyy /|” der,
0

= 21q¢f [ e gl do 0.14)
90/ Po

=2qch°f 07! (pofA ﬁpO_lflf(ﬁ)dﬁ) da,
0

40/ po
] da.

=21q Cgopgo/mf [[) apo(q—qo—l)/q()ﬂpo—l/lf(ﬂ) dp
o

Dado que go/po > 1, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski para inte-
grales, para obtener

00 00 q0/po = ~ Po/q0 q0/po
f [ f ¢(@.p) dﬁ] da < [ f [ f B(a, B)10/P0 da] dﬁ} , (0.15)
o LJo 0o LJo

donde y( representa la funcidn caracteristica del conjunto {(a,f) : 8 > a/C},

o(a,B) = xo q4~20=Dpo/qo ﬁpo_l/lf(ﬁ)

Dado que (¢ — qo) es positivo y la desigualdad 8 > a/C; es equivalente a
a < C18, podemos deducir que
Po/qo

~ co Po/qo co [ rc1f
f [f ¢(a,”3)qo/[70da} dg = f f a,fl—%—lﬁ(po—l)qo/Po/lf(ﬂ)qo/Po da] dp
0 0 0 LJO
oo [ rc1f Po/qo
= j; jo‘ o901 da/] ﬁl’o—l/lfw) dp

00 ’C(II_(JOﬁq—qO Po/qo -
ol A B A5 (B) dp

_ _p [
= Ciq lIO)Po/QO(q_qO) a0 jo‘ B I+(q CIO)Po/qo/lf(ﬁ) dB.
(0.16)
Dado que p; = g1 = o0, utilizando las hipétesis, tenemos

11—t 1 _1-1

y
p Do q q0
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De aqui, se deduce que

Por lo tanto, obtenemos que
P = poq/4qo-

A partir de esto,obtenemos

po—1+(q—-qo0)po/q0 = po+(q—qo)po/qo— 1

_ Poqo + gpo — qoPo _
q0

1
=pog/qo—1=p—-1
A partir de la ecuacién (0.16), podemos deducir que
0o 00 Po/q0 _po 00
[T sapmmae ™ as = mming - [ am s
_ o
= G0 (g — go) " p~ 1

A partir de la ecuacién (0.15), obtenemos que

fo ) [ fo ) ¢<a,ﬁ>dﬁr0/m da < 1" (g~ qo)™ p~ /™I fI;"™,
Luego, utilizando la ecuacién (0.14), deducimos que
T f1I < 29 Cg"pg‘)/poc?_q"(q - qO)_lp_qO/”OIIflquO/”",
esto implica que
171l < 2[g CCY b/ Py lg = o™ 1A ™.

Dado que po/p = qo/q entonces 1 = gop/pog, luego podemos simplificar la ex-
presion anterior

_ _111/4
ITflly < 2[q CECT " (po/ Y™l = qol™' | ™ 1/1lp-

Finalmente, obtenemos que

1
IT flly < 2[q CCT(po/ Y™ lg = qol ™ |* 1£1-

Caso II: Si pg < p1 < 00y qo < g1 = oo, la estrategia es seleccionar A de
tal manera que Az, (a) = 0. La eleccién apropiada es A = (a/d)“, donde d =
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1
Cq [plllfIIZ/p] n y 0 = p1/(p1 — p). En efecto, dado que p; > p, obtenemos que
A
IThAIZ < CP'lIhall2} = CP' py fo " 1y (@) da

A

= Cf]plf a”_].apl_p/lf(a) da
0

A
< CPpiar™ [ da = € piar A,

p1la a(p1—p) p1a P1
=cpf H Iy = e H 117

d d
CPI
_ Pl&i popi _ 1 p i
=y e’ = 2 (pillAl/p) e
P1 p1
- C_1 i aP' = P!,
art \C,
Por lo tanto, concluimos que
Arn, (@) = 0.

Al igual que en el Caso I, descubrimos que ¢ = 0 en la ecuacién (0.12). Ademas,
la integral que involucra a ¢( estd acotada por una constante B, siempre que la
norma de || f]|, = 1. Esto nos proporciona el resultado que buscamos.

IT £l <29 f a’ A7, (@) da,
0
« — 4\
<2g f ot Coligallpy/a|” da,
0
=21 CY’ f @ gally, dar 0.17)
0
™~ 00 q0/po
=21q CY° f a0 (Po f B B) dﬁ) da,
0 A

00 00 q0/po
=24q Cgopgo/l’o f [j(; al’o(q—%—l)/%ﬁpo—l/lf(ﬁ) dﬂ] da.
o

Dado que go/po > 1, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski para integrales
para obtener

00 00 q0/po 00 00 polqo  140/Po
f [f o(a,pB) dﬂ] da < [f [f ¢(a”3)40/170 da] dﬁ} . (0.18)
0 0 0 0

donde y( representa la funcion caracteristica del conjunto {(«,8) : B > (a/d)?}, y
¢(a,ﬂ) :XOa,(Q—qo—l)Po/%ﬁpo—l/lf(ﬁ)
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Si definimos 7 = 1/0 y dado que (g — qo) es positivo, la desigualdad 8 > (%)g es
equivalente a @ < dB7, Por lo tanto, podemos deducir que

00 00 po/qo oo [ ~dfT Po/qo
f [f ¢(a,”3)610/mda,] dp = f f aq—%—lﬁ(po—l)qo/Po/lf(ﬂ)%/Po dcx] dp
0 0 0 LJO

r ~dBT Po/qo
- f f a0 da] B~ Ax(B) dp
0 0

f‘x’ [ @1~ pla-ao)le ]PO/ 0
~Jo

B~ Ap(B) dp
q—4q0

)

— d(q—QO)Po/qO(q —qo) j; ﬁpO_H(q_qO)pO/qoa-/lf(ﬁ) dap.

(0.19)
Dado que p; = g1 = oo, entonces se deduce de las ecuaciones que definen p y g, a
través de un célculo algebraico simple, que

9-4q0 _,_ 1/p—1/po 0 _y_,_Ypr-1/pm

q 1/p1 = 1/po q “1/po-1/p1’

De manera equivalente, obtenemos que

Upi=1/p _1/pr=1/po y Vp=1/po _ 1/p1=1/po
q0 q 4= 4o q

Esto nos lleva a la relacion

1/pr=1/p 1/p—1/po
%  q9-q
lo que implica que
pP—pPi_ po—p
qopip (4 —qo)ppo
(g —q0)(p—p1)po _
qop1 -
N (g —q0)(p1 — P)Po‘
qop1

-p

P ="po
Finalmente, obtenemos
po—1+(g—qo)po/qoo = po + (g — qo)(p1 — p)po/qop1 — 1
=p-1

A partir de la ecuacién (0.19), obtenemos que

o) 00 Po/qo PO 00
f [ f ¢(a,ﬂ)"°/”°da] dB = d4-0mlan(g — goy i f BrA,(8) dB
0 0 0

= dU- 1l g — qo)_%l’_l ||f||$
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Ademads, de la ecuacién (0.18), deducimos que

00 . 90/ po
f [f ¢(a/,,3)d,3] da < dq—qo(q — qo)—lp—LIO/POHf”g%/Po
0 0
Luego, a partir de la ecuacién (0.17), obtenemos que
”Tf”Z <2q Cgong/podq_qO(q - QO)_lp_qO/pOHfHZqO/pO,

esto implica que

- 11/
”Tf”q <2 [6] Cgodq qo(pO/p)qO/p0|q - qol 1] ”f”gCIO/P()q
Dado que
po/p = qo/q entonces 1 = qop/pogq

podemos simplificar la expresion anterior

_ _11Y4
IT 1l < 2[q CLCT®(po/ pY™lg = qol ™| £,

Caso I1I: Si pp < p; < 0y q < go = o0, el razonamiento es fundamentalmente
el mismo que en el Caso II. En este caso, la eleccién apropiadaes A = (a/d)”, don-

1/p 0
de d = Co[pollfl/p] " y o = L
po—p
que

. En efecto, dado que py < p, obtenemos

ITgall? < C™llgallZ = C2pyg f " 15(0) da
A

:Cgopof a/p_la/po_pxlf(a/) da.
A

Como A < a entonces aP'™P < AP0~P_ Por lo tanto,

ITgAllZ < P poA™ f o (@) dar
A

. a19(Po—p)
= C poAP P A = C2° (po/ p) [5] a4

= CI (po/p) Il 1l Po=P)

do(po—p)

= C° (po/p) -l fllpa’

1
a0
= (Co/dy (pollflly/p) a?
= (Co/d)" (d/Co)" o = a.

Por lo tanto, si [|T'gall < @ entonces A7y, () = 0.
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Como en el Caso I, encontramos que ¢; = 0 en la ecuacién (0.12), y la integral
que involucra ¢y estd acotada por una constante B, cuando [|f||, = 1. Esto nos
proporciona el resultado deseado.

IT fllg < 2q9f gy, (@) da,
0
<2 f ™t Cillhally, /| der,
0
=29 C{' fo I nall? da (0.20)

00 A q1/p1
=2q61C(f1f0 ™07t (Plfo ﬂp]_lﬂf(ﬁ)d/?) da,

00 ] q1/p1
=24q4 Cillpflll/l’l f [f apl(q—m—l)/tﬂﬂpl—l/lf(ﬂ) dlg] da.
4 0

Como g1/p1 = 1, podemos aplicar la desigualdad de Minkowski para integrales y
obtener

00 00 q1/p1 00 00 pi/qi q1/p
f [ f ¢(e.B) dﬁ] da < [ f [ f o, B)1/7! da] dﬁ} , (0.21)
0 0 0 0

donde y denota la funcién caracteristica de {(«,8) : B < (a/d)”}. La funcién
¢(a, B) esta definida como:

o(a,B) :Xla(q_q]_l)pl/ql,@p]_l/lf(ﬁ)

Si definimos 7 = 1/0, la desigualdad 8 < (%)(r es equivalente a @ < df57, entonces

00 00 pil/q
f [f ¢(01,,3)q'/p]da' dp = f
0 0 0
-,

[ ga-aiglg-an/o|Priar

pri/q

BT
fﬁ a/q_q]_lﬁ(p'_l)q‘/p'/lf(ﬁ)q'/p] da] dp
0

00
o I

B pi/q
a0t da] BB dp

—

- d(q—ql)m/ql(q _ QI)_% j:oﬂm—1+(q—Q1)P1/q10'/1f(ﬁ) dB.
(0.22)
Sabemos que gg = oo. A través de un calculo algebraico sencillo, deducimos de las
ecuaciones que definen p y ¢, lo siguiente:

o _,_ Yr=1/po

q 1/p1=1/po’
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equivalentemente
Upi=1/po _ q
lp=1/po a1’
Restamos a ambos lados de la igualdad el nimero 1

Upi=1/po _, _ 4 _,

lp=-1/pp  a
simplificando,
Plpo=p) | _4 _,
p1(po - p) a7
esto implica que
pop=p) _ 4
pipo—p)  q
Finalmente,
p=p) _ 4 _,

pi(l=p/po)  qi
De aqui se sigue que:

p—pi=CL - 1)1 -p/popi.
q1
Por lo tanto, obtenemos:
pi—1+(@—-q)pi/qio=pi+ (% - D - p/po)p1 — 1

=p-1.

De la ecuacién (0.22), obtenemos

00 00 pi/q P 0
f [f ¢(a,ﬂ)ql/mda] dp = d(q_QI)Pl/(II(q —q1) @ f Bp_lﬂf(ﬂ) dp
0 0 0

= dm I - gy 0 p A,

Y de la ecuacion (0.21) tenemos

jo‘oo [jo‘oo qﬁ(a,ﬁ)dﬁrl/pl da < d (g — q) ' p~0/P ||f”5ql/p1
Luego de la ecuacién (0.20):
ITf1IT < 29 C‘f'p?‘/p‘dq‘ql (g—-q)) ' pra/m ”ngqn/pl
=299 CY" (p1/py"/P d* (g = ) AU

=27 C{' (p1/ "7 €5 (po/ )= (q = ) IF TP,
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esto implica que,

- _ _111/9 -
||Tf||q <2 [q Cg q1 C‘ll' (p1/p)q‘/”1 (PO/P)(q q1)/ po (q-q1) 1] ”fnqu/mtﬁ(q qu)p/poq‘

Finalmente obtenemos,

_ _ _11Y/
sup(lIT fllg < Iflly = 1} < B, = 2[q C&C (p1 /)P (po/ )" (g = q1) '] .

Dado que |T(cf)| = c|T f| para ¢ > 0, tenemos

1/‘1 Ve
9 d
H (||f||p . f ‘ ||f||p V [ ”f”ql A ) TR

Esto implica que I fll, < B,lIfl, para todo f € LP(u). n

IV.1.3 Aplicaciones.

Esta parte del trabajo se fundamenta en los materiales disponibles en las obras
de Serre Denis [8] y Gerald B.Folland [3]. Nuestro objetivo es examinar aplicacio-
nes de los teoremas de interpolacioén de Riesz-Thorin y Marcinkiewicz.

La desigualdad de Hausdorff-Young.
La transformada de Fourier en R", se define como sigue:

Ff(&) = @n™"? f e f(x) dx.
RV[
A partir de esta definicion, es evidente que:

IF Flloemy < O™l -

La transformada de Fourier se puede extender de manera natural a L*(m). Ademas,
cumple con el Teorema de Plancherel, que establece que:

IF Flz20my = 1 Nz2my-

Nuestro objetivo es demostrar que este operador estd acotado en el espacio
LP(m) para 1 < p <2. Aqui p’ representa el exponente conjugado de p.

Teorema 12. (Desigualdad de Hausdorff-Young para la transformada de Fourier).
La transformada de Fourier estd acotada en el espacio LP(m) paral < p < 2. Es
decir, si f € LP(m), entonces, Tf € LP (m), donde p’ es el exponente conjugado de
p. Ademds, se cumple que:

1_1
1Tl < @)™ PN fllLpon para 1< p <2.
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Demostracion.
Podemos observar que la Transformada de Fourier, &, tiene las siguientes pro-
piedades:

F: L'(m) > L™(m) con 1T fllz=om < Q)11 m)s

F: L2(m) — L*(m) con [1F fll2m = 1 l2m)-

Aplicando el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin, deducimos que pg = 1, o =
oo, p1 = g1 = 2y obtenemos las siguientes relaciones:

De aqui obtenemos que % + é = 1, lo que implica que g = p’. Por lo tanto conclui-
mos que:
-n/2(1-2% —n(i-L
1Tl iy < 2" llrimy = @077 llri
Ca(l_(1-1 11
= "N i = @2Vl
paratodo p € [1,2]. [ |

La desigualdad de convolucion de Young.

Proposicién 14. Consideremos dos funciones, f y g, tales que f € L'(m)y g €
LP(m) donde 1 < p < oo, entonces f * g(x) existe para casi todo x € R", fx g €
LP(m), y

1 gllzromy < WALt omylIgllLromy-

Demostracion.
e Consideremos el caso en que p = 1. En este caso, la funcion H(x,y) = f(x —
y)g(y) es integrable para casi todoy € R,y

[ HG = RO [ 1=l dx= g <.

Ademas obtenemos,

f |H(x,y)| dxdy = f L8Ozt Gmy @Y = WF 21y N L1 -

n R)l Rﬂ

Finalmente, aplicando el teorema de Fubini, obtenemos la siguiente desigualdad
L gllimy < AL omyll8I L1 oy -
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e Consideremos el caso en que p = oo. Sabemos que para casi todo punto x € R”
la funcién | f(x—y)||g(y)| es integrable con respecto a y. Esto nos permite establecer
la siguiente desigualdad:

I(f * @I < llgllzem LIl (mys

De esta desigualdad, podemos concluir que

I gllzeogmy < L gmyllgl L

e Consideremos el caso en que 1 < p < co. Dado que la convolucién es bilineal,
podemos considerarla como un operador lineal fijando una de las funciones, en
este caso vamos a fijar f en L!(m). De lo demostrado anteriormente, tenemos que
el operador 7'y definida por

Tf
§—-Tre)=f*g
posee las siguientes propiedades:

Ty L'(m) > L'(m), con [ITr(@llpigm = I * &llziomy < 1AL I8l -

Ty : L¥(m) — L=(m), con [IT¢(@llz=emy = IIf * glloom < Nfllziomllgllz=cm-

Aplicando el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin, deducimos que pg = go =
1, p1 = q1 = oo y obtenemos las siguientes relaciones:

1 1—1 t 1-—1t t
—_—e——=— 4+ —=1-1,
P Po D1 1 0o
1 1-—1t t 1—1 t
_= — _= — —=l—t
q q q 1 00

De aqui tenemos que p = ¢. Por lo tanto concluimos que:

ILf = gllramy = T f(llramy < WLt myllgH Lo (m)
paratodo p € [1, co]. ]

Proposicion 15. Consideremos dos funciones, [y g, tales que f € LP(m), y g €
Li(m). Aqui, p y q son exponentes conjugados. Entonces f * g(x) existe para todo

x € R yIIf * gllzowmy < W Nleremllglizaom).-

Demostracion.
La existencia de la convolucionf*g y la estimativa || f*gllzomy < I fllLromlIgllzacm)
son consecuencias directas de la desigualdad de Holder, Teorema 3. [ |

Teorema 13. (Desigualdad de Young para convolucion). Consideremos tres niime-
ros reales que satisfacen 1 < p,q,r < cotalque 1+ 1/r=1/p+1/q. Si g € LP(m)
y f € L1(m), entonces f * g existe en casi todo punto y

ILf = gllramy < glleramll fllLagm)-
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Demostracion.

Dado que la operacion de convolucién es bilineal, podemos transformarla en un
operador lineal fijando g € LP(m). El operador lineal, denotado por T,, se define
como:

Tg
o Te(f):=fxg.

Este operador tiene las siguientes propiedades:

Ty : L'(m) — L(m) con [Te(Allzrom = Iglzrom Ul

T,: L” (m) —» L®(m) con

< y fO)llg(x =)l dy

Tyl = If * gl = ‘ f FO)g(x—y) dy
Rn
< lgCx = Meram Al = gl Al o,
lo que implica que
TPl < Ilzomll Al o,

Aplicando el Teorema de interpolaciéon de Riesz-Thorin, deducimos que py =
1,90 = p, p1 = p’,q1 = o y obtenemos las siguientes relaciones:

1-1¢ t 1-1¢ t 1-1¢
- —_— = — 4 — = —
q0 q1 p 0 p

De aqui haciendo la resta, obtenemos
I 1 t 1t 1
—t-=l-t+=-=—+—-=1-=
q T P p P p

esto implica que,
1+1/r=1/p+1/q.

Por lo tanto, concluimos que

1f * gllzromy = T o(ONerimy < Nglleemll fllzagm)-

[
Las desigualdades de dispersion para la ecuacién de Schrodinger.
Consideremos la siguiente ecuacion diferencial parcial:
i0u = Au, (0.23)
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donde la funcién desconocidaes u : R"xXR — C. las variables de « son las variables
espaciales x1, xp, -+ , x, y la variable temporal z. El operador A en la ecuacién es
el laplaciano, definido como
nooo2
>
ax%’
J

j=1
La ausencia de un potencial de interaccién en la ecuacidn significa que no tiene
una interpretacion fisica. Sin embargo, entender esta ecuacién es fundamental para
abordar modelos mads realistas. Por ejemplo, la siguiente ecuacién:

ou
— = Au + Vu,
l@t u u

donde V : R" — R es una funcidn dada que representa un potencial de interaccion.

Consideremos el siguiente problema:

PROBLEMA 1. Dada una funcion inicial ug : R” — C, encontrar una solucién
u de la ecuacion diferencial parcial (0.23) tal que lim,— u(., r) = ugp, en un sentido
adecuado.

Multiplicamos formalmente la ecuacién (0.23) por u(x, ), lo que nos da
i0u(x, Hu(x, 1) = Au(x, Hu(x, t).

Al integrar esta ecuacion en R", tenemos

i f Au(x, Nu(x, 1) dx = f lgrad u(x, 1)|* dx.

Tomando la parte imaginaria de la ecuacién anterior, obtenemos:

1d

—_— 2 _ _ )
2dt f 0 lu(x, DI” dx = Re f ) Ou(x, Hu(x, 1) dx = 0.

Tomando en cuenta la funcién inicial uy : R” — C, obtenemos la ley de conserva-
cién de la masa, que se escribe de la siguiente manera

juCx, ) dx = f luo()f* dx.
R* R
Esto nos sugiere buscar una funcién u tal que
u:R— Lz(m)
t> u(.,t)

sea una funcién continua. Denotamos este como u € C(R; L2(m)). Por lo tanto, es
suficiente expresar la condicion inicial como

u(x,0) = uo(x),
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en casi en todo punto, para expresar la condicion inicial. Para conocer el significado
que debe darse a la ecuacién (0.23), consulte a continuacién.

Resulta que esta idea es efectiva. El método convencional para resolver el pro-
blema de Cauchy se basa en el teorema de Hille-Yosida sobre semigrupos (ver H.
Brézis, capitulo 7). Sin embargo, una demostracién mas basica serd de gran utilidad
en etapas posteriores.

Teoria L*(m) — L*(m) de la ecuacién de Schrodinger

Consideremos G el espacio vectorial generado por las funciones gaussianas y
sus traslaciones. Una funcién g € § si y solo si existen niimeros complejos a;, z;,
con Re(z;) > 0, y vectores x; € R", tales que

m

m

o r—x 12

§= Y aify(x—xp)= Y aze il
2,

J Jj=1

El conjunto G es denso de L?(m) para todo p € [1, +00).

Resolvemos inicialmente el problema de Cauchy de manera explicita cuando
up € G. La solucién existe para todo tiempo, pertenece a G y es de clase C; por lo
tanto, es una solucion en el sentido usual. Si

m m
Bl
uop(x) = E @;fp,(x —xj) = E aje Pl
=1 =1

entonces una funcion de la forma

m m

u(x, ) = ) ajOf 0= x) = ) a0e x - x|

Jj=1 J=1

es la solucién del problema de Cauchy siempre que se cumplan el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales

i0;a;(t) = —2na;(t)z;(t), —i0;z;(t) =4z j(t)2 (0.24)
con las condiciones iniciales
aj(0) = a;, z(0) = B;.
La solucién Unica de este sistema de ecuaciones diferenciales estd dada por

B o a;
zj(t) = T— 4B, aj(t) = A" BYTTRTER

A continuacion, utilizamos el hecho de que Re(B;) > 0, tenemos que 1 — 4it3; €
C — R™. Entonces podemos escribir

(1 — 4irB;)"? = exp(g log(1 - 4i1B;)),
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con la seguridad de que el logaritmo esta bien definido. Dado que 1 — 4i8; no se
anula y

Re(,B j) S
|1 — 4irB,? ’
La funcidn u(., t) pertenece al conjunto G para todo ¢ € R. A esta funcién denotare-
mos por S (Hug := u(t).

Re(z))(1) =

La conservacién de la masa, mencionada anteriormente, esta relacionada con la
identidad

Alul* = 2Re(d,u i) = Im(uAu)
= 2div (Re(u) grad Im(u) — Im(u) grad Re(u)),

esta se obtiene al multiplicar la ecuacién de Schrodinger en (0.23) por u y al consi-
derar las partes imaginarias. La formula de Green muestra que (nuestras soluciones
gaussianas son de clase C™)

f Oyluf* dx = 2f (Re(u)alm(u) _ Im(u)M) ds(x),
llxl<r lxll=r or or

donde % = grad u - r denota la derivada normal de u. Como u, % y 0;u decrecen
exponencialmente, podemos hacer que r tienda a infinito para obtener,

f A;lul? dx = 0.

Finalmente, gracias al teorema de convergencia dominada podemos intercambiar
la integral y la derivada. De esto se deduce que ||u(., 1)|| 12, €s constante:

Yup € G, IS (Duollz2gmy = lluollz2m)-

Esto demuestra que el operador lineal S(f) : § — L?*(m), donde G est4 equipado
con lanorma|| - [|;2(,), €s uniformemente continuo. Dado que § es denso en L*(m),
existe una tnica extensién continua de S (¢) a todo L?(m); esta extensién que atn
denotamos por S (f), es también un operador lineal y constituye una isometria de
L*(m). Como S () o S(s) = S(t + s) sobre G (expresa la invariancia por traslacién
en tiempo de la ecuacién de Schrodinger), tenemos que S(7) o S(—t) = Idg. Por
continuidad, esto sigue siendo cierto en L%(m), lo que demuestra que S (¢) es un
automorfismo de L%(m).

Los operadores S () forman lo que se llama un grupo continuo de isometrias de
L?(m). La continuidad se entiende en sentido puntual:

Proposicion 16. Para todo ug € L*(m), la aplicacion
R — L(m)
t— SOug

es continua.
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Demostracion.

Sea (vi;)m>0 una sucesién en G que converge para ug. La aplicacion ¢t — S (¢)vy,
es continua con valores en L2(m). Como ||S (£)v,, — S ()uo| 2my < Vi — toll2gmy» 12
convergencia de S (¢)v,, para S (f)ug es uniforme con respecto a ¢. Entonces el limite
también es continuo. |

Esto nos lleva al concepto de solucion en el sentido L*(m):

Definicion 16. Dado uy € L*(m), decimos solucién del problema de Cauchy de
la ecuacion (0.23) a la funcion u(x,t) := (S (H)ug)(x). Esta solucion pertenece a
C(R, L*(m)).

Teoria L'(m) — L*(m) de la ecuacién de Schrodinger.
Comencemos con un resultado relacionado con las gaussianas. Definimos una fun-
cién en R”

PoAn/2
K(x) = (fm) o141,

con la notacién clésica 7/ cuando z € C — R™.

Lema 8. Seat +# 0yzeC, con Re(z) > 0. Entonces
SWf=Ki* for folx) = &, (0.25)

Demostracion.
Sea x € R”. Tenemos que

K+ f,(x) = (L)n/z fe—qx(y) dy

At

donde g, es la forma cuadrética

2 i 2
= — + —
qx(y) = zllx = yll 1 tIIyII

i 4tzx 5 Z 2
=(z+)lly- .
@ g g T
Asi,
i \Y? 4tzx
0= () A | - dy
paraw = yZ =z+ 411. En esta férmula, hemos extendido la definicién

1 —4itz
de fz a C" por holomorfa. El cdlculo de la integral se reduce, por Fubini, a las

integrales simples de la misma forma. En este dltimo caso (n = 1), la férmula de
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los residuos asegura que, para X € C,

f foly - X) dy = f £ dy
R R

= 2n)""*(F £2)(0)

_( At
e+

n/2
) f17az(0)

At \M2
B (4tz+i)

lo que demuestra el lema. [ |

La convolucién por una funcién (aqui K;) es una operaciéon que conmuta con
traslaciones. Lo mismo ocurre con S (f), porque la ecuacion de Schrodinger tie-
ne coeficientes independientes de x. De esto se sigue que la férmula (0.25) sigue
siendo verdadera si reemplazamos f; por una traslacion f;(. — xp). Por linealidad,
esto es cierto para cada elemento de §. Cémo K; € L*(m), deducimos la siguiente
desigualdad

Vf €S, ISOf o < @D I flLi - (0.26)

Como § es denso en L!(m), vemos que, para cada t # 0, S(¢) admite una y sélo
una extensién continua de L'(m) en L®(m) y que es lineal. Se verifica facilmente
que esta extension coincide con S () en L'(m) N L*(m), 1o que justifica que atn se
denote como S (7). Por continuidad, (0.26) sigue siendo cierto para toda f € L' (m).
Entonces tenemos

IS &) fllzeomy < ErtY Pl flligmys YV f € L' (m),

IS O fll2ny = W ll2gmys Y € L2(m),

por ser S (¢) un grupo de isometria en L*(m).

Aplicando el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin, deducimos que py =
1,90 = o0, p1 = q1 = 2 y obtenemos las siguientes relaciones:

1 t

1-1¢ 1—-t ¢
1

=1l-t+=-=1-

14 Do D1 2
1 1-¢t ¢t 1—-t t

t
= — 4+ — = - = —,
q Q0 q o 2 2

De aqui obtenemos que % + :} = 1, lo que implica que g = p’. Por lo tanto conclui-

mos que:

’

|~
N |~

-n/2(1-% —n(i-L

IS @ Fll gy < G2 fllogny = @)™ ) fll
(-1 1_1

= @) "N Al = @21 Lo,
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paratodo p € [1,2].

El Operador Maximal de Hardy-Littlewood.
Ahora vamos a explorar una aplicacién util del Teorema de Marcinkiewicz.

Definicion 17. Una funcion medible f : X ¢ R* — C, segiin Lebesgue, se consi-
dera localmente integrable en X si para cualquier conjunto compacto K C X,

fK|f|<oo.

El conjunto de todas las funciones que son localmente integrables se denota por
1
Lloc'
Es importante destacar que el espacio LllOC guarda ciertas similitudes con el es-
pacio L' (m). Sin embargo, existe una diferencia en el caso de funciones localmente
integrables, no se requiere que estas funciones tiendan a cero en el infinito.

Definicion 18. Consideremos una funcion f € Llloc. Definimos la funcion maximal
de Hardy-Littlewood de f, la cual denotamos como Hf, de la siguiente manera:

Hf(x) = sup ———=
() b m(Br () Js 0

lfOl dy,

aqui, B,(x) representa una bola abierta con radio r y centrada en x.

Es importante destacar que la funcién maximal calcula el supremo del valor
promedio de |f] sobre todas las bolas centradas en x. Nuestro objetivo es demostrar
que la funcién H estd acotada en el espacio L”(m) para 1 < p < oo. Sin embargo,
antes de abordar esta demostracién, vamos a establecer un lema preliminar que
resultard util en nuestra argumentacion.

Lema 9. Consideremos C, una coleccion de bolas abiertas en R", y sea U =
Upgee B. Si m(U) > ¢ para alguna constante no negativa c, entonces, existen bolas
disjuntas By, ..., By € C tales que

k

Z m(B;) > 37"c.

i=1

Demostracion.

Si ¢ < m(U), entonces, por el Teorema 2.40 de la pagina 70 del libro de Folland
[3] existe un conjunto compacto K C U tal que m(K) > c¢. Ademds existen un
nimero finito de bolas en C, digamos Ay, ...,A,, que cubren K. Dada una bola
B denotamos por B* la bola concéntrica con B con radio 3 veces el radio de B.
Inicialmente escoja B; como la bola mas grande entre las A; (es decir, elige B; con
radio maximo). Luego seleccionamos B, como la bola mds grande entre las A; que
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son disjuntas de Bj, escoja B3 como la bola mas grande de las A; que son disjuntas
de By y B», y asi sucesivamente hasta que se agoten todas las A;. De acuerdo con
esta construccion, si una bola A; no es una de las B;, entonces existe un j tal que
A;NB; # 0,y si jes el indice mds pequefio con esta propiedad, entonces el radio de
A; es a lo sumo el radio de B;. Por lo tanto, A; C Bj Pero entonces K C U’j‘.zl Bj.,
luego, tenemos que

M~

k
¢ <m(K) < Z m(B}) =3" ) m(B)).
=1

J J=1

Teorema 14. Existe una constante C > 0 tal que para cualquier funcion f € L'y
para cualquier niimero real a > 0,

C
i HiG) > ) < < f (.

Demostracion.

La funcién H f es medible y el conjunto E, = {x : Hf(x) > a} es abierto, como
se establece en el Lema 3.16 de la pagina 96 del libro de Folland [3]. Si E, es
vacio, entonces la desigualdad se cumple trivialmente. Si E, no es vacio, entonces,
por definicidn, podemos seleccionar un radio r, > 0 para cada x € E, tal que

1
- lfOldy > a
m(B(rx, X)) Jpr,.»
Las bolas B(ry, x) cubren E,, asi, por el Lema 9, si ¢ < m(E,) existen xy, -+ , Xx €

E, tal que las bolas By = By (ry,, X1), ..., Bx = B(ry,, xr) son disjuntas y lec m(B;) >
37"¢. Por lo tanto, tenemos que

k k
3" 3"
3" B)) < — dy < — dy.
<3 my <3 [ o< T [ oy

Al tomar el limite cuando ¢ — m(E,), obtenemos el resultado deseado. [ ]

Teorema 15. Existe una constante C > 0 tal que para cualquier niimero real
1 < p < oy para cualquier funcion f € LP(m), se cumple

IH fllzromy < C A lLromy-

Demostracion.
Iniciamos observando que la funcién maximal de Hardy-Littlewood satisface las
propiedades |H(cf)| = |c||H f|y por la desigualdad triangular para el valor absoluto,
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|H(f + )| < |Hf| + |Hg|, lo que indica que H es sub-lineal. Adicionalmente, H es
de tipo débil (co, 00) como se puede ver en la siguiente desigualdad:

B 1 m(B,(x)) B
Hf(x) = srlig (B0 . lfWldy < Srl:g (B (%) Nz my = If e my-

Esto implica que, [|H fllLo@m) < 1f1lLo@m)-

El Teorema 14 establece precisamente que H es de tipo débil (1, 1). Es decir,

supapf(a) < Cy f|f|

a>0

para todo f en L'(m) y alguna constante positiva Cj.

Finalmente, aplicando el Teorema de Interpolacién de Marcinkiewicz, obtene-
mos que para todo p € (1, o),

IHflp < ClIflp-

V.2 Resultados Inferenciales

El propésito de este estudio fue establecer dos resultados esenciales en la teoria
de interpolacion de operadores: el Teorema de Interpolacidon de M. Riesz y G. O.
Thorin, y el Teorema de interpolacién de J6zef Marcinkiewicz. Basandonos en una
hipétesis que contempla dos estimativas en los espacios extremos, pudimos deducir
un conjunto de estimativas intermediarias.
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VI. Discusion de Resultados

VI.1 Contrastaciéon y demostracion de la hipétesis con los
resultados

En este trabajo de investigacién se formuld la hipdtesis general de que, dado
dos espacios de Banach, Xy y X1, se cumplen las siguientes inmersiones continuas:

XoNnXi1cCcX;, X, cXo+Xi

donde 0 < i < 1, y ademds nos permitirdn establecer la interpolacién de operado-
res.

También se formuld la hipotesis especifica de que, dados cuatro ndimeros reales
1 < po, g0, P1,q1 < o0, y un operador lineal acotada T con las siguientes propieda-
des: T : LPo(u) — L)y T : LP'(u) — L' (u), nos permitird demostrar que T
mapea un subespacio intermedio entre LP°(u) y L' (u) en un subespacio interme-
diario entre L%(v) y L' (v) tal que ||T fllza¢) < C I fllrw)-

Enunciamos y demostramos en las Proposiciones 12 y 13 que, para cualquier
par de nimeros reales py r tal que 1 < p < r < oo, se cumplen las siguientes
propiedades:

a) El espacio de interseccién LP(u) N L (1) es un espacio de Banach cuando se
equipa con la norma definida por || f1| = || fllzrq + 11l

b) El espacio de suma L”(u) + L"(u) es un espacio de Banach, pero en este caso,
se equipa con la norma definida por || f|| = inf{l|gl|Lr ) + 1Al = f = g +h}.

En los Teoremas 8 y 9, enunciamos y demostramos las siguientes propiedades
para cualquier trio de nimeros reales p, g y r que cumplan 1 < p < g < r < oo:

a) El espacio L?(u) es un subconjunto de la suma de los espacios L”(u) y L (), es
decir, L9(u) C LP(u) + L"(w).

b) La interseccion de los espacios LP(u) y L"(1) es un subconjunto del espacio
Li(u), es decir, LP(u) N L"(u) € LI(u).
En nuestros resultados principales, consideramos las siguientes hipdtesis:

a) Teorema de interpolacion de Riesz-Thorin (Teorema 10): Consideramos una
transformacidn lineal acotada T que mapea L (u)+ LP! (u) en L9(v)+ L9 (v).
Esta transformacién cumple con las siguientes propiedades:
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= Para todo f € LP(u), se tiene que ||T fllz900) < Mollfllzro)-
= Para todo f € LP'(u), se tiene que ||T fllza1 ) < Millfllee -

b) Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz (Teorema 11): Consideramos
una transformacion sublineal 7 de tipo débil que cumple con las siguientes
propiedades:

» Se tiene que [T f1y, < Collfllp,-
» Se tiene que [T f],, < Cillfllp,-

Estas hipdtesis nos permiten enunciar y demostrar los Teoremas de interpola-
cién de Riesz-Thorin y de Marcinkiewicz.

V1.12 Contrastacion de los resultados con otros estudios
similares.

Podemos encontrar estudios similares sobre la interpolacién de operadores en el

trabajo de Lech Maligranda [12]. Maligranda presenta una demostracion del teore-
ma de interpolacién real de Riesz-Thorin para operadores de tipos fuertes (pg, go) ¥
(00, 0) en el tridngulo inferior, Especificamente, esta demostracién se aplica cuan-
do 0 < pg < go < o0, y proporciona una estimativa mejorada de las normas.

Yoichi Miyazaki [14] extiende el resultado de Tartar para operadores de tipo
fuerte. Especificamente, su trabajo se aplica a operadores de tipo (pi,q1) y (o0, )
conl < p; <qp < oo.

V1.3 Responsabilidad Etica

De acuerdo con el cédigo de ética de investigacion aprobado por el Consejo
Universitario N° 210-2017-CU de la Universidad Nacional del Callao, hemos ve-
rificado que nuestra investigacion cumple con todas las normativas institucionales
que regulan su proceso. Hemos procedido con rigor cientifico para garantizar la va-
lidacidn, fiabilidad y credibilidad de los métodos y fuentes de consulta utilizados.
En todo momento, hemos actuado con responsabilidad y transparencia.
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Conclusiones

Este estudio ha permitido identificar las diferencias entre la interpolacién de
Riesz-Thorin y Marcinkiewicz, asi como las propiedades y estructuras relevantes
para la interpolacién en este contexto.

A partir de los resultados obtenidos, podemos establecer las siguientes conclu-
siones:

Al comparar nuestros dos teoremas de interpolacion, observamos que el teore-
ma de Marcinkiewicz requiere algunas restricciones en p; y g; que no estdn pre-
sentes en el teorema Riesz-Thorin. Sin embargo, estas restricciones se satisfacen
en todas las aplicaciones de interés. Ademas, las hipédtesis del teorema de Marcin-
kiewicz son més débiles: T puede ser sublineal en lugar de lineal, y solo necesita
satisfacer una estimativa de tipo débil en los puntos finales. En ambos casos, la con-
clusién es que T estd acotada desde LP(u) a L9(v), pero el teorema Riesz-Thorin
proporciona una estimativa mucho mas precisa para la norma del operador 7. Por
lo tanto, ninguno de los teoremas incluye al otro.

Ademds, presentamos varias aplicaciones importantes en andlisis de Fourier,
andlisis armonico y ecuaciones diferenciales parciales.

En la primera aplicacién, Teorema 12, observamos que el resultado es 6ptimo,

para 1 < p < 2. Sin embargo, no nos da el valor exacto de ||F|| y tampoco tenemos
informacién para p > 2.

75



Recomendaciones

Para futuras investigaciones, se recomienda expandir la bisqueda en diversas
bases de datos y fuentes de literatura. Esto permitird garantizar una revision ex-
haustiva en términos de las aplicaciones y generalizaciones de los Teoremas de
interpolacién de Riesz-Thorin (Teorema 10) y de Marcinkiewicz (Teorema 11).
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Matriz de Consistencia

VIIL Anexos

Matriz de consistencia

Operacionalizacion de Variables

Disefio metodolégico

Problema Objetivos Hipétesis
Variable imension Indicador
GENERAL GENERAL GENERAL INDEPENDIENTE Espacios Comportamiento El tipo de investigacién
{Qué hipétesis debemos El proposito de este estudio es de Banach de los espacios de | es basica, y el método
imponer a los espacios explorar y clarificar los teoremas | Si X,y X; son espacios de Banach, Inmersion continua Banach.
Xo y X1, para que los de interpolaci ~ on’ entonces Xp N Xy = X, X; © Xo + entre espacios de inductivo — deductivo.
meétodos de interpolaciéon | de operadores de Riesz-Thoriny | X; Banach.
sean aplicables? Marcinkiewicz. Nuestro enfoque | Donde 0 < i < 1, tiene sentido, El trabajo es Teérico, no
se nmE:.ﬁm en” estableceremos la interpolacion de es experimental, menos
Eom.:u.n_mﬁ en los fundamentos operadores. estadistico, por tanto, no
teoricos de estos teoremas y en it
buscar activamente :mSuo._u_mn_o: que
las aplicaciones de estos mﬁ:m_m:ﬁmﬁ%omo Mm
resultados. requiere procedimientos
ESPECIFICOS ESPECIFICOS ESPECIFICAS DEPENDIENTE Teoriade | Comportamiento | ©5P€ aleslo que se
 ;Qué método Dado un operador lineal acotada | Consideraremos un operador lineal Operador que mapea operadores | de los operadores util m.mmw.wc.:nwm_ﬁm
ro demos aplicar T con las siguientes propiedades tada T las sieuient subespacios a lineales lineales acotados Ewﬁmq._m_.r_w__om.qmmnc
P P R intermediarios cotadas especializado(libros,

para demostrar el
teorema de
interpolacion
Riesz-Thorin?
{Qué método
podemos aplicar
para demostrar el
teorema de
interpolacion de
Marcinkiewicz?

T:LPo — [Ty T:LP1 — LT, s¢
quiere mostrar que T mapea
subespacio intermediario entre
LPe y LP: en subespacio
intermediario entre Lo y L9x,
ITfllzacrwy = ClFlpce-

propiedades T: LPo — [0y : LP1 —
L%, permitiran concluir que T mapea
subespacio

intermediario entre LPe y LP: en
subespacio intermediario entre L% y
LB NTf llageay < CNf Lo g-

revistasespecializados,
paginas web,etc.).

El lugar donde se
desarrolla el trabajo es la
FCNM, teniendo consigo
unequipo computador.
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