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RESUMEN

En este trabajo, empezamos haciendo una breve revision de algunos topicos de:
Anadlisis funcional, topologia y algebra abstracta. Seguido de estos temarios definimos
una familia de espacios nucleares en términos de funciones positivas sobre un monoide

abeliano y establecemos una caracterizacion de aquellas, en el cual una desigualdad de la
forma:  ||f 0 g| <a(p-a)|f| [all, para todo p=q+2 donde a(p—q)>0 es

satisfecha; ya que tal desigualdad fue primero probada por VVage (en el marco del espacio

Kondratiev de distribuciones estocasticos).

Nosotros a tales espacios la denominamos: Espacios VVage; mostramos que estos espacios

son C - algebras topoldgicas; y damos una caracterizacion de sus elementos inversibles.

En este contexto consideramos, el Producto Tensorial de dos espacios Vage y se muestra
que dicho producto también es un espacio Vage. Ademas, presentamos algunos ejemplos

y aplicaciones a la Teoria de Sistemas Lineales.

Palabras claves. - Espacios Nucleares, monoide abeliano, C— algebras topoldgicas,
espacios Vage, elementos invertibles.



ABSTRACT

In this work, we begin by making a brief review of some topics: Functional analysis,
topology and abstract algebra. Following these agendas we define a family of nuclear

spaces in terms of positive functions on an abelian monoid and establish a characterization

of those, in which an inequality of the form: ||f ¢ g||p Sa(p—(])”f”q ||g||p para todo

p>q-+2, donde a( p —q) >0 for everything is satisfied; since such inequality was first

proven by Vage (in the framework of the Kondratiev space of stochastic distributions).

We call such spaces: Vage Spaces; we show that these spaces are topological algebras;

and we give a characterization of its invertible elements.

In this context we consider the Tensor Product of two Vager spaces and show that said
product is also a VVage space. We also present some examples and applications to Linear

Systems Theory.

Keywords. - Nuclear Spaces, abelian monoid, topological algebras, Vage spaces,

invertible elements.



INTRODUCCION

Cuando nos referimos a C—algebras topologicas evidentemente estamos ante dos

estructuras matematicas: una estructura algebraica y la otra topoldgica.

La primera definicion correcta y concreta de un algebra asociativa sobre un cuerpo
arbitrariokK lo estableci6 L.E. Dickson (1903). Nosotros realizaremos nuestra

investigacion cuando el cuerpo K= C; es decir el cuerpo de los numeros complejos de

los cuales hablaremos muy brevemente. Histéricamente existen dos razones

fundamentales para su consideracion, una es naturalmente algebraica la cual consiste la
imposibilidad de solucionar la ecuacion x*+1=0 en el cuerpo de los nimeros reales R .

La otra razén o motivo aparece mas tarde como un hecho emergente en la Geometria y
en las Ciencias Fisicas con el concepto de la cantidad direccionada o vector. En tal sentido
y con el propdsito de dar atencion a tal hecho era necesario crear un concepto aritmético
analogo de vector. Es asi que el sistema de nimeros complejos surge como un candidato
perfecto de un “ALGEBRA” para representar y operar los vectores en el plano, muchos
investigadores llegaron independientemente a la interpretacion geométrica de los
nameros complejos. Entre ellos Gauss y Hamilton; el primero de ellos en 1797 tuvo pleno
conocimiento de esta interpretacion geométrica, mientras que Hamilton en 1833 presento
a los nimeros complejos como parejas de nimeros reales y es como actualmente se

estudia.

Con el trascurso del tiempo al aparecer otros fendmenos fisicos como el caso, cuando
actlan varias fuerzas sobre un objetivo (cuerpo) ellas no necesariamente se encuentran
en el plano; de este modo era necesario encontrar una algebra para representar y operar
vectores en espacios de mayores dimensiones. Esto motivo a los matematicos europeos a
buscar lo referente a nameros complejos tridimensionales y més generalmente el de los
nameros llamados hipercomplejos (ALGEBRAS). En este contexto introducimos las

denominadas C—algebras topoldgicas y por ende en ellas se estudia la caracterizacion de

AV A

elementos inversibles.



Ahora sobre la otra estructura que es la topoldgica, se desarrolla sobre la teoria basica de
algebras normadas, haciendo especial énfasis en el caso de algebras complejas completas,
que tengan unidad y sean asociativas. Las algebras normadas que no son asociativas, son
consideradas cuando no ofrecen dificultad en la obtencién de los resultados. En este
contexto y con el fin de un mejor tratamiento de los elementos inversibles en un C -
algebra; se estudia topoldgicamente los llamados divisores de cero en un algebra
normada; involucrando de este modo la demostracion de muchos resultados en la
discusion de la compleficacidn, la extension unitaria, y a la Completacion de un algebra

normada.



CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA
La Topologia y el Algebra son dos ramas de la Matematica que independiente o
relacionandolo una con la otra te permite la obtencién de muchos resultados; mas aln
una teoria topologica mediante la llamada “Teoria Funtorial” se puede algebrizar de
este modo obtener informacién topoldgica y reciprocamente. De manera precisa la
topoldgica es una disciplina que estudia parte de la naturaleza de las figuras
geomeétrica o espacios en cambios continuos en la forma, mientras que algebra es una
disciplina que basicamente permite operar elemento dentro de ciertos objetos
matematicos denominados “Estructuras Algebraicas” como son los grupos, anillos,

maodulos, cuerpos, algebras, etc.

Es el caso que en el presente trabajo definiremos una familia muy grande de espacios
nucleares en términos de funciones sobre un monoide conmutativo; y el problema que
siempre se presenta en una investigacion es la de caracterizacion. Es el caso que

nosotros pretendemos dar una caracterizacion de tales funciones en lo cual se sostiene

la desigualdad |[f 0g|| <E(p-q)|f] ] ., para todo p>q+2; donde

ael

a )2
E(p—q)= ( > (2u) " ) es finito, L es el conjunto de sucesiones de elementos

N, , indexado por N (conjunto de los nimeros naturales) estos es: (al, Ay, ... ) y

(2u)" =2"4"76"... , donde ademas "0" denota la operacion llamada “producto

media”, ya que dicha relacion fue mostrada por Vage, obteniéndose de este modo los
denominados “espacios de Vage” presentandose uno de los primeros problemas el

mostrar que tales espacios son particularmente C—algebras topoldgicas, y seguida

de ellos es dar una caracterizacion de sus elementos inversibles.

Para este propoésito consideramos el producto tensorial de dos espacios Vage y
mostramos que también es un espacio de Vage. Como el espacio de Schwartz de

distribuciones temporadas _&* no es un espacio de Vage; entonces se define un



espacio de Vage conteniendo _&=". Este espacio es el dual de un espacio el cual esta
incluido en el espacio de Schwartz de funciones prueba _&, consistente de funciones
enteras, y es invariante bajo las transformaciones de Fourier, definiéndolo sobe su

dual.

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA
Problema General
¢De qué forma, se puede establecer una caracterizacion de elementos inversibles

en C—algebras topologicas ?

Problema Especifico

a) ¢Bajo qué condiciones se muestra que un C-algebra es un espacio
topolégico?

b) ¢De qué manera se podrian caracterizar los elementos inversibles de

algebra complejas topologicas?

1.3 OBJETIVOS
Objetivo General

Mostrar que los espacios Vage son (C-algebras topologicas, y dar una

caracterizacion de sus elementos.

Objetivos Especificos

a) Establecer algunas propiedades topoldgicas y algebraicas trascendentes en la
determinacion del espacio de Vage como un C-algebras topoldgicas.

b) Mostrar una caracterizacion de los elementos invertibles de algunos C-

algebras topoldgicas.

1.4 JUSTIFICACION
La Topologia considerada como una subrama de la Geometria, permite el estudio
en esta ocasion de dos espacios topologicos con una estructura de algebra sobre
el cuerpo de los nimeros complejos como son el Espacio de Schwartz de las

funciones temperades &' y el Espacio de Kondratiev de las distribuciones

: D)



estocasticas S_,. Los elementos de S_, son llamadas distribuciones estocasticas y

juegan un papel preponderante en las ecuaciones diferenciales parciales
estocésticas. El estudio de las C—algebras topologicas y la caracterizacion de sus
elementos inversibles se ejecuta y se justifica considerando una familia de
espacios sobre una monoide conmutativo el cual incluye el espacio &' que es

llamado espacio admisible regular que es caracterizado con la operacién de

convolucin satisfaciendo la desigualdad || ¢g|| < E(p-q)|f|, [g], para todo

p''mayor o igual que q+2.

1.5 LIMITANTES DE LA INVESTIGACION
a) Limitante Teorico
El estudio de los espacios de las funciones temperadas y de las distribuciones
estocasticas estan enmarcados en un espacio topoldgico, y en un K-algebra
en este contexto. Nuestro trabajo tiene como limitante tedrico al espacio
topoldgico como un C—algebra es decir el algebra sobre el cuerpo de los

nimeros complejos.

b) Limitante Temporal
El trabajo a investigar es naturalmente teorico, no tiene limitante temporal,
por tanto NO APLICA.

¢) Limitante Espacial
Por el mismo argumento expuesto en el item (b) se considera que no existe

limitante espacial, por tanto NO APLICA.

AV A



CAPITULO II
MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES
2.1.1 Internacionales
El area de Algebra Topoldgica y sus aplicaciones es recientemente muy
desarrollada con un gran namero de investigacion. Daniel Alpay y Guy
Salomén en setiembre del 2012 en una de sus obras tituladas: “New
Topological C-algebras with Applications in Linear Systems Theory”

demuestra que los llamados “Espacios Vage” son C-algebras topologicas y

muestra ademas que el producto tensorial de dos espacios Vage es un espacio
Vage; todo ello lo hace definiendo una familia de espacios nucleares, cuyos
elementos son funciones sobre un monoide conmutativo libre. En este
contexto del estudio de las algebras topoldgicas existen gran variedad de
trabajo pero de modo especifico sobre las denominadas C*-algebras tales
como: M. Frank and A. A. Pavlov, 2007, con la obra “Strict Essential
Extensions of C*-algebra and Hilbert C*-modules” también K.H. Kanimi and
Sharifi, 2006, con la obra “Completely positive maps on Hilbert Modules
over Pro-C*-algebras” donde estudia las aplicaciones completamente
positivas que son la generalizacion natural de funciones lineales positivas,
tales aplicaciones son extremadamente aplicadas en la Teoria Moderna de las

C*-algebras y de los Modelos Matematicos de la probabilidad cuantica.

2.1.2 Nacionales
El algebra topologica sobre el cuerpo de los nimeros complejos es un area
que tiene aplicaciones dentro de la misma topologia y la misma algebra.
No es ajeno las ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Es el caso que
muchos trabajos de Tesis de pregrado y posgrado en la FCM-UNMSM vy de
otras universidades peruanas, en las lineas de EDP han sido realizadas con

ciertas aplicaciones a las denominadas C-algebras topoldgicas, entre las

AV A

cuales mencionamos a continuacion:
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La Tesis titulada: “Estudio de los Sistemas Cuénticos de los estados desde el
enfoque de Algebra Geométrica” que corresponde a Pedro Amao Cutipa, asi
como el de trabajo de tesis titulada: “Teoria de Galbis de ecuaciones

diferenciales lineales” cuya autora es Suzanne Maria Huaringa Mosquera.

2.2 MARCO
2.2.1 Tedrico
En la topologia y en el algebra dos grandes ramas de la matematica nos
permiten estudiar dos espacios.

El espacio Schwartz de distribuciones temperados &' y el espacio

Kondratiev de distribuciones estocasticas S _,, donde definimos una amplia

familia de espacios nucleares los cuales son uniones crecientes de espacios

de Hilbert (duales de) 7{;; pe N con normas decrecientes .
Los elementos de estos espacios son funciones en un monoide libre
conmutativo. Nosotros caracterizamos estos anillos en esta familia los cuales

satisfacen una desigualdad de la forma: |[f*g| <E(p-q)|f], [g] para

todo p>q+d, donde ™" denota la convolucion en el monoide, E(p—q) es

un namero estrictamente positivo, y d es un namero natural fijo, en este caso
obtenemos (C-algebras topologicas conmutativas.

Tal desigualdad se mantiene en S_,, pero no en _<~'. Nosotros damos un

ejemplo de tal anillo que contiene _¢~'. Caracterizamos elementos
inversibles en estos anillos y presentamos aplicaciones a la Teoria de Sistema

Lineales.

2.2.2 Conceptual
El termino caracterizacion, en el contexto matemaético hablando no es otra
cosa que establecer una identificacion; en nuestro trabajo realizaremos la
caracterizacion de elementos inversibles en alguna C-algebras topoldgicas,
especificamente dotamos al espacio de distribuciones estocastica (llamado
también espacio de Kondratiev) de una C—algebra topoldgica, para que en

ella identifiquemos o caractericemos elemento que admiten inverso

(multiplicativo). i g H[ E
11 .



2.3. DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

A) Definiciones Basicas de Analisis Funcional:

Definicion (2.3.1)

Sean E, F dos espacios vectoriales sobre un campo K, una aplicacién fde E en F es lineal

si f(ax+by)=af(x)+bf(y),paratodo x,y < E; paratodo a,beK.

Definicion: (Espacio Normado) (2.3.2)

Dado un espacio vectorial E sobre un campo K, una norma sobre E es una aplicacion

[0 .+ oo) tal que: satisface los axiomas siguientes:

(N,) x| =0 siy solosi x=0.

(N,) |4x|=]/|x], para todo A& K, para todo xe E.

(Ny) [Ix+y|< [|x|+]y]. para todo x,ye E.
E

El par (E,

|) se llama ESPACIO NORMADO.

Definicion: (Espacio Métrico) (2.3.3)
Sea X un conjunto, una métrica sobre X, es una funcién "d" de Xen [0 : +oo> tal que
satisface los axiomas siguientes:

(d,) d(x,y)=0, si ysolosi x=y.

(d

,) d(x,y)=d(y,x), para todo x,y € E.
(dy)d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), para todo x,y,z €E.
(

El para ( X d) se llama ESPACIO METRICO.

En un espacio métrico, tenemos nociones topoldgicas como conjuntos cerrados y abiertos

vecindades, convergencia, etc. Particularmente una sucesion (X,) _. < X converge a X,

neN

si para cada ¢ >0, existe N=N(¢)e N tal que d(x,x,)<& para cada n>N. Una

sucesion (xn)n _y Se dice convergente si esta converge a algun punto de X. Una sucesion

(x,), ., ©X convergente es de Cauchy si para cada & > 0, existe N=N(&)e N tal que

d(x,,x,)<& para m,n>N. é i F
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Definicion (2.3.4).
Un espacio normado E es llamado ESPACIO DE BANACH si este es completo como

espacio métrico.

Ejemplos (2.3.1).

(1) Denotemos por C, al conjunto de todas las sucesiones x= (xn)n _x Que tienden a cero,
ysea y=(Y,). _..definimos x+y =(x,+y,), ax=(ax, ) claramente se muestra que

C, es un espacio vectorial en R 6 C, ahora definamos x|, = ma§<|xn| , como (x,)
ne

tiende a cero, entonces (x,) . es acotado, asi (CO, M) es espacio normado y

nelN
también se prueba que C,— es completo.

(2) Sea p- un nimero real tal que 1< p <oo. Escribamos ¢° es el conjunto de todas las

sucesiones de elementos en K =(R 6 C), para lo cual las series infinitas Z |xn|p

) p
son convergentes. Definiendo |x || = {Z|xn|p} es una norma en (", con esta
n=0

norma se prueba que (" es completo.

Definicién (Producto Interno) (2.3.5).
Sea E un espacio normado sobre un campo K, se dice que E es un espacio con producto

interno si existe una aplicacion (, ) definidade ExE enK tal que cumple los axiomas
siguientes:
(i) (x,x)>0 paracada xeE.
(i) (x
(iii) (x,y)= ( x) paracada xeE, yeE.
(iv) (Ax+ay,z) = A(x,z) + a(y,z) paracada x,y,z € E; 1, a € K.

,X)=0 siysolosix=0.

El valor (x, y) es llamado el producto interno o producto escalar de xey.

N N
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Definicion (2.3.6).
Sea E un espacio con producto interno y ||| = ({x, x>)“2 (norma). Si E es completo para

esta norma, entonces se dice que E es un espacio de Hilbert.

Ejemplo (2.3.2).

El conjunto de todas las funciones continuas sobre un intervalo | =[a,b] con el

producto interno ( f,g) = I: f(t)g(t)dt es un espacio con producto interno, méas no es

completo.

Definicion (Seminorma) (2.3.7).

Un funcional lineal p: E — R es llamado seminorma, cuando para todo x,yen E y

AeK= (]R 0 (C) son verdaderas las condiciones siguientes:

(s1) p(x)20
(s2) p(Ax) =[] p(x)

(1) p(x+y)=p(x)+p(y)

Definicion (2.3.8)

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se dice que una topologia z sobre E es
compatible con la estructura vectorial de E cuando +:ExE —E Yy el producto pro un
escalar «: Kx E—E son funciones continuas. Con respecto a la topologia producto de

Ex E yKx E respectivamente.

El para (E, z') es un espacio vectorial topoldgico.

Definicion (2.3.9).

Sea E un espacio vectorial, CcE es convexo Si tx+(1—t)yeE, para todo
ten[0,1]; x,y € E; es equilibrada cuando txeC, para todo [t|<lconxeE. Es
absorbente cuando para todo x  E existe r, >0 tal que r,".xeC.

Si C es una parte absorbentes de E, el funcional o (x)=inf {r>0: r_1X€C} con x €E es

Ilamada el funcional de Minkowsky. A



Proposicion (2.3.1).
Sea (E, ) un espacio vectorial, entonces:

(i) Toda vecindad de cero es una parte absorbentes de E.
(i) Las vecindades equilibradas de cero constituyen una base de vecindades de cero.

(iii) Si C es una parte absorbentes, equilibrada y cerrada de E entonces:
C={xeE: p.(x)<1}

Demostracion (Ver [1], pagina: 8)

Proposicion (2.3.2).

Sea (E, r) un espacio vectorial topologicay p una seminorma de E, son equivalentes:
(i) pes continua.
(i) LabolaB,(p)={xeE: p(x)<1} es un abierto de E.
(iii) El disco D, (p)={x€E: p(x)<1} es una vecindad de cero.
(iv) £ €s continua en cero.

Demostracion (Ver [1], pagina: 8)

Definicion (2.3.10).
Un espacio vectorial topoldgico (E, z') es localmente convexo cuando la familia de

todos las vecindades cerradas, convexas, absorbentes y equilibradas de cero, es una base

de vecindades de cero.

Proposicion (2.3.3).
La condicion necesaria y suficiente para que el espacio vectorial topoldgico (E, r) sea
localmente convexo es que exista una familia I" de seminormas definidas sobre E, tal

que 7 = T(F).

N N
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Demostracion

Siz=1(T), (E,7) esun espacio localmente convexo (Ver [1]; pagina 14)
Ahora supongamos que E es localmente convexo, y sea Vv, una familia de vecindades

cerradas, convexas y absorbentes, equilibradas de cero en la topoldgica 7 . Para toda

disco Dev,, sea p, es funcional de Minkowsky asociada a D; consideremos

I'={p,:Dev,} . De esta manera se tiene:

(1) < z(T): pues sean U e, x,€U, entonces (—x,)+U es una vecindad del cero,
luego existe De v, tal x,+DcU pero D=D,(p,); por tanto U e7;..

(2) T(T)<z: no es dificil ver que B(I")cz por tanto se tiene el resultado.

Definicion (2.3.11).
Sea Q= R" un conjunto abierto, y sea u- una funcion escalar definida en Q. La

adherencia en Q del conjunto S(u)= {XEQZ u(x);tO} es llamada soporte de la funcién
u. Usaremos la notacion Spp(u) para representar el soporte de la funcién “u”, por

1, xeQ

,entonces spp(u) = Q mientras
0, Xz Q pp( )

ejemplo consideremos la funcion u(x) = {

que spp(u‘g) =Q.

Definicion (2.3.12).

(1) Sean u,v dos funciones escalares definidas en R" medibles Lebesgue y tales que

para todo xeR", existe la llamada convolucion de u por v denotada y definida por:
wrv(x)= [, u(x=y)v(y)dy = [ u(y)v(x- y)dy
(2)Sea f:R" - K una funcién, definimos el simétrico de f como la funcién
f*:R"—>K dadapor f°(x)=f(—x), xeR". El trasladado de f por X, eR" como

la funcion T, f :R"—K dada por (TXOf)(x) = f(x—%), xeR".

N N
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(3)SeanUc=R" yvcR" ambos abiertos y sea f:U-—>Kyg:v—sk, la funcién
f®g:UxV — K definida por la expresion (f®g)(x): f(x)f(y) es llamada

producto de fyg.

Definicion (Funcién de Prueba) (2.3.13).

Sea Q < R" un conjunto abierto. Una funcién u: Q — K es una funcién de prueba en

Q, si u posee derivadas parciales continuas de cualquier orden y spp(u) es un compacto
de Q. El espacio de funciones de prueba en Q es denotada por C; (Q) .

Sea & = {Qi}i . una cobertura abierta de Q. Una familia .&~ = { fj}j .. de funciones

de prueba en Q es llamada particion C* de la unidad subordinada a la cubierta & se
verifica las condiciones:

(p)0<f,(x)<1; jeA' xeQ

(p,) Para todo jeA'existeicA tal que spp( f,)=Q.

(p,) Paratodo K  © compacto existe | = A* finito tal que K ﬂspp( fj)¢¢ para jel.
(P.)

p,) > f;(x)=1, para todoxeQ.

jeA'

El espacio D, () (2.3.14)

Sea KcQ un conjunto compacto y sea el conjunto C/(Q)=
{Ue Cy (Q):spp(u)= K}. Claramente Cg (Q) < Cy'(€2) més alin es un subespacio

vectorial. Ahora consideremos u: Q2 — K con derivadas parciales continuas hasta el

orden de my sea Ec Q.. Definamos:
|l

Si u e C{ (), entonces|ul|, <+

()‘ + 00

‘0‘ |<m ycE

. €S una norma
K,m

norma sobreC (€2). Consideremos FK(Q):{

:meN}, el espacio respectivo

N N

K,m

localmente convexo sera denotad por D, (Q).
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Proposicion (2.3.4)
Sea (uj )

. una sucesion de funciones continuas definidas en Q.

Si para todo compacto KcQy &>0 existe j,=j,(£.k) tal que |u;-u,| <z, para

todo j=>j,,K>j, existe funcién continua u:Q—K tal que limu,(x)=u(x),

] > x

uniformemente en las partes compactas de Q.

(1) Si las funciones (uj ),- admiten derivadas parciales continuas hasta el orden m y para

todo |o|<mexisteu,:Q—>K continua, tal que: lim D“u;(x)=u,(x)
] > x

uniformemente en las partes compactas de €, entoncesu=u, admite inversas

parcialmente hasta orden de my D“u=u,, (la|<m).

Demostracion: ([1]: pagina 66)

Observacion (2.3.1)

Del lema anterior, se puede mostrar que: para todo compacto K 2, D, (Q) es espacio

métrico completo, bornoldgico y tonelado.

Proposicion (2.3.5)

Sea E <Cy () son equivalentes:
(i) E es una parte acotada de D(Q2).
(i) « Existe un compactoK < O tal que spp(u)cK, paratodou € E.

- Para todocre N", sup |u| <+ 0.
uekE

(i) Existe K < comptacto tal que E eslimitado en D, ().
Demostracion (Ver [1]: Pagina 71)
Proposicion (2.3.6)

Sea (u; ), , = Cg (€)son equivalentes:

(1) limu, =0enD(Q).

J]—> x©

(2) (i) Existe un compactoK < tal que spp(u;) = K (j=1,2,...). w

18



(i) lim D“u;(x)= 0, uniformente en Q.

] ®

(3) Existe un compacto K —Q tal que lim u; =0 en D, (Q).

j—) 00
De esta proposicion se muestra que: D(Q) no es metrizable, pero si es de Hausdorff,

bornoldgico, tonelado y secuencialmente completo.

Demostracion:

(1)—(2) Como (uj)jeN es convergente, se tiene que (UJ>,-€NeS de Cauchy en D(Q);
més adn el conjunto, {u;: j=1,2,.. }esta contenido integralmente en D()y es
acotada, entonces por la proposicion inmediata anterior (2—a); se tiene la parte (i)

De otro lado sabemos que paratodo « € N"se tiene que |u] = max |D“u, (x)‘ esuna
Xe

seminorma admisible, con ueCg (Q)puesto que |u| <]|uf para ueCy(Q),
entonces observando y aplicando esto, se tiene como consecuencia la parte (ii).
(2)—(3) Se obtiene aplicando el Lema (*) parte (2).
(3)— (1) Tenemos D, () = D(Q2) , también sabemos que para u:E —F lineal
continua entre dos espacios (EyF)localmente convexos se tiene que

+Si u; >u(E)entonces A(u;)—>A(u); asi como si (u;) es de Cauchy en E

entonces lo es (A(uj ))J en F, aplicando esto se tiene el resultado (1).

(B) Definiciones Basicas

De: Algebra Topologia

Es necesario y conveniente introducir la definicion de un algebra (Asociativa) sobre un
cuerpo K.

Por un algebra asociativa sobre K o simplemente un &lgebra entendemos por un espacio
vectorial A sobre K tal que esta definida una multiplicacion,

< AxA > A (X,y)F>Xey

satisfaciendo las condiciones:

(1) (xy)z=x(yz) @%&J}
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(2)x(y+2)=xy + xz
(3) a(xy) =(ax)y = x(ay) para todo x,y,zeA; ackK.

(+) Un subconjunto B Aes un subélgebra, si B con la multiplicacién de A es un &lgebra.

Asimismo, un algebra A n-dimensional sobre K , consiste de todas las combinaciones

n
linealesx= ) ey, donde {v,, ..., v,} <A esun conjunto de elementos bésicos (base)
i=1

de Ay €K, para todoi=1,2,...,n.

Los numeros complejos C = A forman un algebra bidimensional sobre el cuerpo de los
nameros reales R . Mas generalmente K — F es extension finita de cuerpos, entonces

F es un algebra n-dimensional sobre K , donde n es el grado de la extension.

En este trabajo los estudiantes las algebras sobre el cuerpo de los niUmeros complejos.

Definicion (Algebra Normada) (2.3.15).

Sea A un algebra provisto de una norma

, se dice que A es un algebra normada si

[xyl[<[ %[l [ paratodo x, yenA.
Si A posee un elemento unidad (identidad) "1"diferente de cero, supondremos que la

norma verifica la condicion: || 1] =1.

De la definicion anterior es facil mostrar que la aplicacion bilineal

(x, y) > x-y de Ax Aen A es continua. Llamamos Algebra de Banach a toda

algebra normada completa. Claramente toda subalgebra B de un algebra normada A,

dotado de la norma restriccion ||« |, es un algebra normada.

. : . , . A
Si m es un ideal bilatero cerrado de A, el algebra cociente — dotado de la norma:
m

x| =inf

ZeX

|z|=d(0,X) donde X = x+ m, x e A

Donde es norma de A, es también un algebra normada cuando no tiene identidad.

En efecto

- A . = _
sean X,y en —, paratodo £>0 existen XxeX, yey tales que:
m



[x<Ixl.+& 5 yl<[y].+e
Entonces ||xy||£(||¥||~+g).(||37||~+g) y como Xy eX-y y &>0 es arbitrario; esto
prueba que | X-¥]_<||x || ¥]..

o = e E A .
Ahora si A tiene identidad 1, entonces 1=1+m, mas aun Hl”zl y asi — esun algebra
m

normada.

Definicion (2.3.16)

Sea A un algebra normada, la adherencia en A de una subalgebra de A (respectivamente
de un subalgebra conmutativa, respectivamente de un ideal (izquierda o derecha)) es un
subalgebra (respectivamente de una subalgebra conmutativa, respectivamente de un ideal

(izquierda o derecha)).

Sea A,A' dos algebra normada, un isomorfismo de algebra ¢: A— A' se dice
isomorfismo topoldgico si es bicontinua, dicho de otra manera si existen a,be R tales
que para todo xeA, setiene : a|[x| < ¢ (x)| < b||x|, si ademas |p(x)| = || para todo

Xe A

Ejemplos de algebra normadas (2.3.3)

(1) SeaX un no vacio, denotemos por B (X )el conjunto de funciones complejas

acotadas en X es un algebra de Banach conmutativo con la norma: | f|= sup ||f (x)|
xe X

y la multiplicacién usual. Claramente se cumple: |f g|<|f|-|g|| la funcién

constante u igual a uno es el elemento unidad de B.(X); verificandose

a1 =1
(2) Sea A un algebra sobre el cuerpo de los nimeros complejos C de las funciones

definidas y k-veces continuamente derivables en 1=[0,1], para xeA, definamos la

n

funcion: ||x| = Zi sup .
K=0

es una norma definida de A, mas

x(F) (t)‘ entonces

lo<t<

aun se tiene gue con dicha norma A es un algebra de Banach. Yala



Espectro de un elemento de algebra normada (2.3.17)

Sea A un algebra normada, con identidad 1. Para cada xeA, se dice que un nimero
complejo 4 e C es un valor regular para X, si (x—A1)tiene inverso en A.

Los numeros complejos A € C que no son valores regulares para x se llaman valores
espectrales de x.
El conjunto de valores espectrales de x se llama espectro de x y se denota por
S,, (x) 6S,(x); es decir:

S,(x)={4 e C:(x—A1) no es inversible}

Observacion (2.3.2)

Claramente de la definicidn de espectro:

(i) S,(A41)={4},S,(x+A1)=S (x)+4, paratodo xeA, 1 eC.

(ii) Todo elemento A e C tal que (x— A1) es divisor de cero en A es un valor espectral
de x.

(iii)Sea p(z)=a,+a2z+ . . . +a,2"unpolinomio en C[z] no constante de grado “n”.
Escribamos p(z)=a,1+a,z+ ... +a,z" en A;y sabemos que paratodo 1 e C,
podemos escribir: p(z)—-A= an(z —/11)(2 —/12) oL (z —/”Ln), donde 2 eCy
como la subalgebra de A engendrada. Por 1y zes conmutativo, entonces se tiene:
p(z)-Al=q, (z —2,11) . (z —an); ahora para que( p(z)— A1) sea invertible
en A, es necesario y suficiente que todos los elementos (z - /Ijl) lo sean; es decir

que Ae Sp(p(z)) equivale a decir que los 4, S, (z)por lo menos para j,y como

p*(A)={A, ..., 4} equivaleaque Ae p(Sp(z)) por tanto:

Proposicion (2.3.7)

Sea A un algebra de Banach con elemento identidad 1(10).
(i) El Grupo Multiplicativo G de los elementos invertibles en A es abierto en A, contiene

alabola ||x —1||<1 y la topologia inducida sobre G por la de A es compatible con su

estructura de grupo. ) O N
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(ii) Para cada x €A, el complemento de Sp(x) es abierto enC vy la aplicacién
A (x—21)"de (S, (x))C en A es analitica.

(iii) El conjunto S, (x)=S,(x)es no vacioy compactoen C y esta contenido en la bola
By (0)-

Demostracion:

(i) Para mostrar este item, recordemos que.é”(E,F) es el conjunto de todos las
aplicaciones lineales continuas el cual es un espacio vectorial donde EyF son
espacios normados, en este caso reemplazamos el A por =.7(E, F)y el conjunto 2=
de los homeomorfismo lineales que es abierto en _7(E : F) por el grupo G, pues en
este caso la aplicacion @r>¢ " de.Z” en-z" de homeomorfismos lineales de
F sobre E es continuo y diferenciable, y la derivada de p—>¢ ™ en el punto x,es la
aplicacion lineal [ de & (E,F )en . (F ,E)]ti>—x," otoX;*; en este contexto para
nuestro caso, lo que se ha probado es que la aplicacion x+>x"del grupo G en si

mismo también es derivable, de modo similar se prueba los items (ii) y (iii).

Proposicion (Teorema de Gelfand — Mazur) (2.3.8)

Sea A un algebra de Banach, si A es un cuerpo, se tiene necesariamente A=C.1, donde

1 esla identidad de A.

Demostracion:

Si xeA, entonces existe 1eC tal que (x—A1) no es invertible (Ver Proposicion

(2.3.7), parte (iii)) pero como A es un cuerpo, se tiene que x=A1 portanto A=C-1.
Proposicion (2.3.9)

Sea A un algebra de Banach. Con identidad 1,y xeA un elemento invertible si
[¥| =[x?|=1 entonces S, (x) esta contenido en el circulo unitario.
Demostracion:

Sea B=B,(0)cC, de la proposicién anterior tenemos que S,(x)cB yS,(x*)c=B y

como Sp(x’l): (Sp(x)) " entonces esto prueba lo requerido. @ ; %
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Proposicion (2.3.10)

Xn

1
“J es convergente, mas

)

(i) Sea A un &lgebra normada. Para cada x e A, la sucesion (

j

(ii) SiAesun algebrade Banach con identidad 1(1=0), el nimero p(x)= lim (

n — o

aun convergente al in f [ X"
n

Xn

es igual al radio de menor disco de centro el origen contenidoa S| (x)

Demostracion (Ver [2]: pagina 289)

Nota: el nimero ,o(x) es el llamado radio espectral de x.

Caracteres y espectro de un algebra de Banach conmutativa (2.3.18)

Sea A un algebra sobre C. Se llama caracter de A a todo homomorfismo de W de Aen C

(ie. ¥: A—C, homomorfismo)no idénticamente nulo.

Como W(Ax)= A¥(x), para todo escalar 1 <C esto a decir que ¥ (A)=C .

Si A posee 1, entonces ‘P(l) #0. Ahora para un algebra de Banach conmutativo con

identidad 1(10).

Se tiene:

(i) Para cada xe A y todo carécter P'de Ase tiene W(x)e S_(x)..
(ii) Todo caracter W de Aes una forma lineal continua de norma 1.

(iii) La aplicacion W ¥ (0)es una biyeccion del conjunto de los caracteres de A

sobre el conjunto de los ideales maximales de A.

Proposicion (2.3.11)

Sea | un ideal de A(I ;tA) entonces | #A.

Demostracion:

Sea G el grupo de los elementos invertibles de A, entonces el complemento de | contiene

N N

a G el cual es abierto de A y por tanto el resultado.
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Escribamos el conjunto de caracteres de A como X (A) Si A es un &lgebra de Banach
con identidad 1(10); entonces X (A)=B,(|x'|)enel de A(A')del espacio de Banach

A,y es cerrado en A'para latopologia débil. Ahora en A es separable, entonces X (A)

es metrizable y compacto para la topologia débil.

(C) Definiciones Basicas de Topologia

Espacios Topologicos (2.3.19).
Sea E un conjunto; y 7 una parte de P(E) , Se denomina topologia sobre elementos de
T.
(T,) E.¢ son elementos de.
(T,) SiE,,E, son elementos de 7, entoncesE,NE, lo es de~.
(T,) La de cualquier familia {E, },_, de z esun elemento de 7 .
(*) La pareja (E, z') se denomina espacio topologico, los elementos de 7 se denominan

conjuntos abiertos del espacio topologico de E.

Definicion (2.3.20).

Sean 7,,7, dos topologias de E, se dice que z, es mas fina eque z; (0 que 7, es menos fina

que 7,); si 7, cr,, dos topologias se dicen comparables si una de ellas es mas fina que la

otra. La topologia cadtica es la menos fina que cualquier otra; mientras que la topologia
diserta es la mas fina que cualquier otra.

Sea (E,r)un espacio topolégico. Una base para 7 es una coleccién B de E (llamada

elementos basicos) tal que:

(i) Para cada xeE, hay al menos un elemento basico 8 que contiene a x.
(i) Six pertenece a la interseccion de B, , B, (con B, , B, € B)entonces existe B, €B

tal que B, = B, (1B, con xeB,.

N N
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Si %8 satisface las condiciones anteriores, se define la Topologia r generada por 8
como: Un subconjunto U de E se dice que es abierto en E, si para cada x €U existe

un elemento basico Be‘B tal que xe By BcU.

Definicion (2.3.21).

Si®B es la coleccion de todos los intervalos abiertos de larecta R ; (a,b)={x:a <x<b}
la topologia generada por B se llama Topologia Usual sobre R .
Si 8" es la coleccion de todos los intervalos semiabiertos del tipo: [a,b>: {x:a <x<b}

la topologia generada por $3' se denomina Topologia de limite inferior sobre R; en

este caso al conjunto R dotado de dicho limite lo denotamos como R,. Ahora sea

1 - . . .
K= {—: n e(C*}y sea 9B" la coleccion de todos los intervalos abiertos (a,b) junto con
n

todos los conjuntos de la forma (a,b)—K; la topologia generada por 8" se llama

K —topologia sobre R,y cuando R esta dotado de tal topologia lo denotamos como R,

Definicion (Subbase) (2.3.22).

Sea (E,z‘) un espacio topolégico, una subbase S de 7z es una coleccidon de subconjuntos

de E cuya unidn es E. La topologia generada por la subbase S se define como s( la todos

las uniones e intersecciones finitas de elementos de S.

Un subconjunto F de un espacio topoldgico (E,z) se dice que es cerrado si (E—F) es

abierto. El interior de F se define como la unién de todos los conjuntos abiertos
contenidos en F, y la clausura de F se define como la interseccién de todos los conjuntos

(o] 0]
cerrados que contienen a F. El interior de F se denota como F 6 Int(F), y la clausura
- 0 - ~ ’ ’ .- gn
como cl(A)6 A. Claramente: F es abierto y A es cerrado mas adn se verifica:

ACACA.

N N
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Espacios Localmente Convexos (2.3.23).

Sea E a K -espacio vectorial (K=RoC), y sea p una seminorma sobre
E, d(x,y)=p(x—y) esunaseudodistancia sobre E invariantes por traslaciones y tal que
d(Ax, Ay)=|4|d(xy) paratodo 1 € K.

Considerando {pK}KeA una familia cualquiera de seminormas sobre E; la topologia

definida por las seudodistancias d, (X, y)=p, (x—y) es compatible con la estructura de

espacio vectorial de E.

Definicion (2.3.24).
Un espacio vectorial topoldgico E cuya topologia puede ser definida por una familia de

seminormas {py },_, se dice localmente convexo.

Topologias Débiles (2.3.25).

Sea {E, }k . una familia de espacio localmente convexos y, para cada ke A sea {ka }
€ jely

una familia de seminormas que define la topologia de E, . Sea E = erA E, el espacio
vectorial producto; para cadakeA y todo jely,pongamos: p, (x) = p, (Pr(x))
para todo x € E entonces las ,o'kj son seminormas sobre E y definen sobre el mismo E

la Ilamada Topologia Producto de los E, . Si todos los E, =F (F localmente convexo),
la topologia producto sobre el espacio vectorial F' de todos los aplicaciones de lenF
esta definida por las seminormas f |—>p(f (k)) para un ke A y una seminorma del
conjunto de seminormas I" que definen la topologia de F, llamada Topologia de la
Convergencia Simple sobre F'. Si F es un espacio de Banach sobre K y Tc K", se
dice que una aplicacion t > f, de T en F' es diferenciable n-veces (respectivamente:
indefinidamente diferenciable, respectivamente analitico) para la topologia de la
convergencia simple, si cualquiera que sea keA, la aplicacion t + f (k) de Ten F
tiene la propiedad correspondiente.

Ahora considerando de manera especial cuando F es el cuerpo de los escalares K, es un

espacio vectorial E sobre K, y asi estudiamos los subespacios de K cuyos elementos

. D)



son formas bilineales sobre E; la topologia de la convergencia simple sobre un tal espacio

V se denomina entonces Topologia Débil, la cual esta definida por las seminormas

f i ‘ f (x)‘ donde x- recorre E.

Para todo x €E la aplicacion f — f(x) es una forma lineal continua sobre Vv para la

Topologia Débil es decir lim f (x)= f(x) para cada xeE se también débilmente

convergente.

Recordando que dada una funcion u: Q—IK con derivadas parciales continua hasta el

€S

orden “m” y EcQ, considerados: |uf =max sup‘D“u(x)‘s +o0 entonces |+,
, = ,

[aj<sm

una norma sobre C; (), donde K es compacto de Q.

K,

Escribamos: FK(Q):{ om eN} el espacio localmente convexo respectivo es

denotado por el mismo D, (Q).

Ahora sea €, la familia de todas las partes de Q con inferior no vacio, se tiene
Cr (@) |J €z (), donde CZ (Q) = {ue C7(Q): spp(u)<= K.

Ke€g,
En C; (Q) consideramos la familia de todas las seminormas admisibles obteniéndose asf
el espacio localmente convexo D (€) que no es otra cosa que el limite inductivo de la

familia de espacios localmente convexos {D, ()}

KEQQ.

Estoes D(Q) =1imD, (Q).

Definicion (Distribucién) (2.3.26)
SeaQcR" un conjunto abierto. Los funcionales lineales T:D(Q)—> K son

denominados distribuciones (o funciones generalizadas) en Q.

Proposicion (2.3.12)

Sea T:C; (©2) > K un funcional lineal, son equivalentes: w
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(1) Te D(QY)".
(2) Para todo compacto K =Q, existen c>0ynelN, que depende de K tal que:
(T.u)|<c|uly,, conue Cg(Q).

(3) Para toda parte limitada B D (Q); SUpKT,u>‘<+oo..

ueB

(4) T essecuencialmente continua en cero.

Demostracion: (Ver [1]: Pagina 93)

Ejemplos: (La distribucion de Dirac) (2.3.4)

Dado pe Q, sea &, el funcional lineal definida en C; (<) por <5p,u>=u(p);

ueCy (Q)

Si limu;=0en D(Q) en particular:  lim (5,,u;)=limu;(p)=0 por tanto
jo o jo> o jow

5, eD(Q)".

La distribucion &, es llamada la distribucion de Dirac en el punto “p”.

Definicion (2.3.27)
Una distribucion T e D(Q) es orden finito cuando existe meN tal que T € D" (Q)’

siendo T una distribucion en Q, de orden finito, el nimero entero O(T) para
0(T) =min {me N:T eD"(Q)'} lleva el nmero nombre de orden de T.

Dados ¢eC”(Q) yTeD(Q)".

El funcional ¢, dado por: (¢ ,u)=(T,pu),ueCy(Q) es llamado el

producto degporT :

SiTe D(R“)' la distribucién simétrica de T es el funcional T" dado por:

(T*,u)=(T,u"), con ue C¢'(R").

N N
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Definicion (2.3.28).
Una funcionue CW(R”) es llamada: rapidamente decreciente en el infinito cuando
lim |x“ D”u(x)| =0, paratodo e, 8 N". Usaremos el simbolo S”(R") para denotar

el espacio vectorial de las funciones rapidamente decrecientes en el infinito.
Observacion (2.3.3).

De la definicion de S(R”) se tiene C, (R”)c S(R”)c Cw(R”).

Definicién (2.3.29).
Los funcionales lineales continuas definidas en S (R”) son denominados distribuciones

temperadas.

Ejemplo (2.3.5)

Toda distribucién temperada es de orden finito. Si T=S(R"), existen k,m en N y ¢>0

tales que: |(T,u)|< ¢ oy, (u) = c‘s‘up sup {(1+|X|)m‘[)au(x)‘} con u eS(R"), de donde

se concluye que la restriccion de T a C;; (R”)es un funcional continuo en la topologia

de D"(R").

N N
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CAPITULO 111
HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 HIPOTESIS
3.1.1 Hipdtesis General
La definicion de una familia amplia de espacios nucleares de términos de
funciones positivas sobre un monoide conmutativo que permitird mostrar que
estos espacios poseen la estructura de C—algebra topoldgicos, y a su vez sera

posible caracterizar a sus elementos inversibles.

3.1.2 Hipotesis Especificas
a) Las funciones positivas sobre un monoide conmutativo permitira generar
un espacio topologico con una estructura de algebra sobre los numeros
complejos.
b) Laexpectacion generalizada de una familia f :( f, )a . permitira definir

el

una operacion y este a su vez una caracterizacion de los elementos

inversibles en alguna C—algebras topologicas.

3.2 DEFINICION CONCEPTUAL DE VARIABLES
Las variables identificadas en la hipdtesis general se pueden definir

conceptualmente de la forma como se indica a continuacion:

Variable independiente: La familia de espacios nucleares en términos de

funciones positivas sobre un monoide conmutativo.

Variable dependiente: Los espacios de Vage; vistos como C-algebras

topoldgicas.

N N
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3.3 OPERACIONALIZACION DE LA VARIABLE

Variable Dimensiones | Indicadores indices Meétodo Técnica
Independiente: | Espacios de | Distribuciones | Espacios de | Analitico, Constructiva.
Familia de | Schwartz vy | temperadas y | Hilbert y | Inductivo —
espacios Kondratiev. estocésticas. normas Deductivo.
nucleares  en decrecientes.
términos de
funciones
positivas sobre
un monoide
conmutativo.

Dependiente: C— algebras | Las algebras 'y }[p ,peN Analitico, Constructiva.
Los espacios de topolégicas. las topologias. Inductivo —
*llp Deductivo.

“Vége”
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CAPITULO IV
DISENO METODOLOGICO

4.1 TIPO Y DISENO DE LA INVESTIGACION
El tipo de investigacion (Estudio) es basica, segun Alva Lucia Maria Villada
(2008) “También, llamada Investigacién Pura, teoria o dogmatica. Se caracteriza
porque parte de un marco tedrico y permanece en él; la finalidad radica en
formular nuevas teorias o modificar las existentes, en incrementar los
conocimiento cientificos o filoséficos, pero sin contratarlos ningin aspecto

practico”

4.2 METODO DE INVESTIGACION
Dado que es un estudio béasico tedrico, previamente se buscara aportar
conocimiento que permita mejorar algunos detalles del marco tedrico, haciendo
una recoleccion y revision de material bibliografico especializado.
El método utilizado en las pruebas de las proposiciones u otros resultados es
INDUCTIVO — DEDUCTIVO, el cual consiste en hacer deducciones, basadas en las
definiciones, lemas, teoremas, etc., relacionados al tema a investigar. Béasica y

fundamentalmente en temas de Analisis Funcional, Algebra y topologjia.

4.3 POBLACION Y MUESTRA
No aplica.

44 TECNICAS E INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCION DE LA
INFORMACION
Por ser un trabajo netamente “matematico” (Teoria — Abstracto); no se requiere
de procedimiento especiales para la recoleccion de la informacion. Lo que se
realiza es una busqueda y revision bibliografica: (libros de especialidad, paginas

web, papers, revistas especializadas, etc.)

AV A
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4.5. ANALISIS Y PROCESAMIENTO DE DATOS

En el presente trabajo no hay un procedimiento de datos y mucho menos procesos
estadisticos, en tanto que es un trabajo analitico. En este contexto luego de revisar algunos
topicos de analisis funcional, algebra y topologia; ponemos particular y especial atencion
a una familia de espacio nucleares de funciones sobre un monoide. Empezamos dando
alguna definiciones y resultados previos sobre funciones positivas. Sea A un subconjunto
de N.

Escribamos el conjunto siguiente:

m, =N{® ={xe N} : supp(x) es finito} = ® Negy v (m,)
donde ¢,=| 0,0, ...,1,0,... [,neN.
nTuger

En m, definamos la operacion suma, como sigue sean X= Z X.e,; Y= Z y,e, dos

neA neA

elementos en m, definimos x+y= > (x,+Y,)e,, de aqui (m,,+,0) es un monoide
neA

libre conmutativo, generado por el conjunto o a lo méas numerable {en}neA. De otro lado

definamos la relacion "<"enm, como: x<y si y solamente si existe

zem, tal que x+z=Yy.

Afirmacion:
(mA,s ) es un conjunto parcialmente ordenado.

En efecto

Claramente x < x; puesto que x=0+x, con 0em,. Ahorasi X<y e y<Xx entonces
existe zem, tal que x+z =y también existe z'em, tal que y+z'=Xx, de aqui x=y.
Finalmente si X<y, y<z entoncesexisten u,ven m, tal que x+u =y ; y+v=z deaqui
x+u=z-v siysolosi x+(u+v)=z; llamando w=u+vem, setiene x <z, por tanto

la relacion " <" es transitiva y en consecuencia de orden.

(*) Definimos una familia amplia de espacios nucleares, los cuales son uniones de (de

N N

duales) espacios de Hilbert H;;' peN; con normas decrecientes en
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Definicion: (Funciones especiales en Espacios Nucleares) (4.5.1)

(1) Sea A un subconjunto de N, y sea m,como en (m,). Una funciéon g:m, - R
positiva si g(x) >0 para cualquier xem,_.

(2) Una funcion positiva g, es llamada admisible si g(0)=1y g(e,)>1paratodo neA.

(3) Una funcién admisible g, es llamada d-regular (o simplemente regular) si
1
d
neag(e,) -1

exponencial (respectivamente exponencial) si g(x)g(y) < g(x+Y)

<O (m,) esta funcién admisible es llamada super

(respectivamente g(x)g(y)=g(x+y)), paratodo: x,y enm, ... (m,).

Ejemplos (4.5.1)

(1)Sea A el conjunto de cardinal uno, entonces m,=N;. Ahora tomamos
g(n)=r"con r>1.
(2) Sea A=N, entonces m,=(, donde (=(c,,, ... )parac;#0, a lo mas en un

ndmero finito de indices.

Los ejemplos (1) y (2) son ejemplos de funciones: positivas, admisibles, regular y
exponencial.
Nota:
Los ejemplos arriba presentados, ocurren en la definicion de espacios de distribucion
estocasticos.
Proposicion (4.5.1)
Sea g: m,—R una funcion positiva, admisible, d-regular, entonces:
> (x)fd <o
Xem,

Ademas, si g es exponencial en lugar de super exponencial entonces d-regularidad es

también necesario para la familia [g (x)'d] es sumable.

Xemy

N N
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Demostracion:

Probaremos para el caso d =1, el cual se sigue de la relacion (m,), que para cada caso

x em, setiene: []ag(e,)" < g(x)por consiguiente:

neA

> g™ Y [Tole)™ = [T ole) ™

X emy XemaneA neAa,=0

- — = s —t <
‘ EL-g@JJ H(l g(e,) —J

Si g(x)g(y)=g(x+y), entonces para todo x € m,, se tiene [ [ g(e,)" = g(x), por

neA

consiguiente: Zg(x)_l= H(Hg(%)l] este Gltimo si y solo si

Xemy neA

1
gk(g(en) -1

} <o, enelcaso d >1, tomamos g en lugar deg.

Proposicion (4.5.2)

Sean d e N, (2N)'=2"4"6"...; a=(a,,a,, ...) cona; eNya;#0, salvo un

conjunto finito de indice j, > (2N)™** <o si y solosi d <1.

a el

Demostracion:

En este caso tomemos m,=/(, entonces por la proposicion inmediata anterior:

> 9(0‘)7d <o ycomom,=/(, entonces:

a em,

> (ZN)_d“ < o0 si y somamente si

ael

Z #d <1; lo cual se cumple si y solamente si d>1.
nelN (Zn) —1

Recordando el espacio & denota el espacio de Schwartz de distribuciones temperadas

complejas, el cual puede ser visto como el espacio de sucesiones de nimeros complejos

N N

fz(fn)neNO,sujetoa > (n+1)72”|fn|2 <o paraalgun pe N.

neN,
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2
Ahora escribiendo: || f ||p={ > (n +1)_2p| fn@ < oo podemos representar &~ como la

neN,
union de una sucesion creciente de espacios de Hilbert: H,, H,, . . . de sucesiones
complejas con normas decrecientes, es decir:
Hy = {1 =(1), ., : 1, <}
De aqui la contrapartida de f' es el espacio S ; de familias de nimeros complejos

f=(f,), ., indexadapor ¢,tal que | f05|2(2N)_"’p <o paraalgun peN.

ael

Definicion (Espacios Frechet) (4.5.2)

Un espacio vectorial topolégico X es un espacio de Frechet si y sélo satisface las tres
condiciones siguientes:

(1) Es un espacio de Hausdorff.

(2) Su topologia puede ser inducida por una familia numerable de seminormas

|| ke Ny, es decir que un subconjunto U < X es abierto si y s6lo sf para cada
ueU existe k,>0yr>0 tal que el conjunto {XE X:|x=uf, <,

para todo k>k,} esta contenido en U.

(3) Es completo con respecto a la familia de seminormas.

Ejemplos (4.5.2)

El espacio topoldgico (R, z,) es un espacio de Frechet. En efecto, sea X,ye R, sin
perdida de generalidad podemos suponer que x<Yy, de donde existen a,b,ceR tal que
a<x<b<y<c ; de aquf tenemos los conjuntos abiertos: Ux = (a,b); Uy=(b,c) mas ain
UxNUy = ¢ , y asi el resultado. Los espacios: &y S_,, descritas y definidas lineas

antes son doble dual espacios Frechet, a saber, f' es el doble dual del espacio & de

Schwartz de series hermitianas (p(X):i(pn.Zn(X) donde (z,),_, denota las
n=0

funciones hermitianas, y los coeficientes ¢, son numeros complejos, y son tales que

> (n +1)2p|(pn|2 <oo paraalgun peN y S es el espacio dual, del experimento

neNp
). a A1
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Kondratiev S, de las funciones de prueba estocasticas, las cuales puede verse como

familias de numeros complejos (fa) ., es decir como familia indexada por ¢,y son
a e

tales que: > (!)” (2N)*"|f,|" <o para todo pe N, donde:

ael

_ f_{l(zk)“i Yy al= Jf[l(aj )

las tripletas: (-2, L,(R, dx),.&*") y (S,, W, S_,) donde W denota el espacio llamado

ruido blanco son Tripletas de Gelfand.

Ahora definimos una familia de amplia (ancha) de espacio vectoriales topoldgicos
nucleares, los cuales incluye <~y S_,, y el cual es cerrada bajo el producto tensorial,

como dual de un cierto espacio de Frechet.

Sea g:m, —R una funcién positiva, esto es x >g(x) donde g(x)>0 para cualquier

a e€m,. Denota ¢ el espacio ponderado de Hilbert respecto a g como:

o= {ca S el o) }

X €my

cuando g es la funcion constante 1, simplemente denotamos
(=102 (es decir: (* = (*(m,) ) asi definimos el espacio normado numerable:

F = {gox Xem 3 |g0x| g(x " <o para todo pe N}

X €my

'Jé’;: ﬂﬁgp

peN
Proposicion (4.5.3)
Sea g: m,— R una funcion positiva:

(i) El espacio .#~  dotada con la topologia definida por las normas:

||¢)||§ = S o[ 9(x)’; p=1,2,...esun espacio de Frechet.

Xemy

(ii) Si g>1 (es decir, para cualquier xem,, g(x)>1), entonces el espacio .Z es

incluido en (2.
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(iii) El espacio &~ es nuclear si y solamente si existe d € N tal que: Z g(x)_d <o

X €My
Demostracion:

(i) Por definicion, % = (1) ¢, de donde claramente .#" es un espacio Frechet.
peN

Notemos que las normas son no decrecientes y compatibles, es decir; cada sucesién
la cual es una sucesion de Cauchy con respecto a las dos normas y converge a cero
con respecto a una, entonces también converge a cero con respecto a la segunda.

(ii) Esto se obtiene directamente, pues:

lele = Dol < X lel* 9 ()" =]l

X €My X €My

(i) Definiendo &, = (5 )yemA tal que &,, =0si x=yyd,, =1si x=y, claramente

X,y

(6,900 b,)

Ahora, & = ﬂ l, € nuclear si y solamente si para cada p € N, existe q > p tal
peN

es una base ortonormal del espacio oo

Xemy

que la inclusion natural £ : quc - ﬁg,, es Hilbert-Schmidt, la igualdad siguiente:

Trz (C'0)="Y <€*K(5X g(x)™" .bx) ,(5x g(x) " -bx)>

Xemy q

> ﬁ(5x g(x)™ .bx) 2

Xemy p

> g(x) " ﬂ(éx g(x)™ .bx)

X e my p

Z g (X)—(Q—P)

Xemy

2

Da lugar a que -# es nuclear si'y solo si para cualquier p existe g> p tal que:

> g(x)_(q_p) <o

X & mpy

Si Z g(x)fd <oo (es cierto) para algin d € N, entonces al considerar q=p+d, se

X €my

obtiene el resultado requerido.

N N
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Reciprocamente, si .#~ es nuclear, entonces para p=21existeq>0 tal que

Z g(x)_(q_p) <o se cumple, entonces considerando d=g— p=q-1 se obtiene el

Xemy

resultado requerido.

Definicion (4.5.3)

Sea "g" una funcidn positiva d-regular admisible. El espacio j;' es llamado un espacio
d-regular admisible. El espacio es llamado regular admisible si este es d-regular
admisible paraalgin d e N, .

Denotamos por ((,’;p ) el dual de Esp . Entonces

(ﬁi)'g(fzz)'g(fi)'g C g(€ p)'g L. Z
g g g g g
y asi el espacio dual &= es la union de la sucesion creciente de los espacios (E;,, ) es

decir: f;" = U (fsp ) como un espacio de Frechet es nuclear si y solo si su doble dual
pe N

es nuclear }g” también es nuclear.
Proposicion (4.5.4)

Es espacio fg" puede ser visto como:

X €My

(8.0t 211 000" <, pom oo pe i

Demostracion:
Sea fe (E;p ) Del teorema de representacion de Ries’z, existe ¥ = (‘Pa)e ﬁ:p con

||‘P||(§p = “f”(fjp]' tal que f ()= (e 1LP>”ZD asf para cualquier ¢ = (¢, )e (7, , entonces

)= (0 = 2 0 F0(x)"

X€my

Escribamos f, =¥, g(x)°, asf tenemos:

2R " = X 9(0 =1,

X €My X €My

= Il

(3)

N N
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Ademés, para cualquier sucesion (f,)sujetoa: > |fx|2p(x)_p<oo obtenemos:

X € My

(f,) I—)((gox)l—) > o, .ﬁxj aplica (f,) a funcionales lineales continuas sobre (°, y

X € my

cualquier composicion de esta aplicacion con fH(fX), lo cual fue descrito
anteriormente, produce la identidad apropiada:

()= =it ZIufa) <)

X €my

asi, ﬂp“ puede ser visto como:

U Eg,p = {( fx)xemA Ly |fX|2 g(x) " <o paraalgin pe N}
peN X€my

Notese que el producto interno (o,o)lz coincide con la dualidad anterior (.,.>Jf.y

siempre que tenga sentido. Considerando la inclusion de espacios dual (ﬁz)' en .#",

usando el Teorema de Ries’z nosotros tenemos que: &~ cl? Z .

Claramente la segunda inclusion es también continua, desde que:

£l = 2 e ()" < SR =f:
()

X €my X &mpy

De este modo podemos concluir también que (% , (*((,), % ) es una tripleta de

Gelfand.

(1) FAMILIA DE C-ALGEBRAS TOPOLOGICAS Y ESPACIOS DE VAGE
Recordando: EI conjunto ¢,=N{" donde AcN, con N = {Q e Nf:supp (Q)

es finito} = @AN o€, el cual tiene la siguiente propiedad: para cualquier ¢ € ( , tenemos
el conjunto finito: {(a,b) e (;:a+b=c}.

De este modo obtenemos el C—algebra total de el monoide ¢, , a saber (C‘A + *) donde

la operacion "*"denota la multiplicacion convolucion la cual estd definido como:
a+bh=c

f*g:[ > ngCJ paratodo f,geC™.
celp

Nota: Laexpresion f *gsimplemente ser& denotado como fg.

N N
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Observacion (4.5.1)
(i) Elalgebra ((C’A, +, *) es un dominio entero, mas no aun es un anillo topoldgico con
respecto a la topologia producto de C°,.

(i) Escribamos x,=(Je,, b), _ . € C™,ox=(x,), yx =[x obteniéndose

ne A

X2 = (da’b)befA =d, por consiguiente: (fa)aefA = > fx'.

ae (p

(iii) De las observaciones anteriores obtenemos que C'*= C[(x)] y operacion "*"

puede ser considerado simplemente como multiplicacién se series formales.

Proposicion: Propiedades basica de el algebra (C™, +,*) (4.5.5)

Sean f,gyh tres elementos en C'*, entonces se tiene las siguientes igualdades:
(i) fg=df

(if) f(gh)=(fg)h

(iii) f(g+h)=fg + fh

Prueba:

Es rutinario, aplicando la identificacion de convolucion en el algebra C** .

Nota:

Considerando la definicion de espacio admisible regular, la norma en dicho espacio sera

()~

denotada simplemente por

;1 en reemplazo de:

2
(k’p

Definicion (Espacio Vage) (4.5.4).

Un espacio admisible regular F," = U l?kz_p es denominado un espacio Vage si existe un
p=1

elemento e € Ntal que paracada p € N y paracada q > p+e, se tiene:

[fal, <M (p=a)lf], el

2
kP’

Para todo fe(?, yge(?,, donde ademas: 0 <M (p—q)<oo. Ahora si F,es un

espacio Vage, llamaremos el minimal "e" con esta propiedad el indice de el espacio.

N N
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Observacion (4.5.2).

De la definicion inmediata anterior podemos ver que, un espacio Vage F," es un

subalgebra de (C‘A,+,*) es decir es cerrado para las operaciones de adicion

(+) y convolucion (*).

Proposicion (4.5.6).
Sean a,b 0, elementos cualesquiera entonces un espacio admisible d-regular F," es un
espacio Vage si y solo si: k.k, <k, en otras palabras la funcién k: (, — R es super

exponencial. Su indice es entonces menor o igual a "d".

Demostracion

(«) Por hipétesis tenemos que K K, <K, para todo a,bel,, como F, es un

espacio  admisible  d-regular, entonces  k,=1,k, >1, para todo

K
neA,y Z " rl 1 < oo paraalgin r € N. Ahora recordando el siguiente “R.,: si
neA -

€

k:(,—R es una funcién super exponencial d-regular admisible positiva

entonces k" <o” luego haciendo uso de "R." obtenemos para cualquier
a

aely

p-g=r la desigualdad siguiente: > kP9 < D k,"<oo escribamos:

ael, ael,
1
2
M(p-a)=| 2 k"
aely
Ahora, supongamos que fe Kkz,q Yy ge sz,,,, para algun p >qg+r ; de donde se

tiene:

[fal,= X

celp

2

z fa gc—a K;g

_p
fa Ka2 Oca

2
_p
|
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» » » N
< Z |: Z | fa|ka 2 | 1:a'|ka'2 |gc—a|kc—2a |gc—a'|kc—2a'i|

celp|c=ga

_p _p _p _p
<y [| AR |gc_a|kc_z|gc_a.|kc_z}

a,a'e (5 a,a'<c

IN

I N : :
> It | [ Do | 2 lal?
| bel, bely

IN

S| | Ziue]| 3]

_be(A bel, bel,
2
<[M(p-a)] [, lol
Entonces || f g||i <[M(p —q)]2 |1, lgll; de este modo podemos decir que,

[F, es espacio Vage de indice, el cual es menor o igual de "r".

(—)  Para este sentido tenemos por hipétesis que F, es un espacio Vage de inde e.

Sea q e N tal que p=q-+e, entonces:

a+b

X x2

b Xa'XprSM(p_q) qHXbHP

1 a
Por consiguiente, k,F, <M (e)k;Pk;?, de aqui M(e) »-k, -kP<k,,, y por lo

a+b —

tanto obtenemos que k, k, <k,,, cuando p tiene a infinito.

Afirmacion: Un espacio Vage, es un espacio nuclear.

En efecto:

Si F, es un espacio Vage entonces Z k," <oo. Ahora recordemos el resultado

ael,
siguiente: “R":sea k:(,— R una funcién positiva, entonces: El espacio F,_ es un
espacio nuclear si y solamente si existe r e N tal que Z k," < ”, entonces aplicando

aely

el resultado R, se tiene que T, es nuclear. Sin embargo, dado que es un espacio Frechet,

N N

se deduce que, I, es también un espacio nuclear.
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Definicion (4.5.5).

Un espacio de Frechet, es un espacio real topoldgico, completo en el sentido los espacios

uniformes que satisface una de las condiciones siguientes:

M El espacio es localmente convexo y matizable por una distancia invariante por
traslaciones.

(i) Existe una familia numerable de funciones continuas que engendra la topologia

del espacio.

Proposicion (4.5.7).

Sea [, un espacio regular admisible y sea (fj) unared en I . Entonces f, — f enla
- - 7 - - 2 -
topologia fuerte si'y s6lo si existe pe N tal que f;,fel,_, y f,—f en latopologia

fuerte de ¢ , .

Demostracion:

(—) Supongase que f, — f en la topologia fuerte de Fy . En particular {fj}jeAU{f}
es fuertemente acotada, por consiguiente, existe p € N tal que:
2
{fj}jE,\U{f} - gk’p
Ahora sea E un conjunto acotado en szp , entonces E (T, es un subconjunto

denso de E; por consiguiente:

sup| T, ()= 1 (7)| = sup [f,(7)=f(7) >0

yeEN T

De donde, f;— f en latopologia fuerte de ﬁi,p . El reciproco es inmediato.

Proposicion (4.5.8).

Sea [ un espacio Vage, entonces la convolucion es una funcién continua F, x F, — F,

en la topologia fuerte, y asi (Fk', +, *) es un C—algebra topologia.

Demostracion:

Sea (f,g) el punto de convergencia de la red (fj ,gj) en la topologia fuerte de

je A

IF, x F_, entonces en particular, f,— f yg,—g en la topologia fuerte de I, , por la
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proposicion inmediata anterior, existe p,qe N tal que f, f eﬂi,q Yy g; ,g—>£i,p donde
f, —>f en la topologia fuerte de Ei,p y g;— g en la topologia fuerte de , fi,p sin

pérdida de generalidades podemos asumir que p > q-+r, desde que F, es un espacio de

2

P es contina.

Vage, entonces _[ gj:j *g, j g:.[ gell, y* il x (2, >

2

Desde que (fj ,gj) converge a (f,g) en latopologia fuerte de (2, x (7, ,

se tiene que
1 2 - e .
f,g; —> fg en latopologia fuerte de ¢,_, . Nuevamente usando la proposicion anterior

se tiene que: f; g; — fg en la topologia fuerte de ]Fj', de este modo la convolucién es

fuertemente continua.

Proposicion (4.5.9).
Sea( f. )

Je

. una reden FF, entonces f,— f enlatopologia debil si y solamente si existe

peNtalque f,,f e(’ y f,— f enlatopologia débil de (2 , .

Demostracion:
Supéngase que f,— fen la topologia débil. En particular, {fj} U{f}es débilmente
acotado, y asi es acotado fuertemente, por consiguiente, existe pe N tal que

{f,}U{f} e’ Masaln, f,— f puntualmente sobre un subconjunto denso de ¢ , ,

esto es [F,, sea g>0y7/eﬁip. Nosotros podemos elegir «ael, tal que

||7/—0!|| < £ y j,eAtal que para todo j>j,, se tiene
" [ fsup | £ ° i

‘ f(a)-f (a)‘< g , por consiguiente:

400 {10 @ @) @) 1)
= [H B+t ||]||7’—05||+ |t ()~ f(a)

S£+£=8
2 2

De esta manera f,— fen la topologia débil de (’i_p. El reciproco se obtiene

directamente.



CAPITULO V
RESULTADOS

5.1. RESULTADOS DESCRIPTIVOS

En este trabajo estamos interesados en establecer una caracterizacion de elementos
inversibles en algunas C—algebras topoldgicas; lo cual lo realizaremos mediante una
funcién denominada expectativa generalizada de una familia de funciones.

En este contexto consideramos un anillo R con identidad, el mismo que es simbolizado

de la C - algebra(F,, +,*).

Definicion (5.1.1).
Sea f :( fi),-e, c R entonces f,eCes llamado la expectativa generalizada de f y es

denotado por ¢[ f].

Observacion (5.1.1).

(1) La definicion “expectativa generalizada” induce la operacion producto siguiente:

e[fa]=¢[f]-¢[g] paratodo f,geR.

(2) La operacion “expectativa generalizada” puede ser visto como un homomorfismo

£: R— C, que llena identidad en identidad, esto es: ¢(1;) =1..

Proposicion (5.1.1).
Sea M >0, entonces para cualquier f € R tal que g[f]:o existe g eN que verifica

[f]l, <M.

Demostracion:

Sea f=(f)e(?, con f;=0,como k, >1para n=1,2, ... tenemos

k,= ] J k" >1 para todo a=(0,0, ...)

neA

N N
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Por consiguiente, para todo ae/,, Iim|fa|2k;q=0 y para todo qg>p,
q—> o

1.7k, <| [k, mientras que > |f,|k;” =] f ||i < 0 ; de este modo el Teorema de

ae (p

la Convergencia dominada implica que:

im [ = Jim 3|1, -
ae A

q—>x

lim|f [Pk =0
q a a

ae ([,
Definicién: (n-ésima potencia de convolucion) (5.1.2).

La n-ésima potencia de convolucién denotada por f"=(f*)" es definida

inductivamente como sigue: f°=1, f"=f.f"* n>0.

Proposicion (5.1.2).

Sea R un espacio de Vage de indice ry seaf un elemento en L’i entonces para todo

-p 1

neN, f'e (., ; ademés se tiene: ‘ fr

<M (a) 1]

p+r

Demostracion:

Claramente f°=le(? .,y Hf°

:M(r)°-||f||(;. Por induccién asumimos que

p+r

f"e R;y pongamos f" =f.f"eRy

Hf(n+l) :Hf £
p+r p+r
<ML
SM(I‘)n ||f r:1<oo

Observacion (5.1.2).

=2

(1) Dado un polinomio p(z)=>_p,z", con p, e C, definimos su versién convolucién
n=0

p: R — R como sigue:

N N
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(2) De la proposicion inmediata anterior, tenemos que p( f ) e Rpara f e R, de esta

manera la siguiente proposicion corresponde convolucion al caso de series de

potencia.

Proposicion (Serie de Potencia convergente) (5.1.3).

Sea F(z)= Z F,z" una serie de potencia con coeficientes complejas, la cual converge
neN

absolutamente en el disco abierto con radio R, entonces para cualquier f e R tal que

neN

‘e[f]‘ < MFZr) se preservaque: F(f)= > F,f"eR.

Demostracion:

Previamente recordemos el resultado siguiente: “ R, = sea M >0, entonces para

cualquier f R tal que &[ f]=0 existe g eN con la condicion: ||f||G| <M?”

Ahora al aplicar el resultado "R, " existe g tal que [f—&(f)] <

G —|e[ ], por

consiguiente | f. <|f —g(f).lRHq+ ‘g(f)‘<%, entonces por la proposicion
inmediata anterior, para todo p > q+r, se tiene:

RI=[f7, = ZIRIM () I,
neN P neN

fn

< IRI[MN)]f], ] <o

neN

Como (7, esun espacio Hilbertiano, entonces F(f)= > F,-q" e (}, Asi, F(f)eR

neN

Proposicion: (Elementos invertibles) (5.1.4).

El elemento f e R es invertible, si y solamente si &[ f | es invertible.

N N
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Demostracion:

(«) Si [ f]=0, podemos asumir que £[ f]=1y por la llamada “proposicion: serie

de potencias convergente” tenemos que »_ (1-f)" eR, ademas
neN

f{Z(i—f)"]=1

neN
Y asi se tiene el resultado.

(—) Asumamos que f € R es invertible, entonces existe f'e R talque f-f'eRy
como la aplicacion funcion expectativa es un homomorfismo entonces tenemos

e[ f ]g[ f ‘1] = g[f : f‘l} = ¢[1]=1 y por tanto el resultado.

Proposicion (5.1.5).
Sea R un espacio de VVage, entonces las siguientes propiedades se cumplen:

(i) GL(R) es un conjunto abierto.
(i) El espectro de f eR, a(f)z{/le C:(f-4%)esno invertible} es el Unico
{s[ ]}

(iii) £ es nico como un homomorfismo R — C llevando identidad en identidad.

Demostracion:

Q) Claramente el conjunto denotado por G= {f eR:g[f] ;tO} es el conjunto de
todos los elementos invertible en R. En otras palabras, GL(R) = g’l(GL(C))

en particular, como ¢ es continuo, GL(R) es abierto, para lo cual bastara observa

la proposicién inmediata anterior.

(i)  Es importante ver que, el elemento (f—A1;) no es inversible si y sélo si
A=g[f].

(i)  Sea @:R—>C un homomorfismo, que lleva 1, enl., y sea f € R, como

(p(f—qo(f))leo, p(f)eo(f)estoes: o(f)=¢[f].
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Definicion: (Funcion Racional) (5.1.3).

Una funcién racional con coeficientes en R"*™ es una expresion de la forma

R(z) = p(z)(a(z))” donde pe(R(z))""" y q eselemento de R(z) no nulo.

Observacion (5.1.3).

Para cualquier elemento fe R tal que g(q(f));to, se tiene que R(f) esta bien

definido como un elemento de R"*".
Ejemplos (5.1.1).
Consideremos los pares de puntos (X, ¥;), - - -, (X,, ¥, ) en R? para m e N un elemento
dado. Encontramos todas las series de potencias “F” tal que:
F(xj)z y,, §=12,..,m
Y tal que, ademas la funcion z — g(F (z)) es analitica y contractible en el disco unitario

abierto.

5.2 RESULTADOS INFERENCIALES
El resultado descriptivo, que no es otra cosa que la caracterizacion de elementos

inversibles en C —algebras Topologicas, nos permite inferir algunos resultados que

relaciona el Producto Tensorial E® F con B (E, F), para lo cual consideramos E,F dos

espacios de Hausdorff, localmente convexo, y consideremos el producto tensorial de

dichos espacios: E®F , entonces alguna topologia “natural” puede ser considerado en

dicho producto tensorial.

Definicion: (Producto Tensorial Topologico) (5.2.1).

() Sean EyF dos espacios de Banach. Si existe su producto tensorial EQF , una
norma u->|uf 'y solo uno para todo espacio de Banach, G, las aplicaciones

bilineales continuas de E x F en G corresponden exactamente a las aplicaciones

lineales continua de E®F en G, conservando normas.

Para un elemento u e E®F, u= Zx ®y; entonces |ul, = Jint Z||X|| Iyill-

N N
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(b) Lacompletitud de E®F para ciertas normas denominada producto tensorial norma

compleja de E yF denotada por EQF . El dual de E®F se identificara con la
norma del espacio B(E,F) (espacio de las formas bilineales separadamente

continuas)

Observacion (5.2.1)
(1) Consideremos el producto tensorial E®F la norma inducida para el espacio

B(E', F ) de las formas bilineales continuas aseguran un E'xF', la norma estandar
mas pequefia y por lo tanto la topologia mas fina; la completitud para esta norma sera

denotada por E®F . Toda topologia localmente convexa compatible sobre E®F

sera incluida entre las dos topologias precedentes.

(2) Sean E,F dos espacios localmente convexos, existe su producto tensorial EQF ,

la topologia localmente convexa Unica 7 semejante a que para todo espacio

localmente convexo G, las aplicaciones bilineales continuas de ExFenG
corresponder exactamente a las aplicaciones lineales continuas de E®FenG.

Ahora el conjunto de aplicaciones bilineales equicontinuas corresponden al conjunto

de aplicaciones lineales equicontinuas.

3) Si(Ui) (respectivamente (Vj)) es un sistema fundamental de vecindades de cero

"0"en E (respectivamente en F), los conjuntos T'(U; ®V;) (sobre circulos
convexos de elemento de la forma x®y, con xeU,;, yeV,;) forma un sistema

fundamental de vecindades del cero “0” en EQF .

(4) Latopologia 7 es llamado el producto tensorial descriptivo de las topologias sobre

E,F ; y la completitud de E®F para 7 denotado por E®QF , sera denominado el

producto tensorial topoldgico descriptivo completo de E y de F. El dual de EQF

en espacio B(E,F).

Definicion (5.2.2). %{)
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Sean E,F dos espacios localmente convexos, una aplicacion de Fredholm de EenF,

es una aplicacion lineal definida por un elemento de un espacio E',®F;. Si Ey F son
espacios de Banach, las aplicaciones de Fredholm de E en F estan definidas por los

elementos de E'®F .

Nota:
Los espacios vectoriales topoldgicos considerados, son localmente convexos y

separables. Si E es un tal espacio entonces E, (respectivamente E.') denota E
(respectivamente E') dotado de la topologia débil, E' denota el dual fuerte de E. Ahora

si A es parte bornoldgica convexa cerrada de E, entonces E,denota el espacio

engendrado por A, dotado de la norma || = inIA|ﬂ|.

En el contexto tensorial descrito anteriormente presentamos la definicion de espacios

nucleares.

Definicion (5.2.3).

Un espacio localmente convexo E, se dice Nuclear si para todo espacio localmente

convexo se tiene E®QF=E®F (isomorfismo topoldgico).

Observacion (5.2.2).

(i) SeanE, F dos espacios de Hausdorff localmente convexos y sea E®F su producto
tensorial, considerando alguna topologia en cada espacio E y F; tales topologias

podrian ser la z£—TOPOLOGIA y la &—-TOPOLOGIA, descritos en la

definicion de producto tensorial topoldgico entonces dichos productos seran

denotados por E® FyE®_F, y las completamente seran denotadas por

E®, F y E®. F respectivamente.

(i) Sea E un espacio de Hausdorff localmente convexo; entonces E es nuclear si y

solo si para cada espacio de Hausdorff localmente convexo F, se tiene

E®.F=E®:F.

En efecto w
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por definicion EQF =E®.F de aqui como E y F son espacios nucleares

EQF-E®_ F=E®,F.

Proposicion (5.2.1).
Sea E un espacio localmente convexo completo definidas en un conjunto T, tal que su

topologia es mas fina que la topologia convergencia puntual, y asimase que E es nuclear.
Entonces para cada espacio localmente completo F, el producto tensorial E® F puede

ser interpretada como el espacio de todas las f:T—>F tal que para todo

y'e 't (y', f(t)), . _esunafuncion de E.

Demostracion:

Es rutinario siguiendo la definicién de espacio nuclear y convergencia puntual.

Observacion (5.2.3).

Para AABcN, sea k:(, >R y j:(; — R dos funciones positivas tal que los

espacios de Hilbert contable asociado F, = ﬂ ﬁkz,, yF = ﬂ ﬁii son nucleares.
peN peN

Como F, es un espacio localmente convexo completo de funciones definido sobre el
monoide libre conmutativo ¢, , y como su topologia es mas fina que la topologia puntual,

se define que

2 "

kP< >

ielp

o, —0 0.~
De este modo F ® F; puede ser interpretado como el espacio de todos los elementos de

la forma v, , tal que paratodo f =( fb)belsen F' y((f ’l//b,a>F - ) eF.
i i aelp

1]

Proposicion (5.2.2)

Sean F y F,como lineas arriba F, ®F, = (") (% ® 0
p,q

N N
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Demostracion:

Sea y = (V/b,a) un elemento en F, ® F; con y, , >0 para cualquier ae(,, be(,

Entonces para todo f:( fb)bd ek, ((f ’l//b,a>,:_- FA) . En particular, podemos elegir

aelp

q
f,= J2 para cualquier geN por consiguiente:

2
aq
Z jg‘//b,a

Jety

(£

(l//ba) ﬂfz ®€2 En caso que (Wb,a)e F ®F, es un elemento arbitrario,

IA

DN BH D

kely jely aely

p
a

2

kP

a

2

ael,

<0

entonces apllcando la ultima desigualdad a su parte real positiva, parte real negativa, parte

imaginaria positiva y parte imaginaria negativa produce la inclusion requerida, es decir:
FOFc [ o (1)
p.q

I

Ahora para el otro contenido, tomemos (V/b,a)e ﬂﬁzp ®£2q , entonces para todo
k i

f=(f,),.,, €F existe "q"tal que fel” .Asise tiene:

2

(),

Zf‘//ba

bely

’ J

_ o gl
= Z fy JbZWb,aJZ

bely

< L2|fb|2b J;q }{Z ‘y/ba g}
elg bely
=1 3

i9 belg

14
b

De aqui paratodo pe N, tenemos:

St el [0 2 1, Z T b

ael, ae(Abe(B

Joka

3\ |
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yasi: (.)€ F ®F; luego:

(¢ ®¢ cF®F, (1,)
p.q a

De(l,)e (1,) se tienela igualdad :

Corolario (5.2.1).

Del Teorema anterior se obtiene:

ﬂﬁzp ®13: = ﬂﬁzp ®132_q
p

]

Demostracion.

Del Teorema inmediato anterior se tiene elementos que:
2 2 2 2
(p]szp ®F gpqﬁkp ®F (H,)

El otro contenido se sigue de la inclusion:

(2 ® (2 c(? R
max{p,q} jmax{p.a} kP i9

entonces :

ﬂﬂzkp ®(}2,q = ﬂﬂip ®K2Jq (HL)
p.q

De(H,)e (H,) se tienela igualdad :

Observacion (5.2.4).

Del Teorema y Corolario inmediato anterior, se obtiene:

Ror - (kT () <]

peN (ab)elyxlyg
Ahora, podemos concatenar los indices en camino claro. Nosotros definimos

D
C= ZBU(ZA—l), ps:C — B, p,:C— A laproyeccion apropiada:

Co = I Ko Y ¥ = Vo), ot

Por consiguiente, podemos escribir:

Fk@FJ - mN{(Wr)re(C: Z |1//r|2Cr2<oo}, y i i g‘ E E
pe relc

56



(o) - U S el

peN relc
Proposicion (5.2.3).
Sean k:(, >Ry j:(; — R dos funciones admisibles positivas, entonces:
D
(i) (:Co>R {donde C=2BJ(2A-1)y (= ﬁpﬁ(r)KpA(r)} es admisible.

(i)  Siky j son ambas d —regular, entonces lo es.

(iii) Siky j son ambas super exponencial, entonces lo es /.

Demostracion.

La funcion "(" es admisible, pues £, =k,j,=1y (, >1, para todo n e C.

1 1 1
Ademas: = + -
n;:[’:1 -1 neAkeEi -1 n;B Jeij -1

De aqui, y de la d-regularidad de ky j (ambas) producen la d-regularidad de ¢. Ademas,

si Ky j (ambas) son super exponenciales entonces claramente ¢, también lo es.

Finalmente presentamos como resultados de aplicacion un isomorfismo canonico de

producto tensorial, asi como también producto de dos espacios Vage. Esto es:

Aplicacion (1)

Sean E,F dos espacios de Frechet. Si E es un espacio nuclear, entonces los espacios
(E@F)' y E'®F'son candnicamente isomorfos. En efecto: bastard observar la

completitud y dualidad de los espacios tonsurados.
Aplicacion (2)

El producto tensorial de dos espacios Vage; es un espacio Vage. En efecto: “Si E es un

espacio de Hausdorff localmente convexo, entonces E es nuclear si y sélo si para cada

N N

espacio de Hausdorff localmente convexo F, se cumple: E®Q,F =E®.F”
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De donde; aplicando tal resultado; asi como la proposicion inmediata anterior y tenido

en cuenta la desigualdad:

“ K.k, <k, ,, paratodo a,be(, siempre que el espacio F ' sea d-regular admisible,
Vage, y reciprocamente”.

Se obtiene que (Fk ® Fj) es un espacio Vage y de aqui haciendo uso de la Aplicacion (1)

se obtiene lo requerido.

5.3. OTRO TIPO DE RESULTADO

Por la naturaleza del trabajo, los otros resultados que presentamos estan basados en la
extension de funciones temperadas que permite relacionar un espacio de Vage con un
espacio de Schwartz.

Iniciamos esta seccion recordando el espacio normado contable

F = {(goa )uer, :Z|(oa|2 af <oo, para todo p e N} =,

peN

donde (,* = {(gpa )ae[A 53 |goa|2 a < oo}, a:( , — R es una funcién positiva

aely

(i.e. @ —a, con a, >0 para cualquier « € (). En esta ocasion consideramos el

. 2
caso especial £, =N (i.e. A={1}) ya, =(n+1)", asi el espacio .7 es
identificado con “el espacio de Schwartz & de funciones diferenciables rapidamente
decrecientes y su correspondiente espacio dual & " de distribuciones temperadas.

De otro lado recordemos también la definicion de polinomios Hermite; los cuales se

denotan y definen como:

0 e d”
h(9=(-1)"e"

(e“),n:Q12, ....... .

En este mismo contexto también tenemos las funciones Hermite & (x), las cuales estan

dados por:

& (x)= ﬂ_% (2".n!)e_%hn(x), n=0,12,....

N N
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Afirmacion:
El conjunto B={&, : &, es una funcién de hermite} forma una base ortonormal para el
espacio L,(R,dx).

Ahora escribamos el espacio de las funciones rapidamente decrecientes en

R como f:{f => 1.8 |f.[ (n+1)" <o, paratodo peN}

neNg

Identificando Z f.& con (f ) . ., esto nos permite identificar el espacio

ne Ng
L, (R,dx) con (*(N,)y_¢ con & .
Proposicion (5.4.1): &' es un espacio admisible regular, el cual es nuclear, pero no es

un espacio Vage.

Demostracion:

En primer lugar nétese que la funcion a:N — R, n —a(n)=a, es una funcion
Admisible 1-regular siempre que se tiene definido a, = (n+1)°.

Esto es verdaderamente admisible puesto que a, =1 a =4, a,=9 yasia, >1 para

1
k=123,...... ; y asi es 1-regular puesto que la suma Z T 1 < oo sobre el

ne A aen

conjunto finito A:{l} y en particular converge. Por consiguiente &' es un espacio

-1
1-regular. Como Z((n+1)2) <o, Zesnuclear y de aqui &' es también

ne N,

nuclear. Ahora como la funcién "a™ no es superexponencial; es decir:
2 2 . 2 .
(n+1)"(m+1)" no es menor o igual que (n+m+1)" entonces - no es de Vage.

A continuacion, denotemos el siguiente subespacio g de & como:

g= {i f.& > |f,[ 2™ <oo,paratodo p eN}
n=0

neN,
Proposicion (5.4.2). El espacio g' es un espacio Vage conteniendo al espacio de
Schwartz & de distribuciones temperadas.

Demostracion:

N N
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Por la identificacion de »’ f.& con (f,)  yaldefinira, =2" tenemos que g es el
ne N

o]

correspondiente espacio de Hilbert % asociado a "a"™ ( y como lo anterior
L, (R, dx) es identificado con ¢*(N,)). De este modo es claro ver que, "a" es una

funcion admisible puesto que a, =1y a, =2<1; yes 1-regular puesto que la suma

1 . - :
Z ] <oo esta sobre el conjunto finito A:{l}y en particular converge. Por
ne A en_

consiguiente, g' es un espacio Vage y es en particular nuclear. Ademas, las
inclusiones(incrustaciones) naturales .&'cg'y g c -¢” son claramente continuas. De

aqui g es un subespacio cerrado de & y &' es un subespacio cerrado de ¢'

Proposicion (5.4.3). g es el espacio de todas las funciones enteras f(z) tal que

1270 120,
m f (z)|2.el+2’p 2" dxdy < oo, paratodo p e N
C
Demostracion (Ver : [14] Pag. 439)
Proposicion (5.4.4). El dominio de la convergencia absoluta de la serie Z f& (z) es
n=0

el conjunto

S, {zeC:|Im(z)|<r}, donde r =-lim Sup(2n +1)_}/2 log| f,|
Demostracion (Ver :[15] Pag. 82)

Proposicion (5.4.5). La serie > & (u)& (v)s" converge ara valores complejos
n=0

arbitrarios de u y v cuando

_(1+s?)(u’+v?)-4swu

s|<1y D& ()& Ws"=r 212 e 2

Demostracion (Ver [14]: Pag. 440)

Proposicion (5.4.6). Para todo « < (0,1] el conjunto

r, ={f funcion enterazgm f(2)| e dxdy <oo} es un espacio Hilbertiano con un
T C

ndcleo reproduciendo Ker (K, (z,w))=e"" @ g § FE E
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Demostracion

Por el teorema (1), sea peN.Paracadafeg,f :Z f.& ~ siempre que

n=0

Z|f | 2" < oo, paratodo peN. En particular, lim |£,| 2" =0. Por consiguiente para

n=0
cada n suficientemente grande, log|f,|<-n log~/2 . Asi con las notaciones del teorema
(2) se tiene:

r=-lim Sup(2n+1)_% log| f,| > lim inf(2n+1)_}/2nlog\/§=oo
Por consiguiente, denotando por g, al espacio de todas las funciones
=>f¢ sujetoa2|fn|22””<oo(i.e.gpzfip), este es un espacio de Hilbert de
n=0 n=0

funciones enteras, y en particular, g= ﬂ g, es un espacio de Hilbert contable de
peN

funciones enteras.

,@
Ahora como B ={§n.2 2 } es una base ortonormal para g, y denotando S=2"°
neN

]

entonces el ndcleo obtenido del espacio de Hilbert g, esta dado por:

G(z,w)=Y &(2)EW)2™ =D & (2)& (W)s"

n>0 n>0

Aplicando el teorema (3) se tiene que:

1 (@s?) (2P +WP)-4szw 1 1 @+s)7?

1
G(z,w) =7 2(1-5°) 2e 20 denotando r=rz 4(l-s?) 4e 20

aWz

considerando el ndcleo K_(z,w)=e“" con su espacio asociado Hilbert

25 . . .
I, para a = por la proposicion inmediata anterior tenemos que
1_

s?’
G(z,w) =r(z)K,(z,w).r(w), por consiguiente, el espacio g, es igual al espacio de
funciones de la forma f =rg, congel, ynorma ||f||g =||g|. . Ahora para

z=X+1y, X,y € R se tiene

2(1+s )R( 22)— 2 | | _(1+s Y(X* —y?) Zs(x +y?%) _(@=9)x" (A+9)y

(1-s) (1-s%) (1-5%) @+s) @-s)
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De esta manera

(1-5)x> (1+s)y?

|r(z)|*2=\/7z(1—sz).e @) &9 ycon K, =

Yty .
Jz1-27p)

2

g, = {f funcion es entera:]| f ||;p = kpm f (z)|2.e ke ) dxdy < oo}y en particular
C

g=9,6s el espacio de todas las funciones enteras sujeta a:
N

1-27P 1427 P 5

IJ'|f(z)|2.e e [ dxdy < o paratodo P € N

ALGUNAS APLICACIONES
Como aplicaciones; presentaremos el estudio de los espacios : El Espacio de Kondratiev
y la Teoria de El Espacio Estado y el Espacio de Vage.

A) EL ESPACIO KONDRATIEV

Para estudiar el espacio Kondratiev, consideremos el caso especial

¢, = (esdecir: A=N) y a_=(2N)“ entonces el espacio

correspondiente F, ={(@,) .., : = |(p0,|2 al <ooparatodopeN
A aely

es identificado con el espacio Kondratiev de las funciones Prueba Gaussianas Si, y su

dual es el espacio Kondratiev de distribuciones estocasticas Gaussianas
S.1; asi mostraremos que S-1€s un espacio v age. Para lo cual se requiere recordar ciertas

definiciones; pertenecientes a ciertos espacios.

1ap2
—SI8IL, Ry

La funcion s —> e ? es definida positiva sobre el espacio Schwartz de funciones

L2
EHSHLZ(H\Eldx)

= [ e*du(s) para todo Se€_Z donde la

Z

real-valuadas & tal que®

simbologia “<s’,s>” denota la dualidad entre &5y _&£.; esto igualmente induce una

N N

aplicacion isométrica.
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s —Q,, tal que: Qs(s’) =<s’,s>donde S€ %, s'e &' de & < L,(R,dx) sobre
Lo( &, B, ). De este todo definimos el espacio GAUSSIANO BLANCO como

W =L,( %8B, 4)

Recordemos que las funciones polinomiales Hermite (H_(s"),., W, los cuales so

definidos por: H_(s') = Ezlhak (Q; () (s'e £(R)) forma una base ortonormal de

W donde (h,) y (£,) denotan respectivamente los polinomiales Hermitianos y las

funciones Hermitianas.

Mas precisamente, W = {Z fH, Y |f fatl< oo} donde a!= ﬁ(ak)k o,
k=1

ael

El espacio Kondratiev de las funciones Gaussianas S; es definido por

5= {Z f,H, D |f,[(2N)** (a!)” <o, paratodo p N}

ael
- - 2 - ’
Claramente W puede ser identificado con £ usando la isometria

S, ()

ael

En un camino similar definimos

S,, = {Z fH, Y[ @N)™ (at) < oo}

ael ael

2 a
Esto puede ser identificado con ¢ (a,) paraa, = (2N)

Aqui 7;=ﬂ (z(ap) sﬂ Sl'p -S,

peN peN
Ahora definimos el llamado producto Wick.

Sean f=> f,H,, g=> g,H,. Elproducto Wick def y g se denotay define como

aelp aelp

f<>g=zfa(z fagﬂ}m

yel aelp

El espacio Kondratiev de distribuciones Estocasticas Gaussianas S, =S," puede ser

N N

definido por
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S, = {Z f.H, > |f,[(2N)* <oo,paraun p e N} =~ 7
ael ael
Aplicacion.

El espacio Kondratiev de distribuciones Estocasticas Gaussianas S ; =S," es un espacio
\% gge-
Demostracion

Noétese que a:a—>(2N)“ es una funcion positiva admisible 2-regular. Este es
0
admisible, puesto que 8, = (2N) =1 ya, = 2n > 1; yes 2-regular puesto que

Zﬁ < oo, Por consiguiente S, =.%# 'es un espacio admisible 2-regular, y como
neN 2n —1

1] n ., R - o
ad  es una funcién exponencial, entonces S_, €S un espacio v age-.
Observacion:
La teoria de Hida’s puede ser aplicado al proceso de Poisson. Para esto se considera la
funcion
exp{f(eis(*)—l)dx} se_< y continua en el origen. Aqui también el teorema de
R
Bochner-Minlos garantiza la existencia de una probabilidad 7 en &' y tal que

exp{ [(e0-1) dx} =d

R
El espacio Poissoniano Blanco es W* =L,(.<~ ';B;x) y admite una representacion de

la forma

W = {Z fH, Y| [fal< oo} reemplazando las funcionales polinomiales Hermitianas

ael

(H,),., con las funcionales polinomiales de Charlier (C,),.,, es calculada en términos

ael?

de las polinomiales de Poisson-Charlier. Mas precisamente

w” :{Z f.C,: Z|fa|2a!<oo}
ael

ael

El espacio Kondratiev de funciones de prueba Poissonianos S, es definido por

N N
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SF = { > f,C,: X |f.[" (2N)*P(a!)* < oo, paratodo p e N} entonces de esta Ultima
ael ael

observacion tenemos el siguiente resultado.

Proposicion: El espacio Kondratiev de distribuciones estocasticas Poissonianos, es un

espacio Vage.
B) LA TEORIA DE EL ESPACIO ESTADO Y ESPACIOS VAGE

Empezamos esta “teoria” con una afirmacion relacionado a una funcion matriz-valuada

racional, esto es:

Afirmacion. Una funcién matriz-valuada racional R(z) = p(2).(q(z))* para lo cual
E(q,) # 0. Puede ser escrito como R(z)=D+z C (I - zZA)'.B  (#) donde: A,B,CyD

son matrices de dimensiones apropiada y adecuadas; y con entradas en el anillo R.

En efecto. Primero notemos que una funcion constante y la funcion trivial z, tienen o se
pueden expresar facilmente como (#). Ademas, si R1y R» satisfacen la forma (#) entonces

R;(@=D;+C,( - zAJ.)*l.Bj , J=1,2 de este modo se tiene:

R,(2)R,(2)=D+C(zl,, - A)".B donde N=N,+N,, D=D;+ D;; y C = [Cy, C3],

B= Eﬂ y A{?;j para poder efectuar el producto y la suma.
Ahora si R es RP? valuada de la forma (#) y D es invertible en RP® entonces
R*(z)=D*-D"'C(l, -z(A-BD™'C)™*BD™, lo cual es también de la forma (#). Para
concluir esto verificamos que la operacion (#) es una propiedad la cual permanece bajo
concatenacion y si R1 y R2 son de la forma (#); entonces lo son las funciones

(EJ y (R,R,).Considerando las dimensiones de la manera adecuada.
2

Ahora haciendo uso de la definicion; tenemos la siguiente observacion:

R(z) = p(2).(q(2)) ™", donde pe (R(2))™™ y0=qeR(z) se puede calcular el valor de

N N

una funcion racional de la forma. E[ fg]=E[f].E[g], paratodof,g eR.
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Donde E:R — C esunhomomorfismoysiendo f =(f,),. <R;talquelaexpectacion

M
E(q(p) #0. Sea q(z)zz 0,2" . Entonces, esta Gltima condicion puede reescribirse
m=0

como: i E(,)(E(f))" #0.

m=0
Similarmente, uno puede calcular (#) en cada f e Rtal que | —E(f (A))es invertible.

Esto es conveniente para introducir los operadores Dn, n=1,2,.... Definido por:

a, X, sia, >0
0, otro caso

Y por una extension lineal a cualquier combinacién lineal finita de tales elementos.

Nosotros tenemos en particular: D (Xy) = Dn (X).y + X Dn (y); de este modo, dado un

(o]
espacio Vage R, nosotros definimos una funcion racional para ser una expresion de la

forma D+z C (I-zA)™.B , donde: A, B, C y D son matrices de dimensiones adecuadas

y con entradas en R.

Ahora recordando, que un par (C,A) € R™ xR™" es llamado observable si la

aplicacion f — (Cf.CAf.CA’f..)es inyectiva de RN en (RP)" y asi tenemos la

siguiente:
Afirmacion: Sea h una funcién racional con realizacion (operacion).
h(z)=D+zC(-zA)"B  (#)

Si la realizacion E[ﬁ](z) = E[D] + z E[C](I - zZE[A]) ".E[B] es observable, entonces

la realizacion (#o) es también observable.

En efecto:

Asumamos que A € R™ . Sea f eR" tal que C(1-zA)™" .f =0.

Nosotros mostraremos que f, =0 paratodo o €(, como:

E[ﬁ](z) = E[D] + z E[C](I - zZE[A]) ".E[B], es una realizacion observable, tenemos

66 |i



que E[c](I - zE[A]) “.E[f] =0 implica que E[f]=0, yasi f,=0.Ahora, como

D,(C(1-zA)*f)=D,(C) (1-zA)*f +CD, (1-zA)*f +C (1-zA) "D, ;, =0 y como
E[f] =0, entonces tenemos que: E[C](I - zA)*lE[Dn(f)] =0yasif, =0.
Ademas, por una simple induccion, y como

DM(C(-zA) )= DI (f)+C(-zA)'D"(f)para algin x4, 'y como
n ot k ~n n k

D" (C(l - zA) ™. f)=0 tenemos que: E[c](l - zE[A]) *.E[D](f)]=0 y por consiguiente
fre =0.Asif, =0paratodo e € (¢, tal que =(0,..,0,,,0,...)y por

tanto el resultado.

N N
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. DISCUSION Y DEMOSTRACION DE LA HIPOTESIS CON OTROS
RESULTADOS

En el proyecto de investigacion se formuld la hipotesis general, lo cual establecia,
que, la definicion de una familia de espacios nucleares de Términos de funciones positivas
sobre un monoide conmutativo, permitird mostrar que estos espacios poseen la estructura
de C -algebratopoldgica; y a su vez sera posible caracterizar a sus elementos inversibles,

lo que permitié formular las siguientes hipdtesis especificas.

1. Las funciones positivas sobre un monoide conmutativo permitird generar un

espacio topoldgico con una estructura de algebra sobre los nimeros complejos.

2. La expectacion generalizada de una familia f =(f,) , permitira definir una

operacion y este a su vez una caracterizacion de los elementos inversibles en

algunas C - algebras topoldgicas.

6.2. CONTRASTACION DE LA HIPOTESIS CON ESTUDIOS SIMILARES
Como es de vuestro conocimiento, este trabajo estd enmarcado en el analisis
funcional y en la topologia, mas especificamente, la caracterizacion de elementos
inversibles no es tarea facil desde el contexto matematico del analisis, es el caso que
algunos autores entre ellos: Gerald J. Murphy, en su obra “C* - Algebras and operator
theory”, estudian dicha inversién basado en la teoria de Gelfand, lo realizamos via

espacios nucleares en términos de funciones sobre un monoide conmutativo.

Establecemos tal caracterizacion basada o sostenida en la desigualdad.
|f o g||p < E(p—q)||f||p||g||q, paratodo p>qg+2 donde “ 0” denota la operacion
llamada producto media, cuya relaciéon fue mostrada por Vage, obteniéndose de este

modo los llamados “ESPACIOS DE VAGE”, los cuales muestran que son C — Algebras

Topoldgicas, y para luego mostrar la caracterizacion de sus elementos inversibles.

68 |i



6.3. RESPONSABILIDAD ETICA

En la ejecucion del proyecto se ha cumplido a cabalidad lo establecido en el
reglamento general de investigacion, el reglamento de propiedad intelectual y el
reglamento de participacion de los docentes en proyectos de investigacidn aprobados por
la Universidad Nacional del Callao. No se han falsificado o inventado datos o resultados
total o parcialmente, ni se han plagiado datos, resultados, tablas, cuadros de otros autores
o investigadores. Se ha cumplido con citar las referencias o fuentes bibliograficas, datos,
resultados e informacion general de otros autores o investigadores, respetando sus

derechos de autoria y de propiedad intelectual.
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CONCLUSIONES

A partir del anélisis de los resultados obtenidos, que consiste en estudiar la
Caracterizacion de Elementos Inversibles en algunas C —algebras topoldgicas, se puede

establecer las siguientes conclusiones.

1. El producto Tensorial E®F , de dos espacios de Hausdorff se puede dotar de

dos topologias comparables, la & - topologia y la e-topologia.

2. El espacio nuclear _Z puede ser identificado con el espacio Schwartz & de

funciones diferenciables rapidamente decreciente.

3. Elespacionuclear & esidentificado con el espacio Kondratiev S, de funciones

de prueba Gaussianas.
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RECOMENDACIONES

Estudiar resultados similares sobre la caracterizacion de elementos inversibles

en diversas K — algebras.

Estudiar detalladamente la estructura topoldgica de los espacios de Kondratiev y
los espacios de Vage.

Impulsar y motivar la investigacion de la matematica en el Analisis Funcional.
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ANEXOS

ANEXOS NECESARIOS SEGUN LA NATURALEZA DEL PROBLEMA
La estructura de algebra asociativa, juega un rol preponderante en el desarrollo del
Trabajo y por ende algunas definiciones, proposiciones y otras propiedades relacionadas

a dicha estructuras. En este contexto presentamos a continuacion algunos anexos.

Definicion.- Un algebra de Banach, es un espacio de Banach complejo A junto con una

multiplicacion asociativa y distributiva tal que:

A(@b)=(2a)b y [ab] <a][o]

Para todo: a,be A, A eC. Esta operacion de multiplicacion es continua.

() El algebra A es abeliana si ab=ba, para todo a,be A Se dice que A es unital si

posee unidad (llamado también identidad) la cual se denota con 1, o simplemente por 1.

Definicion.- Sean A, B dos algebras con identidad un homomorfismo ¢: A——B es

una aplicacion lineal satisfaciendo ¢(ab)=¢(a)e(b) paratodo a,be Ay ¢(1,)=1,.

Unitizacién de un algebra
Si A es un &lgebra que no posee unidad, entonces se puede proporcionar identidad del

modo siguiente.

Lema.- Un algebra de Banach A sin unidad puede ser inmerso en un algebra de Banach

con unidad A como un ideal de codimension uno.

Prueba.- Basta considerar o definir A= A®C como espacio lineal, y en A definir la

operacion : (a, 1) (b,u) = (ab+ua-+ b, Au) ; de este modo se tiene que A es un algebra

con identidad 1; =(0,1).

N N
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Teoria Espectral

Sea A un algebra de Banach unital, un elemento a e A es invertible en A (no singular)
si existe b e A tal que ab=ba=1. Observe si tal “b” existe, esto es Gnico y es llamado
inverso de a, el cual se denota por a™.

El conjunto de elementos inversibles es denotado como inv(A).

Definicion.- Sea A un algebra unital y sea a e A El espectro de A se denota y define

como:

on(@)={1eC:(a-A1,)ginv(A)}

Proposicion.- Sea A un algebra de Banach, ac A tal que |ja| <1 entonces (1 — a) es

n

inversible, més ain (1-a) " = ia :
n=0

Prueba.- Como > |a"
n>0

<>||a]' = @—|ja]) ™" < oo asi laserie D_a" es convergente en A,
n>0

n>0

digamos que converge a “b” y como : (1—a)(1+....+a”):1—a”” converge a

(1-a)b=b(l-a) yalcuando n— oo entonces b=(1-a)™.

Proposicion.- El conjunto inv(A) de elementos inversibles en un algebra A es abierto

en Ay la aplicacion inversa ar>a™ es continua.

Definicion.- Sea A un algebra de Banach. Un homomorfismo f:A—C, f =0 es

Ilamado un carécter (o funcional lineal multiplicativo).

Definicion.- EIl conjunto de caracteres de un algebra de Banach conmutativa con unidad

A es llamada el Espectro de Ay es denotado por SpA.

Proposicion.- Sea A un algebra de Banach con unidad conmutativa, entonces el espectro

SpA. es un subconjunto cerrado segin W* de la bola unitaria de A y por lo tanto es

74 g”i
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Demostracion [Ver [5], pag. 25]

Teorema.- Sea A un &lgebra de Banach conmutativa con unidad. Para xe A y ¢ e SpA,

definamos X : SpA——C como X (¢) = ¢(x). Entonces el rango de la funcién X en

SpA satisface rang(X) = o,(x).

Ademés la aplicacion A es un homomorfismo ~: A——@(SpA) y ||| <|x| para

XeA

Nota.- La aplicacion A es llamada la transformacién de Gelfand.

) MY MY
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