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ABSTRACT

In the research work presehted Newton's method, a method very useful for
unconstrained minimization problems. The theoretical framework has been
developed theory down methods with exact line search and line search
backdown, analyzed the convergence of the .gradient-method as a typical
case of top'-downv methods, which allows us to analyze the convergence of
Newton's method. |

In the course of this work if has been shown that the convergence of
Newton's method is faét in ge}neral and quadratic when we are close to the
optimum.

It was further shown that the method can be used to Newton optimization
problems constraint equations by transforming the problem into a

-constrained.



. RESUMEN

En el trabajo de investigacion se ha presentado el método de Newton, un
método de minimizacién muy util para problemas irrestrictos. En el marco
tedrico se ha desarrollado la teoria de métodos descendentes con linea
de busqueda exacta y linea de busqueda con retroceso, se ha analizado
la convergencia del método Gradiente como un caso tipico de métodos
descendentes, que nos permite analizar la convergencia del método de

Newton.

En el desarrollo de este trabajo se ha demostrado que la convergencia
del método de Newton es rapida en general, y cuadratica cuando estamos

cerca del punto 6ptimo.

Se ha mostrado ademas que el método de Newton se puede usar para
problemas de optimizacion con ecuaciones restricciéon, transformando el

problema en uno sin restricciones.



I INTRODUCCION

2.1. Exposicion del problema de investigacion

En muchos problemas de aplicaciéon en ciencias e ingenieria se
req‘uie‘re usar algun método de solucién numérico, el cual hace uso
de algun método para resolver un problema de programacion
descendente para ecuaciones irrestrictas, como por ejemplo, el

método del gradiente y el método de Newton.

Uno de los aspectos importantes en la elaboracion de algoritmos
para squcjonar problemas de optimizacion es la convergencia y la
complejidad computaciona‘l"del algoritmo. Que un algoritmo sea
convergente significa que a través de la iteraciéon propuesta, esta
converge al 6ptimo del problema. La complejidad se refiere al costo
computa.cional o el nimero de pasos que se requiere para llegar a la

solucién del problema.

El método del gradiente es relativamente sencillo, pero requiere de
un gran costo computacional a diferencia del método de Newton el

cual es' mas manejable computacionalmente.



2.2. Planteamiento del Problema

¢ Qué condiciones deben cumplirse para que el método de Newton
aplicado a un problema irrestricto sea convergente con un costo

computacional adecuado?

2.3. Objetivos

2.3.1. Objetivo General

Establecer las condiciones que deben cumplirse para que un
problema resuelto por el método. de Newton sea convergente con un
costo computacional adecuado. |
2.3.2. Objetivos Especificos
i) Estudiar los métodos de programacion descendentes.
ii) Establecer la convergencia del método de Newton
aplicado a un programa de optimizacion irrestricto.
iii) Mostrar las bondades del método de newton en la
solucién de problemas irrestrictos y concluir su costo

computacional adecuado.

2.4. Importancia y justificacién de la investigacion

El estudio de este tema es importante desde el punto de vista teérico
porque nos permite conocer las propiedades del método de Newton
y su aplicacion a la optimizacién irrestricta. Desde el punto vista

practico nos permite demostrar la convergencia del método de

PR



Newton y su complejidad polinomial; nos permite. en suma
corroborar la utilidad practica de los conceptos y teorias
matematicas en las diferentes aplicaciones, especialmente en la-

_ optimizacion y el disefio de algoritmos.



3.1

. MARCO TEORICO

Conceptos preliminares

3.1.1. Minimo local

3.1.2.

Sea f: U - R una funcién con valores reales definida sobre un
conjunto abierto U c R™, decimos que f posee un minimo
local en un punto P € U cuando existe una vecindad V de P tal

que f(P) < f(x), paratodox € V
Funcién convexa

Una funcidon f:R™ - R es convexa si su dominio es. un

conjunto convexoy sipara0 <t <1, x,y € domf

fx+ (A -y <tf(x)+ (A -f ()

Geometricamente, esta desigualdad significa que la linea que
une (x, f(x), (v, f(¥)) esta sobre la grafica de f. La funcion se
dice que es estrictamente convexa si la desigualdad en la
definicion es estricta. Ademas una funciéon es convexa si y
solo si es convexa en cualquier linea de su dominio. Es decir,
si y solo si la funcion g(t) = f(x + tv) es convexa. Esta

propiedad es muy util, pues nos permite trabajar en R.

g4



3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

Condicion de primer orden

Supongamos que f es diferenciable (es decir, Vf existe en
cada punto del domf que es un conjunto abierto), entonces, f

es convexa si y solo si dom f es convexo y para todo
x,y € domf

fO)= )+ () (y —x)

Esta desigualdad muestra que si Vf(x) = 0, x es un minimo

global de f.
Condiciones de segundo orden

Asumiendo que f es dos veces diferenciable, es decir, que su
matriz Hessiana, o derivada de segundo orden existe, en
cada punto de su dominio. Entonces, f es convexa si y
solamente si su dominio es convexo y su matriz Hessiana es

semidefinida positiva, es decir
Vif(x) =0

Matriz definida positiva

Decimos que una matriz P es definida positiva si sus eigen
valores son positivos.

Denotamos al conjunto de matrices cuadradas'simétric_as

definidas positivas de orden n por S}.

(A



3.1.6. Funcion Lipschitziana

Decimos que f es Lipschitz continua sobre su dominio con

~ constante L, si

IfG) = fMI < Lllx -yl
3.2. Minimizacién Irrestricta

3.2.1. Problemas de minimizacién irrestricta

En este capitulo discutiremos métodos para resolver un

problema de minimizacién irrestricta
Minimice f(x) (1)

Donde f:R™ > R es convexa y dos veces continuamente
diferenciable (lo cual implica que el dominio de f es abierto).
Asumiremos que el problema es soluble, es decir, existe un
»p'unto optimal x* . (Mas precisamente, la dltima condicion
implicara que x* existe y es unico) D_enotamos el valor

optimal, inf, f(x) = p".

Como f es convexa y diferenciable, una condicién necesaria y

suficiente para optimalidad es que

VF(x*) =0 | @



322

Resolver (1) es lo mismo que resolver (2) que es un conjunto
de n ecvuaciones con n variables X1, X2, , Xn. EN UNOS pocos
casos podemos resolver (2) analiticamente, pero usualmente _
el problemabpuede ser resuelto por un método iterativo, es
decir un algoritmo que computa una sucesion de puntos

x@, xM ... € dom f, con
, f(x(k)) — p*,k — 00,

Tal sucesion de puntos es llamada una sucesién minimizante

para el problema (1). El algoritmo termina cuando
f(x®) —p* < ¢, donde € > 0

es alguna tolerancia especificada.

Punto inicial y conjunto subnivel

El rhétbdo descrito requiere un apropiado punto de inicio x(®.
El punto inicial debe estar en el dom f, y ademas el conjunto

subnivel

$ ={x € dom f: f(x) < f(x@)} | 3)
deberia ser cerrado. Esfa condicion se cumple para todo
x(©® € dom f si la funcion f es cerrada, es decir'todvos sus
subconjuntos subnivel son cerrados. Las funciones continuas

condom f = R™ son cerradas, de modo que sidom f = R"
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la condicidn se satisface para cualquier x(© . Otra clase
importante de funciones cerradas son funciones continuas
con dominios abiertos, para los que f(x) tiende al infinito

cuando x se aproxima a la frontera del dom f.
Ejemplo1:
Minimizacion cuadratica y minima raiz

Un problema de minimizacion cuadratica convexa tiene la

forma
Minimice (1/2)x"Px + q"x +r 4

Donde P € S},q € R™,r € R. Este problema puede ser resuelto
via la condicion de optimalidad, Px*+q =0, que es un
conjunto de ecuaciones lineales. Cuando P > 0, existe una

*

solucion l’Jnica,' x*=—-P71q. En los casos mas generales,
cuando P no es definida positiva, cualquier solucién de
Px*4+q =0 es optimal para (4). Si Px*+q=0 no tiene
solucién, entonces el problema (4) es no acotado
inferiormente. Nuestra forma para resolver analiticamente (4)

es la base de!l método de Newton, un método potente para

minimizacion irrestricta.

Un caso especial de minimizacion irrestricta que sucede muy

frecuentemente es el problema cuadrado minimo.

oo



‘Minimice ||Ax — b||3 = xT(ATA)x — 2(A"b)Tx + bTh
Las condicibnes de optimalidad

ATAx" = ATh
son llamadas ecuaciones hormales del problema.
Ejemplo 2.

‘Programacion geométrica irrestricta

Minimice f(x) = log (2 exp(aj x + bi))

i=1

La condicion de optimalidad es

1
m exp(alx*
]:1 p 1

m
Vf(x*) = " bi); exp(alx* + b)a; = 0

que en general no tiene solucion analitica. Aqui es necesario
un meétodo iterativo. Para este problema dom f =R™, de
modo que cualquier punto puede ser escogido como punto de

inicio x©.
Ejemplb 3.
Centro analitico de desigualdades lineales

Dado el problema

SO



minimice f(x) = _—Z log(b; — al'x) | (5)

donde el dominio de f es un conjunto abierto
domf ={x:alx <b;i=1,..,m}

}Lé funcion objetivo f es llamada barrera logaritmica para las
desigualdades alx < b;. La solucién de (5) si existe, es
llamada el centro analitico de las desigualdades. El punto
ihicial x(® deberia satisfacer las desigualdades estrictas
alx <b;i=1,..,m. Desde que f es cerrada, los conjuntos

subnivel S para cualquier punto es cerrado.
Ejemplo 4.
Centro analitico de una matriz de desigualdades lineales -
‘Dado el problema

minimice f(x) = log det F~*(x) | (6)
Donde, F: R™ — S? es afin, es decir

F(x) = Fy + x,F; + -+ x,E,

Donde, F; € S%,dom f = {x F(x) = 0}.

La funcion objetivo f es llamada barrera logaritmica para la

desigualdad matricial lineal F(x) > 0. La solucién de (6) (si

- B



3.2.3.

existe) se llama el centro analitico de la desigualdad matricial
lineal. El punto inicial x deberia satisfacer la desigualdad
matricial estricta F(x) > 0. Como en el ejemplo anterior, el
conjUnto subnivel de cualquier punto inicial seré'cerrado,

desde que fes cerrada.

Convexidad fuerte e implicaciones

- Asumiremos que la funcién objetivo es fuertemente convexa

sobre S, es decir, existe un m > 0 tal que

V2f(x) » ml ™

" Para todo x € S. Convexidad fuerte tiene varias interesantes

consecuencias. Para x,y € S se tiene.

1
fO)=f)+V () (y—x) + SO - )TV f(2)(y — x)

para algun z sobre el segmento [x, y]. Por (7) el ultimo término
sobre el lado derecho es menor que (m/2)|ly = x||5 de modo

que tenemos la desigualdad

FO) =) +V ) (y—x)+ (m/Dlly —xlI5 ®

‘para todo x,y € S. Cuando m =0 se tiene la desigualdad

basica que caracteriza la convexidad. Para m > 0 obtenemos

?y 14



una mejor cota inferior sobre f(y) que se sigue de la

convexidad Unicamente.

Demostraremos qué (8) puede ser usada para acotar
f(x) —p*, que es la suboptimalidad del punto x, en términos
de IIVf(Jé)IIZ. El lado derecho de (8) es .una funciéon
cuadratica convexa de y (para x fijo). Haciendo el gradiente

con respecto a y igual a cero, hallamos que:

7 = x - () Vf (x) minimiza el fado derecho.

En efecto

GO =)+ Y@y —x) + (m/2)ly ~ x'”%
VG(y) = Vf(x) + m(y — x)

V() =05y = x —%Vf(x)

Por lo tanto se tiene

fO)ZfE)+VFE) (v —x)+m/Dlly — x5

= fO)+ V()T (P —x) + (m/2)|¥ — |13

= £ ~ 5 - N9 COI

Desde que esto se cumple para cualquier y € §, se tiene

g



P2 fG) 5 IV (Ol ©)

Esta desigualdad demuestra que si el gradiente es pequefio
en un punto, entonces el punto estd cerca del optimal. La
desigualdad (9) puede ser interpretado como una condicion

de suboptimalidad que generaliza la condicién (2):
IVF()ll, < @me)/? = f(x) —p* <€ (10)

Podemos tener una cota para ||x — x*||,, la distancia entre x y

cualquier punto optimal x* en términos de [|Vf(x)ll,:
X 2
llae = x"llz = — IV ()l (11)
Para ver esto, aplicamos (8) con y = x* para obtener
* * T * m * 2
pT=f0") 2 fO) + V() (" —x) + > llx” — x|l

> £() = IVf (Ol lIx* = xll, + 21" = 113

Donde usamos la desigualdad de Cauchy-Schwérz en la

| segunda desigualdad. Puesto que p* < f(x), tenemos
. F * | m * 2
~IVF @l llx™ = xllz + 5 lx* — xllz < 0

De la cual se tiene (11). Una consecuencia de (11) es que el

punto optimal x* es Gnico.
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3.2.4. Cota superior sobre V2f(x)

La desigualdad (8) implica que los conjuntos subnivel
contenidos en S son acotados, de modo que en p'articular, S
es acotado. Por lo tanto el maximo eigenvalor de V3£ (x), que
.es una funcion continua de. x sobre S, es acotado
superiormente sobre S, es decir, existe una constante M tél

que
Vi f(x) <Ml B (12)

Para todo x € S. La cota superior sobre la Hessiana implica,

para cualquier x,y € S
fO)SF)+ V) (v —x) + (M/Z)Ily—xll§ (13)

qué es analogo .a (8). Minimizando cada lado sobre y se tiene
p* < f() — = IVFGOIE S

la contraparte de (9).

3.2.5. Numero de condicién de los conjuntos subnivel

De la desigualdad (7) y (12), tenemos

mf%sz(x)<MI, VxG‘S (1s)

La razon k = M/m es asi una cota sobre el nimero

de condicion de la matriz V2f(x), es decir, la razén de su
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mayor eigen valor y su menor eigen valor. Podemos también
dar una interpretacién geométrica de (15) en términos de los

conjuntos subnivel de f.

La anchura de un conjunto convexo C € R™, en la

“direccion g unitario, se define por

W(C,q) =supq’z—infq"z
zeC z€eC

La minima y maxima anchura de C estan dadas por

Whin = I infi W(C,q), Wax = sup W(C,q)
qllz=1 laliz=1

El nimero de condicidn del conjunto convexo C esta definido

Por:

2

|4
cond (C) = anmx

min

El nimero de condicion de C da una medida de".su
excentricidad. Si el numero de condicién es pequefio
(:digamos, cerca de uno) el conjunto-tiene la misma anchura
en todas las direcciones, es decir, es casi una esfera. Si el
numero de condicion es grande, significa que el conjunto es

muy ancho en alguna direccién que en otras.

Yo



Ahora supongamos que f satisface:

ml <K Vif(x) <MI,vxeS . Daremos una cota para el
nimero de condicion del a -conjunto subnivel (, =
{x: f(x) < a}, donde p’ < @ < f(x®). Aplicando (13) y (8)

con x = x*, tenemos
P+ M/Dly -2 32 fB) 2p" + (m/Dlly — x"[I3
Esto implicé que
Brter © Cq & Bext

Donde

Binter = [ Iy = x°I1> < (2(a - p*)/M)¥/?)

Bexe = {y: lly —x*ll; < 2(a - p*)/m)*/?}
| ~ Son bolas con radios |

@2(a - p")/M2, (2(a - p*)/m)2,

respectivamente, la razén del radio cuadrado da una cota

sobre el nimero de condicion de Cy:

' M
cond (Ca) S-Zz—

¥



3.2.6.

Podemos dar una interpretacién geométrica del ndmero de
condicion k(V2f(x*)) . De la expansion de Taylor de f

alrededor de x*
* 1 *\T 72 * * |
f =p"+5 -2 VD~ x7)
Vemos que, para a cerca de p*,

Ca =y (0 = x)V2F () (v — x°) < 2@ — p*))

Es decir, el conjunto subnivel es aproximado por un elipsoide

con centro x*, por lo tanto

lim cond (Co) = k(V?/(x"))

Vemos que el nimero de condicién de los conjuntos subnivel
de f (que es acotado por M/m) tiene un fuerte efecto sobre la
eficiencia de algunos métodos comunes para minimizaciéon

irrestricta.
Constantes de convexidad fuerte

Debemos mantener en mente que las constantes My m se
conocen solamente en casos raros, de modo que (10) no
puede ser usado como un criterio practico de parada. Este

puede ser considerado como un criterio conceptual de parada;

“esto demuestra que si el gradiente de f en x es

| } 20



327,

suficientemente pequefio, entonces la diferencia entre f(x) y
p* es pequefio. Si terminamos un algoritmo cuando

[vF(x®)||,<u , cuando u se escoge suficientemente

pequefio menor que (me)/?, tenemos que

f(x®)—p*<e.

Daremos pruebas de cdnvergencia para . algoritmos, due
incluyen cotas sobre el nimero de iteraciones requeridas
antes que f(x®)—p* <e, donde € es élguna tolerancia
positiva. Muchas de estas cotas inciuyen las constantes My
m. Estos resultados son al menos conceptualmente dUtiles,
ellos establecen que el algoritmo converge, aun si la cota
sbbre el numero de iteraciones requerida depende de

constantes que son desconocidas.

Existe una importante exc;epcién a esta situacion, hay una
clase especial de funciones convexas, llamadas
autbconcordantes, para las que podemos dér un analisis
completo de convergencia (para el método de Newton) que no

depende de ninguna constante desconocida.
Métodos descendentes

Los algoritmos descritos en este capitulo producen una

sucesiéon minimizante x®), k = 1, ..., donde

2§< "



x(k+1) = x(k) + t(k)Ax(k)

t® >0 (Excepto cuando x® es optimal). Ax es un vector en
R™ Ilamado‘direccic')n de basqueda o paso, k = 0,1, ... dehota
el nimero de iteraciones. El escalar t®) > 0 es llamado el
tamano de péso o la longuitud de paso en la iterapién k

(aunque este no es igual a ||x**V —x®|| a menos que

|ax®|| = 1). Los términos “paso de busqueda” y “factor
escalar” son mas exactos, pero “direccion de busqueda” y

“‘longitud de paso” son usadas mas ampliamente.

Todos los métodos que estudiamos son métodos

descendentes, que significa
f(x(k+1)) < f(x(k))

excepto cuando x®) es optimal. Esto implica que para todo k
tenemos qUe NOPE el cbnjunto subnivel inicial, y en
particular tenemos x®) € dom f. De la conve*idad conocemos
que VF(x®) (y —x®) = 0 implica que f(¥) = f(x®), de
‘modo que la direccion de blusqueda en un método

descendente deberia satisfacer

Vf(x("))TAx(") <0

22

~&



Es decir, este forma un angulo agudo con el gradiente
negativo, llamamos a tal direccion una direccion descendente

(para fen x(9),

La rutina de un método descendente general es como sigue..
Este alterna entre dos pasos: determinar una direccién

descendente Ax, y la seleccion de un tamano de paso t.
3.2.8. Algoritmo de un método descendente general

Dado un punto de inicio x € dom f.

Repetir

1. Determine una direcciéon descendente Ax
2. Linea de busqueda: Escoger un tamafo de paso ¢t > 0.

3. Actualizar: x = x + tAx
Hasta que el criterio de parada se satisfaga.

El segundo paso es llamado linea de blisqueda ya que la
seleccion del tamafio de paso t determina a lo largo de la

linea {x + tAx:t € R, } donde el siguiente iterado estara.

Un método descendente practicamente tiene la misma
estructura general, pero podria ser organizado de forma

diferente.

! n



3.2.9.

Por ejemplo, el criterio de parada es a menudo chequeado
mientras, o inmediatamente después, que la direccidn
descendente Ax es calculada. El criterio de parada es a

menudo de la forma ||Vf(x)ll, <u, donde u >0 como se

_sugiere en (9).

Linea de busqueda exacta

Un método linea de busqueda algunas veces usado en la
practica es la linea de busqueda exacta en el que { se escoge

para minimizar f a lo largo del rayo {x + tAx:t = 0}:

t = argmin f(x + sAx) (16)

s20

Una linea de busqueda exacta es usada cuando el costo del
problema de minimizacién con una variable, requerida en (16),
es bajo comparado con el costo de computar la direccién de
bisqueda misma. En aigunos casos espeéiales el

minimizador a lo largo del rayo puede ser hallado

-analiticamente, y en otros casos puede ser computado

eficientemente.

3.2.10. Linea de busqueda con retroceso

a

Muchas lineas de blsqueda usadas en la practica son
inexactas: la longitud de paso es escogida para aproximar f

a lo largo del rayo {x + tAx:t = 0}, o incluso solo para

O . Vo



. reducir f suficientemente. Muchos métodos de linea de

3.2.11.

busqueda inexacta han sido propuestos.:

Un método de linea de busqueda inexacta que es muy
simple y efectivo es llamado linea de busqueda exacta con

retroceso, esta depende de dos constantes
a B, 0<a<05 0<p<1.
Algoritmo linea de busqueda con retroceso

Dada una direccion descendente Ax para f en x€

dom f,a € (0,0.5),8 € (0,1).
t:=1,
Mientras f(x + tAx) > f(x) + atVf(x)"Ax, t = ﬁt.-

La linea de busqueda es llamada con retroceso porque esta
comienza con un tamafo de paso unitario y entonces reduce
este por el factor f hasta que la condicibn de parada

f(x +tAx) < f(x) + atVf(x)T Ax se cumple.

Desde que Ax es una direccidn descendente, tenemos

Vf(x)TAx < 0, de modo que para t suficientemente pequefo

tenemos

fx+thx) = f(x) + Vf () Ax < f(x) + atVf(x)TAx

Foo



Lo que demuestra que la linea de basqueda con retroceso
eventualmente termina. La constante a puede ser
interpretada como la fraccion del decrecimiento en f

predicho por extrapolacion lineal que sera aceptada.

3.3. Método descendente Gradiente

Una natural elecciéon para la linea de blUsqueda es el negativo del

gradiente Ax = —=Vf(x). El algoritmo resultante es llamado el método

descendente gradiente.

3.3.1.

“Algoritmo método descendente Gradiente

Dado un punto de inicio x € domf

| Repetir

1.  Ax =-Vf(x)
2. Llinea de busqueda: Escoger un tamafo de paso ¢ via
una linea de busqueda exacta o con retroceso.

3. Actualizar: x := x + tAx

Hasta que el criterio de parada se cumpla.

'El criterio de parada es usualmente de la forma: ||[VF (), <

,u', donde u es pequefio y positivo. En muchas
implementaciones, esta condicion es chequeda después del

p_aso 1, en lugar de después de la actualizacion.
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3.3.2.

Analisis de convergencia

Aligeremos nuestra notacion haciendo x* = x + tAx en lugar
de x®*D = x4 t®WA® | donde Ax =-Vf(x)
Asumiremos que f es fuertemente convexa sobre S, de

modo que hay constantes m, M tal que
ml < V2f(x) < MI, paratodox €S.

Definamos la funcién f: R = R por f(£) = f(x — tVf(x)), en
la siguiente discusion consideraremos t para los que
x —tVf(x) € S. De la desigualdad (13), cony = x — tVf(x),

obtenemos una cota superior cuadratica para f:

. Mt?
f@) < ) = tllVFEIIE + 5 IVf (I3 17

A. Analisis para linea de busqueda exacta

Asumiremos que una linea de bﬂsquedé exacta es
usada, y minimiza sobre t.ambos lados de (17). Para el
lado izquierdo tenemos f(t,,) donde t,, es la longitud
del paso que fninimiza f. El lado derecho es una
cuadratica que es minimizada port =1/M, y tiene valor

minimo.

f@) = GV ()II2
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Por lo tanto tenemos

F*) = Flten) < fGO) =5 IV (1B

Restando p*en ambos lados, tenemos

| 1
fD)-p<fx)-p" - o el

Combinando esto con WVFOIZ = 2m(f(x) — p*)

concluimos que
fGH)-p <A -m/M)(f(x) —p7)

Aplicando esta desigualdad recursivamente, hallamos

que

F) ~ 7 = H(F0) ) as)
Donde ¢ =1 — 7”"3 <1, que demuestra que f(x(")) - p*
cuando k — oo.

En particular, deberiamos tener f(x®)—p*<e

después de no mas

log ((£(x®) - p°)/e)
1
log-E

(19)
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iteraciones del método gradiente con linea de bisqueda

exacta.

Esta cota sdbré el namero de iteraciones requeridas,
aunque cruda, puede dar alguna idea del método
gradiente. El numerador puede ser interpretado como el
log de la razén de la sub optimalidad .‘inicial y la
suboptimalidad final. Este término sugiere que el numero -
de iteraciones depende de cuan bueno es el punto de

“inicio, y cuan exacta es la exactitud requerida.

El denominador en (19) es una funcién de M/m, que
hemos visto es una cota sobre el numero de condicion
de V2f(x) sobre S, o el numero de condicion de los
conjuntos subnivel {z: f(z) < a}. Péra el numero de

condicién grande M /m, tenemos
1
logz = —log(l —-m/M) = m/M

Asi, nuestra cota sobre el numero de iteraciones
requeridas se incrementa aproximadamente linealmente

con incremento M/m.

Veremos que el método del gradiente en efecto requiere
un nimero grande de iteraciones cuando {a Hessiana de

~ f, cerca de x*, tiene un nimero de condicién grande.
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Rec_iprocameﬁte, cuando loé conjuntos subnivel de f son
relativamente isotropicos, de modo que el nl]rﬁero de
condicion puede ser escogido relativamente pequeno, la
cota en (18) muestra que la convergencia es .répida,
desde que c es pequefa, o al menos no tan cerca de
uno. La cota (18) muestra que el error f(x®)—p*
converge a céro al menos tan rapido como una serie
geometrica. Eh el contexto de métodos numéricos
iterativos, esta es llamada convergencia lineal, puesto
que el error esta bajo una recta o un grafico log-lineal de

error versus el nimero de iteraciones.
Analisis para linea de busqueda con retroceso

Ahora consideramos el caso cuando se usa una linea de
busqueda con retroceso en el método descendente del
Gradiente. Demostraremos que la condicién de salida

con retroceso
- f@®) < f(x) - allVFOll3
Se satisface cuando 0 <t < 1/M.

Primero note que

0<t<sm—t+ e t/2
St< 5=t/
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. 2
Que se sigue de la convexidad de —t + MTt Usando este

2
resultado y la cota (17) tenemos, para —t + %5—

. , , Mtz
F(0) = f0) = tliVf llz + =~ IVF ()2

< £ - DIV @IB

< f() - atlVFOI2

puesto que a < 1/2. Por lo tanto la linea de blsqueda
con retroceso termina cuandot =16t > /M. Esto nos
da una cota inferior sobre el decrecimiento de la funcion

objetivo. En el primer caso tenemos

fh) < f) —allVF I3
Y en el segundo caso se tiene

fO) <0 - (@—“)nwmn% ‘

Por lo tanto se tiene

f(x*) < f(x) — min{e, fa/MINVf ()13

Ahora podemos proceder exactamente como en el caso
. de la linea de busqueda exacta, restamos p* en ambos

lados para tener
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fG&™) —p" < f(x) —p" — min{a, fa/M} IVf COllZ

Y combinando esto con [[VF(x)|2 = 2m(f(x) —p*)

obtenemos:
f(x*) —p* < (1 — min{2ma, ZBam/M})(f’(X).— p")
De esto se concluye que

f&) —p < (f(x9)-p)
Donde ¢ = 1 — min{2ma, 2fam/M} < 1

En particular, f(x®) converge a p* al menos tan rapido
como una serie geométrica con un exponente que
depende (al menos en parte) de la cota para el numero
de condicion M/m . En la terminologia de métodos

iterativos, la convergencia es al menos lineal.
Ejemplo 6.
Un problema cuadratico en R?

Considere la funcion objetivo
. |
fy) =5G*+by?),  b>0
Calculemos la matriz Hessiana de f

Hf(x,y) = [é 2]

% P



Claramente el punto optimal es (0,0) y el valor optirhal es
0. La Hessiana de f es constante, y tiene eigen valores
1y b, de modo que el numero de céndicié_n de los
conjuntos subnivel de f son exactamente

max{1, b}

m = max{b, 1/b}

La eleccibn mas ajustada para las constantes de

convexidad fuerte m y M son
m = min{1, b}, M = max{1, b}

Aplicamos el método del gradiente descendente con
linea de busqueda exacta, comenzando en el punto
x©@ = (h,1) . En este caso tenemos las siguientes

expresiones para los iterados

k

b—1\" b—1
k) — p[_— ) (2"~
x b(b+1)' Y ( b+1)

b(b+1) /b—1\** /b—1\*
®)Y) = S — 0
f () 2 Q+4) (b+1)'ﬂx )
En este ejemplo, la convergencia es exactamente lineal,
es decir, el error es exactamente una serie geométrica,
reducida por un factor |(b—1)/(b+ 1)|> en cada
iteracion. Para b = 1 la solucién exacta se halla en una

iteracion; para b no lejos de uno (digamos entre 1/3 y 3)
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la convergencia es rapida. La convergencia es muy baja

parab > 16 b K 1.

Podemos comparar la convergencia con la cota dada en
(18) se garantiza que el error en cada iteracién es
reducida al menos por el factorc =1 —m/M. Se ve que
el error esta reducido por el factor
1—m/M\?
)
En cada iteracién. Para m/M pequeno, que corresponde
a un numero de condicion grande, la cota superior en
(19) implica que el nimero de iteraciones requerida para
obtevner un nivel dado de exactitud de crecimiento al
menos igual a M/m. Para este ejemplo, el nimero de
iteraciones requerida crece aproximadamente igual a

(M/m)/4.
Ejemplo 7.

‘Sea la funcion
m
fG) =cTx— ) log(b —al)
=1

“Con m = 500 términos y n = 100 variables.
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El progreso del método gradiente con linea de busqueda
con retroceso, con parametros a =0.1, $ =05. es
aproximadamente lineal y convergencia bastante rapida
para cerca de 20 iteraciones, seguid'a por una
convergencia lineal baja. El error total esta reducida por
un factor de alrededor de 10%en 175 iteraciones, que da
un error promedio de reduccion de alrededor de
1076/175 ~ 0.92 por iteracion. La razén de cdnvergencia
inicial, para las prifneras 20 iteraciones, es alrededor de
un factor de 0.8 por iteracion; la razén de convergencia
final después de las primeras 20 iteraciones, es

alrededor de 0.94 por iteracion.

La co‘nvergencia del método del gradiente con linea de
bisqueda exacta es de nuevo Iinea_l, con un error total
de reduccién de aproximadamente 107%/140 ~ 0.91 por
iteracion. La diferencia es minima con la linea de

busqueda con retroceso.

Finalmente, examinamos la influencia de los parametros
a y B en la razdn de convergencia, por determinar el

numero de iteraciones requeridas para obtener

f(x®) —pr <1075
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"En el primer experimento, fijamos f = 0.5 y variamos «
entre 0.05 y 0.5. EI‘ numero de iteraciones requeridas
varia desde 80, para valores grandes de «a, en el rango
0.2 — 0.5, alrededor de 170 para valores pequefios de a.

~ Este y otros eXperimentos, sugieren que el método del
gradiente trabaja mejor con a bastante grande, en el

rango 0.2 - 0.5.

Similarmente, podemos estudiar el efecto de escoger 8
fijando a = 0.1 y variando 8 entre 0.05 a 0.95. De nuevo
la vafiacién en el numero total de iteraciones no es
grande, en el rango de 80 (cuando 8 = 0.5) a 200 (para
B pequeno, o cerca de 1). Este experimento, y otros,
sugieren que B = 0.5 es una buena eleccion. Estos
experimentos sugieren que el efecto de los para’metroé
de retroceso sobre la convergencia no es grande, no

mas que un factor de dos o menos.
Conclusiones

1. El método del gradiente a menudo exhibe aproximadamente
convergencia lineal, es decir el error f(x®) — p* converge a

cero aproximadamente como una serie geométrica.
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3.4.

2. Laescogencia en los parametros de retroceso tienen un notable
pero no dramatico efecto sobre la convergencia. Una linea
exacta algunas veces mejora la convergencia del método

gradiente, pero el efecto no es grande.

3. La razén de convergencia depende gratamente del numero de
condicion de la Hessiana, o de los conjuhtos subnivel. La
convergencia puede ser muy baja, siempre para los problemas
qgue son moderadamente bien condicionados (digamos, con
namero de condicién en los 100s). cuando el numero de
condicion es grande (digamos 100 o mas) el método del

gradiente es bajo e indtil en la practica.

La principal ventaja del método gradiente es su simplicidad. Su
principal desventaja es que su razén de convergencia depende
criticamente del nimero de condicidén de la Hessiana o los conjuntos

subnivel.

Método de Newton

Ei método de Newton es un método iterativo descendente

3.4.1. El paso de Newton

Para x € dom f, el vector

N =~V )V (0)
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3.4.2.

Es llamado el paso de Newton para f en x. Que V?f(x) sea

definida positiva implica que

VEF()TN = —Vf (VA () NVf(x) < 0

A menos que Vf(x) = 0. De modo que el paso de Newton es

una direcciéon descendente (a menos que x sea optimal)

El método de Newton puede ser motivado en varias formas.

Minimizador de una aproximacién de segundo orden

La aproximacién de segundo orden de f en x es

FOrtv) = FGO + T ()0 45 V2 (0w

La cual es una funcién cuadratica convexa de v, y es

minimizada cuando v = N. Asi, el paso de Newton N es el
que deberia ser afadido al punto x para minimizar la

aproximacion de segundo orden de fen x.

Si la funcidbn f es cuadratica, entonces x+ N es el

minimizador exacto de f. Si la funcién es casi cuadratica, la

_intuicion  sugiere que x+ N deberia ser una buena

“estimacién del minimizador de fen x.
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3.4.3.

3.44.

Minima Direccion descendente en la norma definida por la

Hessiana

El paso de Newton es también la minima direccion
descendente en x, para la norma cuadratica definida por la

Hessiana, V?f(x), es decir
lullgzry = WV (x)u)'/?

Esto da otra razén del porque el paso de Newton debe ser
una buena direccién de busqueda, y una muy buena

direccién de busqueda cuando x esta cerca de x*.
Soluciéon de condicién de optimalidad linealizada

Si linealizamos la condicidén de optimalidad Vf(x*) = 0 cerca

de x obtenemos
Vi(x+v) =Vf(x)+ V3 f(x)v =0

que es una ecuacién lineal en v, con solucién v =N. De
modo que el paso de Newton N es el que deberia ser
anadido a x de modo que la condicion de optimalidad
linealizada se cumpla. Esto sugiere que cuando x esté cerca
de x*, la actualizacion x + N deberia ser una buena

aproximacion de x*.
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3.4.5.

3.4.6.

" Afin invarianza del paso de Newton

Una importante propiedad del paso de Newton es que este

es independiente de cambios de coordenadas lineales
(o afines).
Supongamos que T € R™*™ es no singular, y define:
Fy)=f (Ty)v. Entonces tenemos

VFG) = TG, VEF() =TT COT

Cuando x = Ty. El paso de Newton para F en y es por lo

tanto
M= (T"V2f(x)T)"TTVf(x)
= T2 F(x)1VF (x)
=T"IN

Entonces el paso de Newton de f y F estan relacionados por

la misma transformacion lineal, y
x+N=T(y+ M)

El decremento de Newton

-La cantidad

A(x) = (VF(X)TV2f () 71U (x)) /2

o .
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se llama el decremento de Newton en x. Veremos que el
decremento de Newton juega un rol importante en el analisis
del método de Newton, y es también Gtil como un criterio de

parada. Podemos relacionar el decremento de Newton a Ia

cantidad f(x) — inf, f(y),

. . 1.
fx) - ig}ff_()’) =fx)-f(x+N)= —2'/1(76)2
Asi, 12/2 es una estimacién de f(x) —p*, basado én la

aproximacion cuadratica de f en x.

Podemos expresar el decremento de Newton también en la

forma
() = (NTV2f (x)N) /2

Esto demuestra que 1 es la norma del paso de Newton, en la

norma cuadratica definida por la Hessiana. |

El decremento de Newton viene en una linea de blsqueda

con retroceso también, puesto que tenemos
Vf(x)™N = —A(x)* - (20)

Esta es la constante usada en una linea de busqueda con
retroceso, y puede ser interpretada como la derivada

direccional de f en x en la direccidn del paso de Newton:
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3.4.7.

d
~2(x)?> =Vf(x)TN = T flx+ tN)L=O

Notemos también que el decremento de Newton es, al igual

que el paso de Newton, afin invariante.

Formulacion del metodo de Newton

. El método de Newton a describir, es algunas veces llamado,

el método de Newton amortiguado, para distinguirlo del
metodo de Newton puro, que usa un tamafo de paso fijo

t=1.
Algoritmo
Dado un punto de inicio x € dom f, una tolerancia € > 0.
Repetir
1. Compute el paso y el decremento de Newton
N =-V2f()7Vf(x), A(x) = (VF()TV2f(x)TIVf ()"

2. Criterio de parada. Salirsi 1?/2 < ¢
3. Linea de bus_queda. Escoger el tamano de paso t para
una linea de busqueda con retraso.

4. Actualizar x=x+ tN



3.5. Minimizacion con ecuaciones restriccién

3.5.1. Problema de minimizacion con ecuaciones restriccion
Es de la forma
Minimice f (x) 1)
Sujeto a: Ax = b

' Doﬁde f:R®™ > R es convexa y dos vecesv continuamente
diferenciable, 4 € RP*™ con rango de A =p<n. lLa condicién
~ impuesta sobre A indica que hay menos. ecuaciones
restriccior que variables, y que las ecuaciones restriccion son

.

“independientes. Asumiremos .que una solucion optimal x

existe, y usamos p* para denotar el valor éptimo,
p* = inf{f(x): Ax = b} = f(x*)

Recalcamos que x*€dom f es optimal para (21) si y

solamente si existe un x* € R™ tal que
Ax* = b, Vf(x*) +ATv* =0 - (22)

Resolver el problema (21) es equivalente a hallar una solucién
de (22), que es un conjunto de n + p ecuaciones conn +p
variables x*, v*. El primer conjunto de ecuaciones, Ax* = b,

se llaman ecuaciones de factibilidad primal, que son lineales.
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352

El segundo conjunto de ecuaciones, Vf(x*) + ATv* =0, se
llaman ecuaciones de factibilidad dual, que son en general no

i

lineales.

Cualquier problema de minimizacibn con ecuaciones

- restriccién puede ser reducido a un problema irrestricto al

eliminar las restricciones y resolver usando el método de

Newton.
Minimizacion cuadratica con ecuacién restriccion

Consideremos el problema
Minimice f(x) = %xTPx +qTx+7r
Sujetoa: Ax = b

Donde PeS™ y A€ RP* . Las condiciones de

optimalidad son

Ax*=b, Px*+q+ATv* =0

Que se puede reescribir como

o olE =15
Este conjunto de n+p ecuaciones Iinealgs env Ias_n+p

variables x*,v* es llamado el sistema de KKT para el

G ..



problema de optimizacidbn cuadratico con ecuaciones
restriccion. La matriz de los coeficientes se llama la matriz

KKT.

Cuando la matriz de KKT es no singular, existe una unica
solucién optimal prima|vdual x",v*. Sila .matriz de KKT es
| singular, pero el sistema KKT es soluble, cualquier solucién
nos lleva a un par optimal x*,v*. Si el sistema KKT no tiene
solucién, el problema de optimizacion cuadratico es no
acotado inferiormente o infactible. En verdad, en este caso

existe v € R™,w € RP tal que
Pv+ATw =0, Av=0,—q"v+b"w>0.

Sea X cualquier punto factible. El punto x = ¥ + tv es factible

paratodoty
' 1
fE+tv)=fE) +t@TPx+q"v) + —z—tszPv
. 1 :
=f(®) +t(—xTA"Tw + q"v) - EtZWTAW

= f(Z) + t(—b"w + q"v)

Que decrece ilimitadamente c_:uando t - oo,
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3.5.3. Eliminacion de las restricciones

Un procedimiento general para resolver el problema (21) es la
eliminacién de las restricciones, y resolver el problema
irrestricto usando el método de Newton para problemas

irrestrictos.

Primeramente, hallamos una matriz F € R"x(”‘l’) y un vector

X € R™ que parametrice el conjunto factible afin.
{x/Ax =b}={Fz+ X /z € R"P}.

Aqui, X puede ser escogido como una solucidén particular de
Ax = b y F € R™*("-P) es cualquier matriz cuyo rango es el

espacio nulo de A. Formamos asi el problema de optimizacién
Minimice f(z) = f(Fz + %)

Que es un problema irrestricto con variable z € R*?. De
estas soluciones z*, podemos hallar la solucién del problema

21), x*=z"+x.

También podemos construir una variable optimal dual v* para

el problema con ecuaciones restriccion,

v* = —(AAT)"TAVF(x*).
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Para demostrar que esta expresién es correcta, deberiamos

verificar la condicién de factibilidad dual
VF(x") + AT(—(AAT)1AVF(x*) = 0 (23)

Notemos que
, | _
[’: ] (VF(x") — AT(AAT)TAVF(x")) = 0
Donde en bloque superior hemos usado que:

FTVf(x*) = Vf(z") = 0y AF = 0. Como la matriz en el lado

izquierdo es no singular, implica (23).
3.6 Método de Newton con ecuaciones restriccion

Describiremos una extension del método de Newton para incluir
ecuaciones restriccion. El método es el mismo salvo dos diferencias.

. El punto inicial debe ser factible (es decir, satisfacer:

x € domf,Ax = b), y la definicion del paso de Newton es modificado
tomando en cuenta la ecuacion restriccion en ella. En particular,
aseguramos que el paso de Newton Ax,; es una direccién factible,

‘es decir AAx,,; = 0.

/ Z( |
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36.1. El paso de Newton

Para deducir el paso de Newton para el problema (21) en el
punto factible x, reemplazamos la funcidon objetivo por su
aproximacion de Taylor de segundo orden cerca de x, para

formar él problema
Minimice

flx+v)=fx) + Vf(x)Tv+-;-vTV2f(x)v (24)
Sujetoa A(x+v) =b

con variable v . Este problema puede ser resuelto
analiticamente. Definimos el paso de newton Ax,, como la
solucién del problema (24), asumiendo que la matriz de KKT
es no singular. En otras palabras, el paso de newton Axnt es
el que deberia sea afiadido a x para resolver el problema

cuando la aproximacién cuadratica es usada en lugar de f.

El paso de Newton esta caracterizado por

e AR-CE e

Donde w es la variable optimal dual asociado para el

problema cuadratico. EI paso de Newton esta definido

G % .



3.6.2.

solamente en los puntos en que la matriz de KKT es no

singular.
Solucién de las condiciones de optimalidad linealizada

Podemos interpretar el paso de Newton Ax,., y el vector
asociado w, como la solucion de la aproximacién linealizada

de las condiciones de optimalidad
Ax* =b, Vf(x*)+ATv* =0.

Sustituimos x + Ax,,;, por x* y w por v* y reemplazamos el
gradiente en la segunda ecuacion por su aproximacion

linealizada cerca de x, para obtener las ecuaciones
A(x + Ax,) = b,
Vi(x + Axntv) + ATw = Vf(x) + V2f(x)Axpe + ATw =0
Usando Ax = b, sé tiene
Abx, =0, V2f(x)Axn + ATw = —Vf(x),

Que son precisamente las ecuaciones (25) que definen el

paso de Newton.
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3.6.3. El decremento de Newton

Definimos el decremento de Newton para el problema (21)

como
A(x) = (AT V2 £ (x) Axpe) /2

Que es la misma expresion usado en el caso irrestricto, y la

‘misma interpretacion se cumple.



IV. MATERIALES Y METODOS

Se trata de una investigacién Basica, por lo tanto los materiales a usar
son los conceptos y resultados del Algebra lineal, la teoria de
optimizacion, etc. Que nos permiten mostrar la hipotesis del trabajo, la

convergencia del método de Newton.

Asumiremos, como antes, que f es dos veces continuamente
diferenciable, y fuertemente convexa, es decir, V2f(x) > ml, para todo
x € S. Hemos visto que esto implica también que existe un M > 0 tal que

V2f(x) < M, paratodox € S.

Ademas asumiremos que la Hessiana de f es Lipschitz continua sobre §

con constante L, es decir

1727 GO = V3 D)l < Lllx = yllo v,y €5

El coeficiente L puede ser interpretado como uné cbta de la tercera
derivada de f, que podemos tomarla como cero para la funcion
'cuédrética. Mas generalmente, L mide vcomo f puede ser aproximada 'por
un modelo cuadfético, dé modo que podemos esperar que la constante L
juegue un rol critico envelvrendimiento del métodq de newton. La intuicion |
sugiere que el método de Newton trabaja muy bien para Qna funcjén cuyo

modelo cuadratico varia muy poco (es decir, L es pequefio).
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V. RESULTADOS

5.1. Analisis de convergencia

. ’ 2
Demostraremos que existen numerosn,y tal que 0 <n < —"Z— y>0

~ de modo que se cumple

1) Si||[vf(x®)]|, = n, entonces

fx®) = f(x®) < -y (26)

2) Si||vf(x®™)]l, <n, entonces la linea de busqueda con retroceso

selecciona t™ =1,y

L L 2
S, < (5 1A G, @7)

Analicemos las implicaciones de Ila segunda condicion.

Supongamos que esta se satisface para la iteracion k, es decir,
m2
Comon < - tenemos que

”Vf(x(k+1))”2 <n,

72N



es decir, la segunda condicibn también se cumple para la
iteracion k + 1. Continuando recursivamente, concluimos que si
la segunda condicidbn se cumple, esta se cumplira para los

futuros 'iterados, es decir, para todo [>=k , tenemos

| |vF(x®)||, <n. por lo tanto, para todo [ > k, el algoritmo toma

un paso de Newton completot =1,y

L L 2
s EEO, < (519G,

Aplicando esta desigualdad recursivamente, tenemos que para

I>k,

L L | 3 1
2 GO, = (5177 GO,)  <(3)

Y entonces

I-k+1
1 2

2) )

1 2m3 (

F(x0) = p* < s IPFEO) IE < 5

La ditima desigualdad demuestra que la convérgencia es
extremadamente rép_ida una vez que la segunda condicién se
cumple. Este fendmeno se llama convérgencia cuadratica.
Estrictamente. hablando, la desigualdad. (28) signiﬁéa que,
después de un numero suficiéntemente grande de iteraciones el

numero de digitos correctos se duplica en cada iteracién.
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Las iteraciones en el método de Newton naturalmente se dividen
en dos etapas. La segunda etapa, que ocurre una vez que la
condicion [[Vf(x®)|, <n se cumple, se llama etapa de
convergencia cuadratica. Nos referimos a la primera etapa como
la fase Newton amortiguado, puesto que el algoritmo puede
escoger un paso t < 1. La etapa de convergencia cuadratica es
también llamada la fase del método puro de Newton, puesto que
en estas iteraciones siempre se escoge un paso de Newton

t=1.

Ahora podemos estimar la complejidad total. Primeramente
deducimos una cota superior sobre el numero de iteraciones en
la fase del método de Newton amortiguado. Como f decrece en
al menos y en cada iteraciéon, el nimero de pasos de Newton
“amortiguado no puede exceder |

f(x®) —p*
%

De lo contrario, f podria ser menor que p*, que es imposible.

Podemos acotar el nUmero de iteraciones en la fase de

convergencia cuadratica usando (17). Esto implica que podemos
tener f(x)—p® <e después ‘de no mas log,log,(°/¢)

iteraciones en la fase de convergencia cuadratica, donde

ey -



2m3 .

60 = "LZ

En general, entonces, el niumero de iteraciones hasta que

f(x) — p* < € es acotado superiormente por

Y — p*
_—_f(x y) P +10g21092(60/6)
El término log,lag,(€%/¢), que acota el nimero de iteraciones en
la fase de convergencia cuadratica, crece muy 'poco con
exactitud ¢, y puede ser considerada como una constante pafa
propoésitos practicos, por ejemplo cinco o seis. Es decir, el
numero de iteraciones requeridas para minimizar f es acotado
superiormente por |

©Y _
f(x)pJr

” 6 (29)

Mas precisamente, esta es una cota sobre el numero de
iteraciones para computar una muy buena aproximacion de la

solucion.

5.2. Fase Newton amortiguado.

Ahora estableceremos la desigualdad (4.1). Asumiendo



V)Nl 2, primeramente deducimos una cota inferior para el
tamafo de paso seleccionado por la linea de busqueda. Convexidad

fuerte implica que V%f (x) < MI sobre S, y por lo tanto

flx+tN) < f(x) +tVf(x)"N + _1‘21 INJ|3t?

< f(x) —tA(x)? + Zi:n—tz/l(x)z

Donde hemos usado (20) y
A(x)? = NTV2f(x)N = m|IN||3

El tamano de paso t = m/M satisface la condicion de salida de la

linea de busqueda, puesto que
fx+tN) < f(x) - —/1(96)2 < flx) - atfl(x)2

Por lo tanto la linea de busqueda retorna un tamafo de paso t > EM’E

resultando en un decrecimiento de la funcion objetivo
fx?) = f(0) < —ati(x)?

pm

< —a—A—/I—/l(x)Z

<-abm Il

O % =



5.3.

Donde usamos

A(x)? = V)TV )TV (x) = (1/MIIVf ()2

Por lo tanto, (26) se cumple con

y = apn?— )

Fase convergencia cuadratica
Asumiendo que ||[Vf(x)ll, <n, demostremos que la linea de

blsqueda con retroceso selecciona un paso unitario, probado que

2
m
n<3(1-20)

Por la condicién de Lipschitz, tenemos parat = 0,
IV2£Cx + ¢N) = V2F ()l < ELIINII,
Y por lo tanto
INT(V2f(x + tN) = V2f (x))N| < tLIINII3

Haciendo f(t) = f(x + tN), tenemos f(t) = NT(V2f(x + tN))N, de

modo que:

£ = F"(0)] < eLIN I3

N



Usando esta desigualdad tendremos una cota superior para f(t).

Comenzamos con

F(@®) < F(0) + tLINIZ < A(x)? + t—752(%)°

m3/?

Donde f"(0) = A(x)? y A(x)? = m|[N||%. Integrando la desigualdad

anterior tenemos

F1©) < £7(0) + tAQR)? + ¢2 Efn%ﬁ' A

= —A(x)% + tA(x)? + t? A(x)?

2m3/2

Integrando una vez mas se tiene

- . 1
f(@) < f(0) — tA(x)? + Ez(x)z +¢3 -y A(x)3
Finalmente tomando t = 1 obtenemos
t2
f(x+tN) < f(x)——z—/l(x)2 + Py A(x)3

Ahora supongamos que

| 3
9GOl < s 220

Por convexidad fuerte tenemos

U R



Luego,

| 11
flx+1tN) < f(x) — A(x)? (5 - é%(si/b

< f(x) — ad(x)?
= f(x) +aVf(x)'N

Lo cual demuestra que el paso unitario t = 1 es aceptado por la

linea de busqueda con retroceso.

Ahora examinamos el radio de convergencia. Aplicando la condicién

de Lipshitz tenemos
IVF (2 = I1Vf (x + tN) = VF(x) - V2f (XNl
= |2 r e + ey — v2 f(x))th”-Z

< ZIINII3

N~

SIV2 AT )N

L
< L IVf @I

Con lo cual se verifica (27)
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En conclusioén, el algoritmo selecciona un paso unitario y satisface la

condicion (27) si [[Vf(x)|l, < n, donde

2
m
n = min{1,3(1 — Za)}T

Sustituyendo esta cota en (29) y (30), tenemos que el numero de

iteraciones es acotado por

A M212/m5
af min{1,9(1 —

zan V@) )
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VI.  DISCUSION DE RESULTADOS

El método de Newton tiene varias ventajas sobre el método Gradiente y

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

vmétod'os de pasos descendentes:

La convergencia del método de Newton es rapida en general, y
cuadratica cerca de x*. Una vez que la fase de convergencia
cuadratica se alcanza, a lo mas 6 o menos iteraciones se requieren

para producir una solucién de alta exactitud.

El método de Newton es afin invariante. Este es independiente a

cambio de coordenadas, o al _nl]mero de condicién dellos conjuntos
subnive! de la funcién objetivo.

La buena .performance del método de Newton no depende de lé
escogencia de los parametros del aIgoritmé. En contraste, la
escbgencia de la norma para el paso descendente} juega un rol

critico en su performance.

La principal desventaja dél meétodo de Newton es el costo de formar
y guardar la Hessiana, y el costo de computar el paso de Newton,
que requiere resolver un conjunto de ecuaciones lineales. Se puede
en muchos casos explotar la estructura del problema para reducir

sustancialmente el costo de computar el paso de Newton.

Otra alternativa es proveer una familia de algoritmos para

optimizacién irrestricta llamada métodos cuasi Newton. Estos

VR



métodos requieren menos esfuerzo computacional para formar
direcciones de busqueda, pero comparten algunas de las fuertes

ventajas del método de Newton, tales como rapida convergencia

cerca de x*.
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VIIl. APENDICE

Matriz de consistencia

Probiem_a

Objetivo general

Hipéte_sis

. Qué condiciones
deben cumplirse
para

1 método de Newton

apliqado a un
problema
irreétricto sea
convergente con
un costo
computacional
adecuado?

que el

Establecer las condiciones
que deben cumplirse para

que un problema resuelto por

el método de Newton sea

convergente con un costo

computacional adecuado.

La convergencia del
método de Newton
es répida
general, oy
cuadratica cerca del
punto optimo. La
principal desventaja
del método de
Newton es el costo
de formar y
almacenar ‘la
Hessiana, y el costo
de computar el paso
de newton, que
requiere resolver un
conjunto de

ecuaciones lineales.

en |




Objetivos especificos

i)

ii)

Estudiar los métodos de
programacion descendentes.
Establecer la convergencia
del método de Newton
aplicado a un programa de
optimizacion irrestricto.

Mostrar las bondades del
método de newton en la
soll_.lcién de  problemas
irrestrictos y concluir su

costo computacional

adecuado.
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X. APENDICE

En el presente trabajo, por ser un trabajo de investigaciéon basica, no

presenta anexos.
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