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ABSTRACT 

In the research work presented Newton's method, a method very useful for 

unconstrained minimization problems. The theoretical framework has been 

developed theory down methods with exact line search and line search 

backdown, analyzed the convergence of the gradient method as a typical 

case of top-down methods, which allows us to analyze the convergence of 

Newton's method. 

In the course of this work it has been shown that the convergence of 

Newton's method is fast in general and quadratic when we are close to the 

optimum. 

lt was further shown that the method can be used to Newton optimization 

problems constraint equations by transforming the problem into a 

constrained. 
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11. RESUMEN 

En el trabajo de investigación se ha presentado el método de Newton, un 

método de minimización muy útil para problemas irrestrictos. En el marco 

teórico se ha desarrollado la teoría de métodos descendentes con línea 

de búsqueda exacta y línea de búsqueda con retroceso, se ha analizado 

la convergencia del método Gradiente como un caso típico de métodos 

descendentes, que nos permite analizar la convergencia del método de 

Newton. 

En el desarrollo de este trabajo se ha demostrado que la convergencia 

del método de Newton es rápida en general, y cuadrática cuando estamos 

cerca del punto óptimo. 

Se ha mostrado además que el método de Newton se puede usar para 

problemas de optimización con ecuaciones restricción, transformando el 

problema en uno sin restricciones. 
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1u- INTRODUCCIÓN --=;:-

2.1. Exposición del problema de investigación 

En muchos problemas de aplicación en ciencias e ingeniería se 

requiere usar algún método de solución numérico, el cual hace uso 

de algún método para resolver un problema de programación 

descendente para ecuaciones irrestrictas, como por ejemplo, el 

método del gradiente y el método de Newton. 

Uno de los aspectos importantes en la elaboración de algoritmos 

para solucionar problemas de optimización es la convergencia y la 

complejidad computacional del algoritmo. Que un algoritmo sea 

convergente significa que a través de la iteración propuesta, esta 

converge al óptimo del problema. La complejidad se refiere al costo 

computacional o el número de pasos que se requiere para llegar a la 

solución del problema. 

El método del gradiente es relativamente sencillo, pero requiere de 

un gran costo computacional a diferencia del método de Newton el 

cual es más manejable computacionalmente. 
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2.2. Planteamiento del Problema 

¿Qué condiciones deben cumplirse para que el método de Newton 

aplicado a un problema irrestricto sea convergente con un costo 

computacional adecuado? 

2.3. Objetivos 

2.3.1. Objetivo General 

Establecer las condiciones que deben cumplirse para que un 

problema resuelto por el método de Newton sea convergente con un 

costo computacional adecuado. 

2.3.2. Objetivos Específicos 

i) Estudiar los métodos de programación descendentes. 

ii) Establecer la convergencia del método de Newton 

aplicado a un programa de optimización irrestricto. 

iii) Mostrar las bondades del método de newton en la 

solución de problemas irrestrictos y concluir su costo 

computacional adecuado. 

2.4. Importancia y justificación de la investigación 

El estudio de este tema es importante desde el punto de vista teórico 

porque nos permite conocer las propiedades del método de Newton 

y su aplicación a la optimización irrestricta. Desde el punto vista 

práctico nos permite demostrar la convergencia del método de 
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Newton y su complejidad polinomial; nos permite en suma 

corroborar la utilidad práctica de los conceptos y teorías 

matemáticas en las diferentes aplicaciones, especialmente en la 

optimización y el diseño de algoritmos. 

6 



111. MARCO TEÓRICO 

3.1 Conceptos preliminares 

3.1.1. Mínimo local 

Sea f: U~ R una función con valores reales definida sobre un 

conjunto abierto U e Rn, decimos que f posee un mínimo 

local en un punto P E U cuando existe una vecindad V de P tal 

que f(P) ::;; f(x), para todo x E V 

3.1.2. Función convexa 

Una función f: Rn ~ R es convexa si su dominio es un 

conjunto convexo y si para O::;; t ::;;.1, x,y E domf 

f(tx + (1- t)y) ::;; tf(x) + (1- t)f(y) 

Geométricamente, esta desigualdad significa que la línea que 

une (x,f(x), (y,f(y)) está sobre la gráfica de f. La función se 

dice que es estrictamente convexa si la desigualdad en la 

definición es estricta. Además una función es convexa si y 

solo si es convexa en cualquier línea de su dominio. Es decir, 

si y solo sí la función g(t) = f(x + tv) es convexa. Esta 

propiedad es muy útil, pues nos permite trabajar en R. 
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3.1.3. Condición de primer orden 

Supongamos que f es diferenciable (es decir, 'ilf existe en 

cada punto del domf que es un conjunto abierto), entonces, f 

es convexa si y solo si dom f es convexo y para todo 

x,y E domf 

f(y) 2: f(x) + 'ilf(x)r(y- x) 

Esta desigualdad muestra que si Vf(x) =O, x es un mínimo 

global de f. 

3.1.4. Condiciones de segundo orden 

Asumiendo que f es dos veces diferenciable, es decir, que su 

matriz Hessiana, o derivada de segundo orden existe, en 

cada punto de su dominio. Entonces, f es convexa si y 

solamente sí su dominio es convexo y su matriz Hessiana es 

semidefinida positiva, es decir 

'il2 f(x) ~o 

3.1.5. Matriz definida positiva 

Decimos que una matriz P es definida positiva si sus eigen 

valores son positivos. 

Denotamos al conjunto de matrices cuadradas simétricas 

definidas positivas de orden n por S~. 
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3.1.6. Función Lipschitziana 

Decimos que f es Lipschitz continua sobre su dominio con 

constante L, si 

lf(x)- f(y)l ::; Lllx- Yll 

3.2. Minimización lrrestricta 

3.2.1. Problemas de minimización irrestricta 

En este capítulo discutiremos métodos para resolver un 

problema de minimización irrestricta 

Minimice f(x) (1) 

Donde f: Rn ~ R es convexa y dos veces continuamente 

diferenciable (lo cual implica que el dominio de fes abierto). 

Asumiremos que el problema es soluble, es decir, existe un 

punto optimal x* . (Más precisamente, la última condición 

implicará que x* existe y es único) Denotamos el valor 

optimal, infx f(x) = p*. 

Como f es convexa y diferenciable, una condición necesaria y 

suficiente para optimalidad es que 

\lf(x*) ==,0 (2) 
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Resolver (1) es lo mismo que resolver (2) que es un conjunto 

de n ecuaciones con n variables xv x2, ···, Xn· En unos pocos 

casos podemos resolver (2) analíticamente, pero usualmente 

el problema puede ser resuelto por un método iterativo, es 

decir un algoritmo que computa una sucesión de puntos 

xC0), xC1), ···,E dom f, con 

Tal sucesión de puntos es llamada una sucesión minimizante 

para el problema (1). El algoritmo termina cuando 

f(xCk))- p* :::; f, donde E> O 

es alguna tolerancia especificada. 

3.2.2. Punto inicial y conjunto subnivel 

El método descrito requiere un apropiado punto de inicio xC0). 

El punto inicial debe estar en el dom f, y además el conjunto 

subnivel 

S= {x E dom f: f(x) :::; f(xC0))} (3) 

debería ser cerrado. Esta condición se cumple para todo 

xCo) E dom f si la función f es cerrada, es decir todos sus 

subconjuntos subnivel son cerrados. Las funciones continuas 

con dom f = Rn son cerradas, de modo que si dom f = Rn 
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la condición se satisface para cualquier xC0) . Otra clase 

importante de funciones cerradas son funciones continuas 

con dominios abiertos, para los que f(x) tiende al infinito 

cuando x se aproxima a la frontera del dom f. 

Ejemplo1: 

Minimización cuadrática y mínima raíz 

Un problema de minimización cuadrática convexa tiene la 

forma 

Minimice (1/2)xr Px + qr x + r (4) 

Donde PE S!;, q E Rn, rE R. Este problema puede ser resuelto 

vía la condición de optimalidad, Px* + q = O , que es un 

conjunto de ecuaciones lineales. Cuando P > O, existe una 

solución única, x* = - p-1 q. En los casos más generales, 

cuando P no es definida positiva, cualquier solución de 

Px* + q =O es optimal para (4). Si Px* + q =O no tiene 

solución, entonces el problema (4) es no acotado 

interiormente. Nuestra forma para resolver analíticamente (4) 

es la base del método de Newton, un método potente para 

minimización irrestricta. 

Un caso especial de minimización irrestricta que sucede muy 

frecuentemente es el problema cuadrado mínimo. 
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Las condiciones de optimalidad 

son llamadas ecuaciones normales del problema. 

Ejemplo 2. 

Programación geométrica irrestricta 

Minimice f(x) = log(t, exp(afx + b,)) 

La condición de optimalidad es 

m 

'iJf(x*) =¿m / T * b·) '\' exp(a[x* + bJai = O 
j=l exp ai x + t -6-t 

que en general no tiene solución analítica. Aquí es necesario 

un método iterativo. Para este problema dom f = Rn , de 

modo que cualquier punto puede ser escogido como punto de 

inicio xC0). 

Ejemplo 3. 

Centro analítico de desigualdades lineales 

Dado el problema 
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m 

minimice f(x) = _-L log(bi- a[ x) (5) 
i=1 

donde el dominio de f es un conjunto abierto 

dom f = {x: af x < bi; i = 1, ... , m} 

La función objetivo f es llamada barrera logarítmica para las 

desigualdades a[ x < bi . La solución de (5) si existe, es 

llamada el centro analítico de las desigualdades. El punto 

inicial xC0) debería satisfacer las desigualdades estrictas 

a[ x < bi, i = 1, ... , m. Desde que f es cerrada, los conjuntos 

subnivel S para cualquier punto es cerrado. 

Ejemplo 4. 

Centro analítico de una matriz de desigualdades lineales 

Dado el problema 

minimice f(x) = log detF-1 (x) (6) 

Donde, F: Rn ~ sP es afín, es decir 

Donde, Fi E SP, dom f = {x: F(x) > 0}. 

La función objetivo f es llamada barrera logarítmica para la 

desigualdad matricial lineal F(x) :;=O. La solución de (6) (si 
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existe) se llama el centro analítico de la desigualdad matricial 

lineal. El punto inicial xC0) debería satisfacer la desigualdad 

matricial estricta F(x) >-O. Como en el ejemplo anterior, el 

conjunto subnivel de cualquier punto inicial será cerrado, 

desde que fes cerrada. 

3.2.3. Convexidad fuerte e implicaciones 

Asumiremos que la función objetivo es fuertemente convexa 

sobre S, es decir, existe un m > O tal que 

(7) 

· Para todo x E S. Convexidad fuerte tiene varias interesantes 

consecuencias. Para x, y E S se tiene. 

1 
f(y) = f(x) + 'Vf(x)r(y- x) + 2 (y- x)T'V2 f(z)(y- x) 

para algún z sobre el segmento [x,y]. Por (7) el último término 

sobre el lado derecho es menor que (m/2)IIY- xll~ de modo 

que tenemos la desigualdad 

f(y) 2: f(x) + 'Vf(x)r(y- x) + (m/2)IIY- xll~ (8) 

para todo x, y E S . Cuando m = O se tiene la desigualdad 

básica que caracteriza la convexidad. Para m> O obtenemos 
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una mejor cota inferior sobre f(y) que se sigue de la 

convexidad únicamente. 

Demostraremos que (8) puede ser usada para acotar 

f(x)- p*, que es la suboptimalídad del punto x, en términos 

de IIVf(x) llz . El lado derecho de (8) es una función 

cuadrática convexa de y (para x fijo). Haciendo el gradiente 

con respecto a y igual a cero, hallamos que: 

y= x...:. (~) Vf(x) minimiza el lado derecho. 

En efecto 

G(y) = f(x) + Vf(x)T(y- x) + (m/2)lly- xll~ 

VG(y) = Vf(x) + m(y- x) 

1 
VG(y) =O=> y= x- -Vf(x) 

m 

Por lo tanto se tiene 

f(y) ~ f(x) + Vf(x)T(y- x) + (m/2)lly- xll~ 

~ f(x) + Vf(x)T(y- x) + (m/2)115'- xll~ 

1 
= f(x)- Zm IIVf(x)ll~ 

Desde que esto se cumple para cualquier y E S, se tiene 
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1 
p*?: f(x)- Zm IIVf(x)ll~ (9) 

Esta desigualdad demuestra que si el gradiente es pequeño 

en un punto, entonces el punto está cerca del optimal. La 

desigualdad (9) puede ser interpretado como una condición 

de suboptimalidad que generaliza la condición (2): 

IIVf(x)llz ~ (2mE) 1/
2 => f(x)- p* ~E (10) 

Podemos tener una cota para llx- x*ll 2, la distancia entre x y 

cualquier punto optimal x* en términos de IIVf(x)llz: 

2 
llx- x*llz ~ -11\?f(x)llz 

m 

Para ver esto, aplicamos (8) con y = x* para obtener 

m 
p* = f(x*) ?: f(x) + Vf(x)T (x*- x) + -zllx*- xll~ 

m 
?: f(x)- IIVf(x)llz llx*- xll 2 + -zllx*- xll~ 

(11) 

Donde usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la 

segunda desigualdad. Puesto que p* ~ f(x). tenemos 

. m 
-11\?f(x)llzllx*- xllz + -zllx*- xll~ ~O 

De la cual se tiene (11). Una consecuencia de (11) es que el 

punto optimal x* es único. 
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3.2.4. Cota superior sobre \/2 f(x) 

La desigualdad (8) implica que los conjuntos subnivel 

contenidos en S son acotados, de modo que en particular, S 

es acotado. Por lo tanto el máximo eigenvalor de V2 f(x), que 

es una función continua de x sobre S, es acotado 

superiormente sobre S, es decir, existe una constante M tal 

que 

V2 f(x) ~MI (12) 

Para todo x E S. La cota superior sobre la Hessiana implica, 

para cualquier x, y E S 

f(y) :'S f(x) + Vf(x)T(y- x) + (M/2)IIy- xll~ (13) 

que es análogo a (8). Minimizando cada lado sobre y se tiene 

p* :'S f(x)- 2~ IIVf(x)ll~ (14) 

la contraparte de (9). 

3.2.5. Número de condición de los conjuntos subnivel 

De la desigualdad (7) y (12), tenemos 

mi~ V2 f(x) ~MI, 'v'xES (15) 

La razón k = M jm es así una cota sobre el número 

de condición de la matriz \/2 f(x), es decir, la razón de su 
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mayor eigen valor y su menor eigen valor. Podemos también 

dar una interpretación geométrica de (15) en términos de los 

conjuntos subnivel de f. 

La anchura de un conjunto convexo C e Rn, en la 

dirección q unitario, se define por 

W(C,q) = supqTz- infqTz 
zEC zEC 

La mínima y máxima anchura de e están dadas por 

Wmin = inf W(C, q), 
l!qllz=l 

Wmax = sup W(C, q) 
llqllz=l 

El número de condición del conjunto convexo e está definido 

Por: 

W~ax 
cond (C) = - 2 -

Wmin 

El número de condición de e da una medida de su 

excentricidad. Si el número de condición es pequeño 

(digamos, cerca de uno) el conjunto tiene la misma anchura 

en todas las direcciones, es decir, es casi una esfera. Si el 

número de condición es grande, significa que el conjunto es 

muy ancho en alguna dirección que en otras. 
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Ahora supongamos que f satisface: 

mi~ 'iJ2f(x) ~MI, V x E S . Daremos una cota para el 

número de condición del a -conjunto subnivel Ca = 

{x: f(x) :::; a}, donde p* <a :::; f(xC0)). Aplicando (13) y (8) 

con x = x*, tenemos 

p* + (Mj2)lly- x*ll~;::: f(y);::: p* + (m/2)lly- x*ll~ 

Esto implica que 

Donde 

Binter ={y: IIY- x*ll2 :::; (2(a- p*)/M) 112} 

Bext ={y: IIY- x*ll2 :::; (2(a- p*)/m)112} 

Son bolas con radios 

(2(a- p*)/M)112, (2(a- p*)/m) 112, 

respectivamente, la razón del radio cuadrado da una cota 

sobre el número de condición de Ca: 

M 
cond (Ca):::;­

m 
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Podemos dar una interpretación geométrica del número de 

condición k('l2 f(x*)) . De la expansión de Taylor de f 

alrededor de x* 

1 
f(y) ::::: p* +-(y- x*)T'l2 f(x*)(y- x*) 

2 

Vemos que, para a cerca de p*, 

Ca :::::{y: (y- x*)T'l2 f(x*)(y- x*) ~ 2(a- p*)} 

Es decir, el conjunto subnivel es aproximado por un elipsoide 

con centro x*, por lo tanto 

lim cond (Ca) = k('l2 f(x*)) 
a~p· 

Vemos que el número de condición de los conjuntos subnivel 

de f (que es acotado por M/m) tiene un fuerte efecto sobre la 

eficiencia de algunos métodos comunes para minimización 

irrestricta. 

3.2.6. Constantes de convexidad fuerte 

Debemos mantener en mente que las constantes M y m se 

conocen solamente en casos raros, de modo que (10) no 

puede ser usado como un criterio práctico de parada. Este 

puede ser considerado como un criterio conceptual de parada; 

esto demuestra que si el gradiente de f en x es 
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suficientemente pequeño, entonces la diferencia entre f(x) y 

p* es pequeño. Si terminamos un algoritmo cuando 

IIVf(xCk))ll
2

::; J1 , cuando J1 se escoge suficientemente 

pequeño menor que (mE)112, tenemos que 

Daremos pruebas de convergencia para algoritmos, que 

incluyen cotas sobre el número de iteraciones requeridas 

antes que f(xCk))- p* ::; E, donde E es alguna tolerancia 

positiva. Muchas de estas cotas incluyen las constantes M y 

m. Estos resultados son al menos conceptualmente útiles, 

ellos establecen que el algoritmo converge, aun si la cota 

sobre el número de iteraciones requerida depende de 

constantes que son desconocidas. 

Existe una importante excepción a esta situación, hay una 

clase especial de funciones convexas, llamadas 

autoconcordantes, para las que podemos dar un análisis 

completo de convergencia (para el método de Newton) que no 

depende de ninguna constante desconocida. 

3.2.7. Métodos descendentes 

Los algoritmos descritos en este capítulo producen una 

. ' . . . t (k) k - d d suces1on m1mm1zan ex , - 1, ... , on e 
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tCk) > O (Excepto cuando xCk) es optimal). /J.x es un vector en 

Rn llamado dirección de búsqueda o paso, k= 0,1, ... denota 

el número de iteraciones. El escalar tCk) :;::: O es llamado el 

tamaño de paso o la longuitud de paso en la iteración k 

(aunque este no es igual a llxCk+l) - xCk) 11 a menos que 

II!J.xCk) 11 = 1 ). Los términos "paso de búsqueda" y "factor 

escalar" son más exactos, pero "dirección de búsqueda" y 

"longitud de pasó" son usadas más ampliamente. 

Todos los métodos que estudiamos son métodos 

descendentes, que significa 

excepto cuando xCk) es optimal. Esto implica que para todo k 

tenemos que xCk) E S , el conjunto subnivel inicial, y en 

particular tenemos xCk) E dom f. De la convexidad conocemos 

que Vf(xCk))r (y- xCk)):;::: O implica que f(y) ;:::: f(xCk)), de 

modo que la dirección de búsqueda en un método 

descendente debería satisfacer 
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Es decir, este forma un ángulo agudo con el gradiente 

negativo, llamamos a tal dirección una dirección descendente 

(para f en xCk)). 

La rutina de un método descendente general es como sigue. 

Este alterna entre dos pasos: determinar una dirección 

descendente !J.x, y la selección de un tamaño de paso t. 

3.2.8. Algoritmo de un método descendente general 

Dado un punto de inicio x E dom f. 

Repetir 

1. Determine una dirección descendente !J.x 

2. Línea de búsqueda: Escoger un tamaño de paso t >O. 

3. Actualizar: x == x + t!J.x 

Hasta que el criterio de parada se satisfaga. 

El segundo paso es llamado línea de búsqueda ya que la 

selección del tamaño de paso t determina a lo largo de ·la 

línea {x + t!J.x: tER+} donde el siguiente iterado estará. 

Un método descendente prácticamente tiene la misma 

estructura general, pero podría ser organizado de forma 

diferente. 
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Por ejemplo, el criterio de parada es a menudo chequeado 

mientras, o inmediatamente después, que la dirección 

descendente !1x es calculada. El criterio de parada es a 

menudo de la forma 11Vf(x)ll 2 ::;; J1, donde J1 >O como se 

sugiere en (9). 

3.2.9. Línea de búsqueda exacta 

Un método línea de búsqueda algunas veces usado en la 

práctica es la línea de búsqueda exacta en el que t se escoge 

para minimizar fa lo largo del rayo {x + tf1x: t ;:::: O}: 

t = argminf(x + sf1x) (16) 
s~O 

Una línea de búsqueda exacta es usada cuando el costo del 

problema de minimización con una variable, requerida en (16), 

es bajo comparado con el costo de computar la dirección de 

búsqueda misma. En algunos casos especiales el 

-

minimizador a lo largo del rayo puede ser hallado 

analíticamente, y en otros casos puede ser computado 

eficientemente. 

3.2.1 O. Línea de búsqueda con retroceso 

Muchas líneas de búsqueda usadas en la práctica son 

inexactas: la longitud de paso es escogida para aproximar f 

a lo largo del rayo {x + tf1x: t ;:::: O} , o incluso solo para 
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reducir f suficientemente. Muchos métodos de línea de 

búsqueda inexacta han sido propuestos. 

Un método de línea de búsqueda inexacta que es muy 

simple y efectivo es llamado línea de búsqueda exacta con 

retroceso, esta depende de dos constantes 

a, {3, O < a < 0.5; O < {3 < 1. 

3.2.11. Algoritmo línea de búsqueda con retroceso 

Dada una dirección descendente !J.x para f en x E 

domf,a E (0,0.5),{3 E (0,1). 

t := 1, 

Mientras f(x + t!J.x) > f(x) + at\lf(x)T !J.x, t := {3t. 

La línea de búsqueda es llamada con retroceso porque esta 

comienza con un tamaño de paso unitario y entonces reduce 

este por el factor {3 hasta que la condición de parada 

f(x + t!J.x) :5 f(x) + at\lf(x)T !J.x se cumple. 

Desde que !J.x es una dirección descendente, tenemos 

\lf(x)T !J.x < O, de modo que para t suficientemente pequeño 

tenemos 

f(x + t!J.x) ::::: f(x) + t"ílf(x)T !J.x < f(x) + at"ílf(x)T !J.x 
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Lo que demuestra que la línea de búsqueda con retroceso 

eventualmente termina. La constante a puede ser 

interpretada como la fracción del decrecimiento en f 

predicho por extrapolación lineal que será aceptada. 

3.3. Método descendente Gradiente 

Una natural elección para la línea de búsqueda es el negativo del 

gradiente 11x = -Vf(x). El algoritmo resultante es llamado el método 

descendente gradiente. 

3.3.1. Algoritmo método descendente Gradiente 

Dado un punto de inicio x E domf 

Repetir 

1. 11x = -Vf(x) 

2. Línea de búsqueda: Escoger un tamaño de paso t vía 

una línea de búsqueda exacta o con retroceso. 

3. Actualizar: x == x + tf1x 

Hasta que el criterio de parada se cumpla. 

El criterio de parada es usualmente de la forma: IIVf(x)llz::::; 

J1 , donde J1 es pequeño y positivo. En muchas 

implementaciones, esta condición es chequeda después del 

paso 1, en lugar de después de la actualización. 
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3.3.2. Análisis de convergencia 

Aligeremos nuestra notación haciendo x+ = x + t!J.x en lugar 

donde !J.x = -Vf(x) 

Asumiremos que f es fuertemente convexa sobre S, de 

modo que hay constantes m, M tal que 

mi~ V2 f(x) ~MI, para todo x E S. 

Definamos la función f: IR{~ IR{ por /(t) = f(x- tVf(x)), en 

la siguiente discusión consideraremos t para los que 

x- t'lf(x) E S. De la desigualdad (13), con y= x- tVf(x), 

obtenemos una cota superior cuadrática para f: 

Mt2 

/(t) ~ f(x)- tll'lf(x)ll~ + -2-IIVf(x)ll~ (17) 

A. Análisis para línea de búsqueda exacta 

Asumiremos que una línea de búsqueda exacta es 

usada, y minimiza sobre tambos lados de (17). Para el 

lado izquierdo tenemos !Ctex) donde tex es la longitud 

del paso que minimiza f. El lado derecho es una 

cuadrática que es minimizada por t = 1/ M, y tiene valor 

mínimo 

1 
f(x)- C2 M)IIVf(x)ll~ 
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Por lo tanto tenemos 

- 1 2 
f(x+) = !Ctex):::; f(x)-

2
M IIVf(x)llz 

Restando p*en ambos lados, tenemos 

1 
f(x+)- p* :::; f(x)- p*-

2
M IIVf(x)ll~ 

Combinando esto con IIVf(x)ll~;::: 2m(f(x)- p*) 

concluimos que 

f(x+)- p* :::; (1- mjM)(f(x)- p*) 

Aplicando esta desigualdad recursivamente, hallamos 

que 

(18) 

Donde e = 1-: < 1, que demuestra que f(xCk)) ~ p* 

cuando k~ oo. 

En particular, deberíamos tener f(xCk))- p* :::; E 

después de no mas 

log ( (f(xC0
))- p*)/E) 

1 
log-c 

(19) 
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iteraciones del método gradiente con línea de búsqueda 

exacta. 

Esta cota sobre el número de iteraciones requeridas, 

aunque cruda, puede dar alguna idea del método 

gradiente. El numerador puede ser interpretado como el 

log de la razón de la sub optimalidad inicial y la 

suboptimalidad final. Este término sugiere que el número 

de iteraciones depende de cuan bueno es el punto de 

inicio, y cuan exacta es la exactitud requerida. 

El denominador en (19) es una función de Mjm, que 

hemos visto es una cota sobre el número de condición 

de 'iJ2 f(x) sobre S, o el número de condición de los 

conjuntos subnivel {z: f(z) :::;; a}. Para el número de 

condición grande M jm, tenemos 

1 
log- = -log(l- mjM) ~ mjM 

e 

Así, nuestra cota sobre el número de iteraciones 

requeridas se incrementa aproximadamente linealmente 

con incremento M jm. 

Veremos que el método del gradiente en efecto requiere 

un número grande de iteraciones cuando la Hessiana de 

f, cerca de x*, tiene un número de condición grande. 
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Recíprocamente, cuando los conjuntos subnivel de f son 

relativamente isotrópicos, de modo que el número de 

condición puede ser escogido relativamente pequeño, la 

cota en (18) muestra que la convergencia es rápida, 

desde que e es pequeña, o al menos no tan cerca de 

uno. La cota (18) muestra que el error f(xCk))- p* 

converge a cero al menos tan rápido como una serie 

geométrica. En el contexto de métodos numéricos 

iterativos, esta es llamada convergencia lineal, puesto 

que el error está bajo una recta o un gráfico lag-lineal de 

error versus el número de iteraciones. 

B. Análisis para línea de búsqueda con retroceso 

Ahora consideramos el caso cuando se usa una línea de 

búsqueda con retroceso en el método descendente del 

Gradiente. Demostraremos que la condición de salida 

con retroceso 

f(t) :5 f(x)- all\7f(x)ll~ 

Se satisface cuando o :5 t :5 1/M. 

Primero note que 

1 Mt2 

o< t <-~ -t+-< -t/2 - -M 2 -
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Que se sigue de la convexidad de -t + u;z. Usando este 

Mt 2 

resultado y la cota (17) tenemos, para -t +-
2 

Mt 2 

/(t) 5 f(x)- tiiVf(x) 11~ + -2-IIVf(x)ll~ 

t 
5 f(x)- c2JIIVf(x)ll~ 

5 f(x)- atiiVf(x)ll~ 

puesto que a< 1/2. Por lo tanto la línea de búsqueda 

con retroceso termina cuando t = 1 ó t 2: {3 ¡M. Esto nos 

da una cota inferior sobre el decrecimiento de la función 

objetivo. En el primer caso tenemos 

f(x+) 5 f(x)- all\?f(x)ll~ 

Y en el segundo caso se tiene 

f(x+) 5 f(x)- (~)11\?f(x)ll~ 

Por lo tanto se tiene 

f(x+) 5 f(x)- min{a,pajM}IIVf(x)ll~ 

Ahora podemos proceder exactamente como en el caso 

de la línea de búsqueda exacta, restamos p* en ambos 

lados para tener 
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f(x+)- p*:::; f(x)- p*- min(a,pajM} ll\lf(x)ll~ 

Y combinando esto con IIVf(x)ll~ ~ 2m(f(x)- p*) 

obtenemos: 

f(x+)- p*:::; (1- min(2ma, 2PamjM})(f(x)- p*) 

De esto se concluye que 

Donde e = 1- min(2ma, zpamjM} < 1 

En particular, f(xCk)) converge a p* al menos tan rápido 

como una serie geométrica con un exponente que 

depende (al menos en parte) de la cota para el número 

de condición M jm . En la terminología de métodos 

iterativos, la convergencia es al menos lineal. 

Ejemplo 6. 

Un problema cuadrático en JR2 

Considere la función objetivo 

1 
f(x,y) = 2(x2 + by2

), b >O 

Calculemos la matriz Hessiana de f 

[1 bo] Hf(x,y) = 
0 
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Claramente el punto optimal es (0,0) y el valor optimal es 

O. La Hessiana de f es constante, y tiene eigen valores 

1. y b, de modo que el número de condición de los 

conjuntos subnivel de f son exactamente 

max{l,b} 
. { b} = max{b, 1/b} mm 1, 

La elección más ajustada para las constantes de 

convexidad fuerte m y M son 

m= min{1, b}, M= max{1,b} 

Aplicamos el método del gradiente descendente con 

línea de búsqueda exacta, comenzando en el punto 

xC0) = (b, 1) . En este caso tenemos las siguientes 

expresiones para los iterados 

b 1k b 1k 
xCk) = b (-=-) yCk) = (- -=-) 

b+1 ' b+1 

( 
(k)) = b(b + 1) (b- 1)

2
k = (b- 1)Zk ( (O)) 

fx 2 b+1 b+1 fx 

En este ejemplo, la convergencia es exactamente lineal, 

es decir, el error es exactamente una serie geométrica, 

reducida por un factor l(b -1)/(b + 1)1 2 en cada 

iteración. Para b = 11a solución exacta se halla en una 

iteración; para b no lejos de uno (digamos entre 1/3 y 3) 
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la convergencia es rápida. La convergencia es muy baja 

para b » 1ó b « 1. 

Podemos comparar la convergencia con la cota dada en 

(18) se garantiza que el error en cada iteración es 

reducida al menos por el factor e = 1 - mf M. Se ve que 

el error esta reducido por el factor 

(
1-m/M)

2 

1.+m/M 

En cada iteración. Para m/ M pequeño, que corresponde 

a un número de condición grande, la cota superior en 

(19) implica que el número de iteraciones requerida para 

obtener un nivel dado de exactitud de crecimiento al 

menos igual a M jm. Para este ejemplo, el número de 

iteraciones requerida crece aproximadamente igual a 

(M/m)/4. 

Ejemplo 7. 

Sea la función 

m 

f(x) = cT x- I !og(bi- af) 
i=l 

Con m = 500 términos y n = 100 variables. 
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El progreso del método gradiente con línea de búsqueda 

con retroceso, con parámetros a = 0.1, {3 = 0.5 . es 

aproximadamente lineal y convergencia bastante rápida 

para cerca de 20 iteraciones, seguida por una 

convergencia lineal baja. El error total está reducida por 

un factor de alrededor de 106en 175 iteraciones, que da 

un error promedio de reducción de alrededor de 

10-61175 ~ 0.92 por iteración. La razón de convergencia 

inicial, para las primeras 20 iteraciones, es alrededor de 

un factor de 0.8 por iteración; la razón de convergencia 

final después de las primeras 20 iteraciones, es 

alrededor de 0.94 por iteración. 

La convergencia del método del gradiente con línea de 

búsqueda exacta es de nuevo lineal, con un error total 

de reducción de aproximadamente 10-61140 ~ 0.91 por 

iteración. La diferencia es mínima con la línea de 

búsqueda con retroceso~ 

Finalmente, examinamos la influencia de los parámetros 

a y {3 en la razón de convergencia, por determinar el 

número de iteraciones requeridas para obtener 
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En el primer experimento, fijamos {J = 0.5 y variamos a 

entre 0.05 y 0.5. El número de iteraciones requeridas 

varía desde 80, para valores grandes de a, en el rango 

0.2- 0.5, alrededor de 170 para valores pequeños de a. 

Este y otros experimentos, sugieren que el método del 

gradiente trabaja mejor con a bastante grande, en el 

rango 0.2- 0.5. 

Similarmente, podemos estudiar el efecto de escoger fJ 

fijando a = 0.1 y variando fJ entre 0.05 a 0.95. De nuevo 

la variación en el número total de iteraciones no es 

grande, en el rango de 80 (cuando fJ ~ 0.5) a 200 (para 

fJ pequeño, o cerca de 1 ). Este experimento, y otros, 

sugieren que {J = 0.5 es una buena elección. Estos 

experimentos sugieren que el efecto de los parámetros 

de retroceso sobre la convergencia no es grande, no 

más que un factor de dos o menos. 

Conclusiones 

1. El método del gradiente a menudo exhibe aproximadamente 

convergencia lineal, es decir el error f(xCk))- p* converge a 

cero aproximadamente como una serie geométrica. 

36 



2. La escogencia en los parámetros de retroceso tienen un notable 

pero no dramático efecto sobre la convergencia. Una línea 

exacta algunas veces mejora la convergencia del método 

gradiente, pero el efecto no es grande. 

3. La razón de convergencia depende gratamente del número de 

condición de la Hessiana, o de los conjuntos subnivel. La 

convergencia puede ser muy baja, siempre para los problemas 

que son moderadamente bien condicionados (digamos, con 

número de condición en los 100s). cuando el número de 

condición es grande (digamos 100 o más) el método del 

gradiente es bajo e inútil en la práctica. 

La principal ventaja del método gradiente es su simplicidad. Su 

principal desventaja es que su razón de convergencia depende 

críticamente del número de condición de la Hessiana o los conjuntos 

subnivel. 

3.4. Método de Newton 

El método de Newton es un método iterativo descendente 

3.4.1. El paso de Newton 

Para x E do m f, el vector 
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Es llamado el paso de Newton para f en x. Que \P f(x) sea 

definida positiva implica que 

A menos que Vf(x) =O. De modo que el paso de Newton es 

una dirección descendente (a menos que x sea optimal) 

El método de Newton puede ser motivado en varias formas. 

3.4.2. Minimizador de una aproximación de segundo orden 

La aproximación de segundo orden de f en x es 

/(x + v) = f(x) + Vf(x)r v + ~ V2 f(x)v 

La cual es una función cuadrática convexa de v, y es 

minimizada cuando v =N. Así, el paso de Newton N es el 

que debería ser añadido al punto x para minimizar la 

aproximación de segundo orden de [en x. 

Si la función f es cuadrática, entonces x + N es el 

minimizador exacto de f. Si la función es casi cuadrática, la 

intuición sugiere que x + N debería ser una buena 

estimación del minimizador de [en x. 
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3.4.3. Mínima Dirección descendente en la norma definida por la 

Hessiana 

El paso de Newton es también la mínima dirección 

descendente en x, para la norma cuadrática definida por la 

Hessiana, v2 f(x), es decir 

Esto da otra razón del porque el paso de Newton debe ser 

una buena dirección de búsqueda, y una muy buena 

dirección de búsqueda cuando x está cerca de x*. 

3.4.4. Solución de condición de optimalidad linealizada 

Si linealizamos la condición de optimalidad "ilf(x*) =O cerca 

de x obtenemos 

"ilf(x + v) = "ilf(x) + "i/2 f(x)v = O 

que es una ecuación lineal en v, con solución v = N. De 

modo que el paso de Newton N es el que debería ser 

añadido a x de modo que la condición de optimalidad 

linealizada se cumpla. Esto sugiere que cuando x está cerca 

de x* , la actualización x + N debería ser una buena 

aproximación de x*. 
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3.4.5. Afín invarianza del paso de Newton 

Una importante propiedad del paso de Newton es que este 

es independiente de cambios de coordenadas lineales 

(o afines). 

Supongamos que T E Rnxn es no singular, y define: 

F (y) = f (Ty). Entonces tenemos 

Cuando x = Ty. El paso de Newton para F en y es por lo 

tanto 

M= (TT'i12f(x)T)-1TT'ilf(x) 

= -r-1vz¡(x)-1'ilf(x) 

Entonces el paso de Newton de f y F están relacionados por 

la misma transformación lineal, y 

x+N = T(y+M) 

3.4.6. El decremento de Newton 

La cantidad 
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se llama el decremento de Newton en x. Veremos que el 

decremento de Newton juega un rol importante en el análisis 

del método de Newton, y es también útil como un criterio de 

parada. Podemos relacionar el decremento de Newton a la 

cantidad f(x)- infy f(y), 

A A 1 2 
f(x)- i~ff(y) = f(x)- f(x +N)= 2ít(x) 

Así, ..12 /2 es una estimación de f(x)- p*, basado en la 

aproximación cuadrática de f en x. 

Podemos expresar el decremento de Newton también en la 

forma 

ít(x) = (NTt¡2 f(x)N)l/2 

Esto demuestra que ít es la norma del paso de Newton, en la 

norma cuadrática definida por la Hessiana. 

El decremento de Newton viene en una línea de búsqueda 

con retroceso también, puesto que tenemos 

(20) 

Esta es la constante usada en una línea de búsqueda con 

retroceso, y puede ser interpretada como la derivada 

direccional de f en x en la dirección del paso de Newton: 
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-ít(xf = 'iJf(x)TN = dd f(x + tN)J 
t t=O 

Notemos también que el decremento de Newton es, al igual 

que el paso de Newton, afín invariante. 

3.4.7. Formulación del método de Newton 

El método de Newton a describir, es algunas veces llamado, 

el método de Newton amortiguado, para distinguirlo del 

método de Newton puro, que usa un tamaño de paso fijo 

t = 1. 

Algoritmo 

Dado un punto de inicio x E dom f, una tolerancia E > O. 

Repetir 

1. Compute el paso y el decremento de Newton 

2. Criterio de parada. Salir si ít2 /2 :::;; E 

3. Línea de búsqueda. Escoger el tamaño de paso t para 

una línea de búsqueda con retraso. 

4. Actualizar x = x + tN 
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3.5. Minimización con ecuaciones restricción 

3.5.1. Problema de minimización con ecuaciones restricción 

Es de la forma 

Minimice f(x) (21) 

Sujeto a: Ax = b 

Donde f: IR{n ~ IR{ es convexa y dos veces continuamente 

diferenciable, A E IR{Pxn con rango de A = p < n. La condición 

impuesta sobre A indica que hay menos ecuaciones 

restricciór. que variables, y que las ecuaciones restricción son 

independientes. Asumiremos que una solución optimal x* 

existe, y usamos p* para denotar el valor óptimo, 

p* = inf{f(x):Ax= b} = f(x*) 

Recalcamos que x* E dom f es optimal para (21) si y 

solamente si existe un x* E IR{n tal que 

Ax* = b, Vf(x*) + Ar v* = O (22) 

Resolver el problema (21) es equivalente a hallar una solución 

de (22), que es un conjunto den+ p ecuaciones con n + p 

variables x*, v*. El primer conjunto de ecuaciones, Ax* = b, 

se llaman ecuaciones de factibilidad primal, que son lineales. 
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El segundo conjunto de ecuaciones, \lf(x*) + AT v* = O, se 

llaman ecuaciones de factibilidad dual, que son en general no 

lineales. 

Cualquier problema de minimización con ecuaciones 

restricción puede ser reducido a un problema irrestricto al 

eliminar las restricciones y resolver usando el método de 

Newton. 

3.5.2. Minimización cuadrática con ecuación restricción 

Consideremos el problema 

Minimice f(x) = ~ xT Px + qT x + r 
2 

Sujeto a: Ax = b 

Donde p E sn y A E JR{PXn . Las condiciones de 

optimalidad son 

Ax* = b, Px* + q + AT v* = O 

Que se puede reescribir como 

Este conjunto de n + p ecuaciones lineales en las n + p 

variables x*, v* es llamado el sistema de KKT para el 
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problema de optimización cuadrático con ecuaciones 

restricción. La matriz de los coeficientes se llama la matriz 

KKT. 

Cuando la matriz de KKT es no singular, existe una única 

solución optimal primal dual x*, v*. Si la matriz de KKT es 

singular, pero el sistema KKT es soluble, cualquier solución 

nos lleva a un par optimal x*, v*. Si el sistema KKT no tiene 

solución, el problema de optimización cuadrático es no 

acotado interiormente o infactible. En verdad, en este caso 

existe v E Rn, w E RP tal que 

Pv +ATw =O, Av= 0,-qrv + brw >O. 

Sea i cualquier punto factible. El punto x = i + tv es factible 

para todo t y 

1 
f(i + tv) = f(i) + t(vT Pi+ qT v) + 2 t 2 vT Pv 

Que decrece ilimitadamente cuando t ~ oo. 
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3.5.3. Eliminación de las restricciones 

Un procedimiento general para resolver el problema (21) es la 

eliminación de las restricciones, y resolver el problema 

irrestricto usando el método de Newton para problemas 

irrestrictos. 

Primeramente, hallamos una matriz F E JR{nx(n-p) y un vector 

x E JR{n que parametrice el conjunto factible afín. 

{x/Ax = b} = {Fz + x / z E JR{n-P}. 

Aquí, x puede ser escogido como una solución particular de 

Ax = b y F E JR{nx(n-p) es cualquier matriz cuyo rango es el 

espacio nulo de A. Formamos así el problema de optimización 

Minimice f(z) = f(Fz + x) 

Que es un problema irrestricto con variable z E JR{n-p . De 

estas soluciones z*, podemos hallar la solución del problema· 

(21), x* = z* + x. 

También podemos construir una variable optimal dual v* para 

el problema con ecuaciones restricción, 
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Para demostrar que esta expresión es correcta, deberíamos 

verificar la condición de factibilidad dual 

Notemos que 

Donde en bloque superior hemos usado que: 

FT'ilf(x*) = 'il/(z*) = O y AF = O. Como la matriz en el lado 

izquierdo es no singular, implica (23). 

3.6 Método de Newton con ecuaciones restricción 

Describiremos una extensión del método de Newton para incluir 

ecuaciones restricción. El método es el mismo salvo dos diferencias. 

El punto inicial debe ser factible (es decir, satisfacer: 

x E domf,Ax = b), y la definición del paso de Newton es modificado 

tomando en cuenta la ecuación restricción en ella. En particular, 

aseguramos que el paso de Newton /)..xnt es una dirección factible, 

es decir ALlxnt = O. 
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3.6.1. El paso de Newton 

Para deducir el paso de Newton para el problema (21) en el 

punto factible x , reemplazamos la función objetivo por su 

aproximación de Taylor de segundo orden cerca de x, para 

formar el problema 

Minimice 

f(x + v) = f(x) + Vf(x)r v + ~vrvz f(x)v (24) 
2 

Sujeto a A(x + v) = b 

con variable v . Este problema puede ser resuelto 

analíticamente. Definimos el paso de newton 11xnt como la 

solución del problema (24), asumiendo que la matriz de KKT 

es no singular. En otras palabras, el paso de newton 11xnt es 

el que debería sea añadido a x para resolver el problema 

cuando la aproximación cuadrática es usada en lugar de f. 

El paso de Newton está caracterizado por 

(25) 

Donde w es la variable optimal dual asociado para el 

problema cuadrático. El paso de Newton está definido 
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solamente en los puntos en que la matriz de KKT es no 

singular. 

3.6.2. Solución de las condiciones de optima!idad linealizada 

Podemos interpretar el paso de Newton b.xnt , y el vector 

asociado w, como la solución ·de la aproximación linealizada 

de las condiciones de optimalidad 

Ax* = b, 'Vf(x*) + Ar v* = O. 

Sustituimos x + b.xnt por x* y w por v* y reemplazamos el 

gradiente en la segunda ecuación por su aproximación 

linealizada cerca de x, para obtener las ecuaciones 

A(x + b.Xnt) = b, 

Usando Ax = b, se tiene 

Ab.Xnt = O, 'iJ2 f(x)b.Xnt + AT w = -'Vf(x), 

Que son precisamente las ecuaciones (25) que definen el 

paso de Newton. 

49 



3.6.3. El decremento de Newton 

Definimos el decremento de Newton para el problema (21) 

como 

Que es la misma expresión usado en el caso irrestricto, y la 

misma interpretación se cumple. 
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IV. MATERIALES Y MÉTODOS 

Se trata de una investigación Básica, por lo tanto los materiales a usar 

son los conceptos y resultados del Algebra lineal, la teoría de 

optimización, etc. Que nos permiten mostrar la hipótesis del trabajo, la 

convergencia del método de Newton. 

Asumiremos, como antes, que f es dos veces continuamente 

diferenciable, y fuertemente convexa, es decir, \/2 f(x) ~mi, para todo 

x E S. Hemos visto que esto implica también que existe un M > O tal que 

\/
2f(x) ~MI, para todo x E S. 

Además asumiremos que la Hessiana de f es Lipschitz continua sobre S 

con constante L, es decir 

El coeficiente L puede ser interpretado como una cota de la tercera 

derivada de f , que podemos tomarla como cero para la función 

cuadrática. Más generalmente, L mide como f puede ser aproximada por 

un modelo cuadrático, de modo que podemos esperar que la constante L 

juegue un rol crítico en el rendimiento del método de newton. La intuición 

sugiere que el método de Newton trabaja muy bien para una función cuyo 

modelo cuadrático varía muy poco (es decir, Les pequeño). 
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V. RESULTADOS 

5.1. Análisis de convergencia 

2 

Demostraremos que existen números r¡, y tal que O< r¡:::; ~ , y> O 

de modo que se cumple 

1) Si IIVf(xCk))ll
2 

2:: r¡, entonces 

(26) 

2) Si IIVf(xCk)) 11
2 

< r¡, entonces la línea de búsqueda con retroceso 

selecciona tCk) = 1, y 

(27) 

Analicemos las implicaciones de la segunda condición. 

Supongamos que esta se satisface para la iteración k, es decir, 

mz 
Como r¡:::; ¡:tenemos que 

52 



es decir, la segunda condición también se cumple para la 

iteración k + 1. Continuando recursivamente, concluimos que si 

la segunda condición se cumple, esta se cumplirá para los 

futuros iterados, es decir, para todo l ;::::: k , tenemos 

11Vf(xCl))ll2 < 7], por lo tanto, para todo l;::::: k, el algoritmo toma 

un paso de Newton completo t = 1, y 

Aplicando esta desigualdad recursivamente, tenemos que para 

Y entonces 

3 21-k+l 1 2m (1) f(xCl))- p* ::::; 2m211Vf(xCO) 11~ ::::; V 2 (28) 

La última desigualdad demuestra que la convergencia es 

extremadamente rápida una vez que la segunda condición se 

cumple. Este fenómeno se llama convergencia cuadrática. 

Estrictamente hablando, la desigualdad (28) significa que, 

después de un número suficientemente grande de iteraciones el 

número de dígitos correctos se duplica en cada iteración. 
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Las iteraciones en el método de Newton naturalmente se dividen 

en dos etapas. La segunda etapa, que ocurre una vez que la 

condición IIVf(xCk))ll
2 

:::; r¡ se cumple, se llama etapa de 

convergencia cuadrática. Nos referimos a la primera etapa como 

la fase Newton amortiguado, puesto que el algoritmo puede 

escoger un paso t < l. La etapa de convergencia cuadrática es 

también llamada la fase del método puro de Newton, puesto que 

en estas iteraciones siempre se escoge un paso de Newton 

t =l. 

Ahora podemos estimar la complejidad total. Primeramente 

deducimos una cota superior sobre el número de iteraciones en 

la fase del método de Newton amortiguado. Como f decrece en 

al menos y en cada iteración, el número de pasos de Newton 

amortiguado no puede exceder 

De lo contrario, f podría ser menor que p*, que es imposible. 

Podemos acotar el número de iteraciones en la fase de 

convergencia cuadrática usando (17). Esto implica que podemos 

tener f(x)- p* :::; E después de no mas log2 log2 (
60

/ 6 ) 

iteraciones en la fase de convergencia cuadrática, donde 
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En general, entonces, el número de iteraciones hasta que 

f(x)- p* ::; E es acotado superiormente por 

El término log2log2(E0/E), que acota el número de iteraciones en 

la fase de convergencia cuadrática, crece muy poco con 

exactitud E, y puede ser considerada como una constante para 

propósitos prácticos, por ejemplo cinco o seis. Es decir, el 

número de iteraciones requeridas para minimizar f es acotado 

superiormente por 

f(xCo))- p* __:,__:...__ + 6 
y 

(29) 

Más precisamente, esta es una cota sobre el número de 

iteraciones para computar una muy buena aproximación de la 

solución. 

5.2. Fase Newton amortiguado. 

Ahora estableceremos la desigualdad (4.1). Asumiendo 
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ll\7f(x)ll 2 ~ r¡, primeramente deducimos una cota inferior para el 

tamaño de paso seleccionado por la línea de búsqueda. Convexidad 

fuerte implica que \72 f(x) ~MI sobre S, y por lo tanto 

M 
f(x + tN)::; f(x) + t\7f(x?N + z-IINII~t 2 

Donde hemos usado (20) y 

El tamaño de paso t = m/ M satisface la condición de salida de la 

línea de búsqueda, puesto que 

m 
f(x + tN) ::; f(x)- ZM íl.(x) 2 

::; f(x)- atíl.(x) 2 

Por lo tanto la línea de búsqueda retorna un tamaño de paso t ~ 13;: 

resultando en un decrecimiento de la función objetivo 
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Donde usamos 

{3m z 
:::; -a M (r¡) 

Por lo tanto, (26) se cumple con 

m 
y= a{Jr¡z Mz 

5.3. Fase convergencia cuadrática 

(30) 

Asumiendo que ll'i7f(x)ll 2 < r¡ , demostremos que la línea de 

búsqueda con retroceso selecciona un paso unitario, probado que 

Por la condición de Lipschitz, tenemos para t;::: O, 

. . 
ll'i72f(x + tN)- 'i72 f(x)llz:::; tLIINIIz 

Y por lo tanto 

Haciendo f(t) = f(x + tN). tenemos f"(t) = Nr(V2 f(x + tN))N. de 

modo que: 

1/"(t) -/"(ü)l :::; tLIINII~ 
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Usando esta desigualdad tendremos una cota superior para f(t). 

Comenzamos con 

f"(t) ~ f"(O) + tLIINII~ ~ A.(x) 2 + t m:/2 A.(x)3 

Donde f"(O) = A.(x) 2 y A.(x) 2 ~ miiNII~. Integrando la desigualdad 

anterior tenemos 

Integrando una vez más se tiene 

- - 1 L 
f(t) ~ f(O)- tA.(x)z + 2A.(x)z + t3 6m3/2 A.(x)3 

Finalmente tomando t = 1 obtenemos 

t 2 L 
f(x + tN) ~ f(x)- 2 A.(x) 2 + 

6
m 312 A.(x)3 

Ahora supongamos que 

3 
3(1- 2a)m2 

IIVf(x)llz < r¡ ~ L 

Por convexidad fuerte tenemos 
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Luego, 

3 
3(1- 2a)m2 

A.(x) ::::; L 

2 (1 LA.(x)) 
f(x + tN) :::; f(x)- A.(x) 2-

6
m 312 

::::; f(x) - aA.(x) 2 

= f(x) + a'Vf(x)T N 

Lo cual demuestra que el paso unitario t = 1 es aceptado por la 

línea de búsqueda con retroceso. 

Ahora examinamos el radio de convergencia. Aplicando la condición 

de Lipshitz tenemos 

IIVf(x+)llz = II'Vf(x + tN)- 'Vf(x)- \/2 f(x)NIIz 

:::; 2~2 11Vf(x)ll~ 

Con lo cual se verifica (27) 
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En conclusión, el algoritmo selecciona un paso unitario y satisface la 

condición (27) si IIVf(x) 11 2 < r¡, donde 

mz 
r¡ = min(1,3(1- 2a)}T 

Sustituyendo esta cota en (29) y (30), tenemos que el número de 

iteraciones es acotado por 
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VI. DISCUSIÓN DE RESULTADOS 

El método de Newton tiene varias ventajas sobre el método Gradiente y 

métodos de pasos descendentes: 

6.1. La convergencia del método de Newton es rápida en general, y 

cuadrática cerca de x* .. Una vez que la fase de convergencia 

cuadrática se alcanza, a lo más 6 o menos iteraciones se requieren 

para producir una solución de alta exactitud. 

6.2. El método de Newton es afín invariante. Este es independiente a 

cambio de coordenadas, o al número de condición de los conjuntos 

subnivel de la función objetivo. 

6.3. La buena performance del método de Newton no depende de la 

escogencia de los parámetros del algoritmo. En contraste, la 

escogencia de la norma para el paso descendente juega un rol 

crítico en su performance. 

6.4. La principal desventaja del método de Newton es el costo de formar 

y guardar la HessiaAa, y el costo de computar el paso de Newton, 

que requiere resolver un conjunto de ecuaciones lineales. Se puede 

en muchos casos explotar la estructura del problema para reducir 

sustancialmente el costo de computar el paso de Newton. 

6.5. Otra alternativa es proveer una familia de algoritmos para 

optimización irrestricta llamada métodos cuasi Newton. Estos 

y 61 



métodos requieren menos esfuerzo computacional· para formar 

direcciones de búsqueda, pero comparten algunas de las fuertes 

ventajas del método de Newton, tales como rápida convergencia 

cerca de x*. 
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VIII. APÉNDICE 

Matriz de consistencia 

Problema Objetivo general Hipótesis 

¿Qué condiciones Establecer las condiciones La convergencia del 

deben cumplirse que deben cumplirse para método de Newton 

para que el que un problema resuelto por es rápida en 

método de Newton el método de Newton sea general, y 

aplicado a un convergente con un costo cuadrática cerca del 

problema computacional adecuado. punto óptimo. La 

irrestricto sea 

convergente con 

un costo 

computacional 

adecuado? 

principal desventaja 

del método de 

Newton es el costo 

de formar 

almacenar 

y 

la 

Hessiana, y el costo 

de computar el paso 

de newton, que 

requiere resolver un 

conjunto de 

ecuaciones lineales. 
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Objetivos específicos 

i) Estudiar los métodos de 

programación descendentes. 

ii) Establecer la convergencia 

del método de Newton 

aplicado a un programa de 

optimización irrestricto. 

iii) Mostrar las bondades del 

método de newton en la 

solución de problemas 

irrestrictos y concluir su 

costo 

adecuado. 

computacional 
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X. APÉNDICE 

En el presente trabajo, por ser un trabajo de investigación básica, no 

presenta anexos. 

66 


